数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 ， 简 单 地 
说 ， 数 学 是 数 和 形 的 科学 。 

由 于 生活 和 劳动 上 的 需求 ， 即 使 是 最 原始 的 民族 ， 也 知道 
简单 的 计数 ， 并 由 用 手指 或 实物 计数 发 展 至 用 数字 计数 。 在 中 
国 ， 至 迟 在 商 代 ， 即 已 出 现 用 十 进 制 数 字 表 示 大 数 的 方法 ; 又 
至 迟 至 秦汉 之 际 ， 即 已 出 现 完满 的 十 进位 值 制 。 在 成 书 不 迟 于 
1 世纪 的 《 九 章 和 算术》 中， 已 载 有 只 有 位 值 制 本 有 可 能 的 开 
平 、 立 方 的 计算 法 则 ， 并 载 有 分 数 的 各 种 运算 以 及 解 线 性 联 立 
方程 组 的 方法 ， 还 引入 了 负数 概念 。 刘 徽 在 他 注解 的 《 九 章 算 
AD (3 世纪 ) 中 ， 还 提出 过 用 十 进 小 数 表示 无 理 数 平方 根 的 
奇 零 部 分 。 但 直至 唐 宋 时 期 ， 欧 洲 则 在 16 世纪 sS. 斯 带 文 以 
后 十 进 小 数 才 获 通用 。 在 《 九 章 注 》 中 ， 刘 徽 又 用 圆 内 接 正 多 
边 形 的 周 长 逼近 圆周 长 ， 成 为 后 世 求 圆周 率 更 精确 值 的 一 般 方 
法 。 虽 然 中 国 从 来 没有 过 无 理 数 ， 或 实数 的 一 般 概念 ， 但 在 实 
质 上 ， 那 时 中 国 已 完成 了 实数 系统 的 一 切 运算 法 则 与 方法 ， 这 
不 仅 在 应 用 上 不 可 缺 ， 也 为 数学 初期 教育 所 不 可 少 。 至 于 继承 
了 巴比伦 、 埃 及 、 希 腊 文 化 的 欧洲 地 区 ， 则 侧重 于 数 的 性 质 及 
这 些 性 质 间 的 有 逻辑 关系 的 研究 。 早 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 
中 ， 即 有 素数 的 概念 和 素数 个 数 无 穷 及 整数 唯一 分 解 等 论断 。 
古 希 腊 发 现 了 有 非 分 数 的 数 ， 即 现 称 的 无 理 数 。16 世纪 以 来 


* 本 文摘 自 《中 国 大 百科 全 书 数 学 卷 )， 中 国 大 百科 全 书 出 版 社 ，1988 年 。 
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由 于 解 高 次 方程 又 出 现 了 复数 。 在 近代 ， 数 的 概念 更 进一步 抽 
象 化 并 依据 数 的 不 同 运算 规律 而 对 一 般 的 数 系统 进行 独立 的 理 
论 探 讨 ， 形 成 数学 中 的 若干 不 同 分 支 。 

开平 方 和 开 立 方 是 解 最 简单 的 高 次 方程 。 在 《 九 章 算术 》 
中 ， 已 出 现 解 某 种 特殊 形式 的 二 次 方程 ， 发 展 至 宋 元 时 代 ， 引 
进 了 “天 元 ”( 即 未 知 数 ) 的 明确 观念 ， 出 现 了 求 高 次 方程 数 
值 解 与 求 多 至 四 个 未 知 数 的 高 次 代数 联 立 方程 组 的 解 的 方法 ， 
通称 为 天 元 术 与 四 元 术 。 与 之 相伴 出 现 的 多 项 式 的 表达 、 运 算 
法 则 以 及 消去 方法 ， 已 接近 于 近世 的 代数 学 。 在 中 国 以 外 ，9 
世纪 阿拉 伯 的 花 拉 子 米 的 著作 阐述 了 二 次 方程 的 解法 ， 通 常 被 
视 为 代数 学 的 鼻祖 ， 其 解法 实质 上 与 中 国 古 代 依 来 于 切割 术 的 
几何 方法 具有 同一 风格 。 中 国 古 代数 学 致力 于 方程 的 具体 求 
解 ， 而 导 源 于 古 希 腊 、 埃 及 传统 的 欧洲 数学 则 不 同 ， 一 般 致 力 
于 探究 方程 解 的 性 质 。16 世纪 时 F. 韦 达 以 文字 代替 方程 系 
数 ， 引 入 了 代数 的 符号 演算 。 对 代数 方程 解 性 质 的 探讨 ， 则 从 
线性 方程 组 导致 行列 式 、 和 矩阵 、 线 性 空间 、 线 性 变换 等 概念 与 
理论 的 出 现 。 从 代数 方程 导致 复数 、 对 称 函 数 等 概念 的 引入 以 
至 伽 罗 瓦 理论 与 群 论 的 创立 。 近 代 极 为 活 牙 的 代数 几何 ， 则 无 
非 是 高 次 联 立 代数 方程 组 解 所 构成 的 集体 的 理论 研究 。 

形 的 研究 属于 几何 学 的 范畴 。 上 古代 民族 都 具有 形 的 简单 概 
念 而 往往 以 图 画 来 表示 ， 形 之 成 为 数学 对 象 是 由 工具 的 制作 与 
测量 的 要 求 所 促成 。 规 矩 以 作 圆 方 ， 中 国 古 代 夏 禹 治水 时 即 已 
有 规 、 矩 、 准 、 绳 等 测量 工具 。《 墨 经 》 中 对 一 系列 的 几何 概 
念 ， 有 抽象 概括 ， 作 出 了 科学 的 定义 。 〈《 周 佣 算 经 》 SNK 
《海岛 算 经 》 给 出 了 用 和 矩 观 天 测 地 的 一 般 方法 与 具体 公式 。 在 
(LEAR) KIBER JEER) F, RARE Hh, 
还 提出 了 若干 一 般 原理 以 解 多 种 问题 。 例 如 出 入 相 补 原理 以 求 
任意 多 边 形 面积 ; SRO CRAE) URS 
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面体 体积 ; 5 世纪 祖上 蜡 提 出 “ 笑 势 即 同 则 积 不 容 异 ”的 原理 以 
求 曲 形体 积 特别 是 球 的 体积 ; BAU ARIES WIA AK 
的 极限 方法 (AAR). GAHR (410 世纪 ) 以 后 ， 中 国 在 
几何 学 方面 的 建树 不 多 。 中 国 几 何 学 以 测量 与 面积 体积 的 量度 
为 中 心 ， 古 希腊 的 传统 则 重视 形 的 性 质 与 各 种 性 质 间 的 相互 关 
系 。 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》， 建 立 了 用 和 定义、 公理 、 和 定理、 
证 明 构 成 的 演绎 体系 ， 成 为 近代 数学 公理 化 的 楷模 ， 影 响 及 于 
整个 数学 的 发 展 。 特 别 是 平行 公理 的 研究 ， 导 致 了 19 世纪 非 
欧 几 何 的 产生 。 欧 洲 自 文艺 复兴 时 期 起 出 现 了 射影 几何 。18 
世纪 ，G. 蒙 日 应 用 分 析 方 法 于 形 的 研究 ， 开 微分 几何 的 先 
jo C. F. 高 斯 的 曲面 论 与 B. 黎 曼 的 流 形 理 论 开 创 了 脱离 
周围 空间 以 形 作 为 独立 对 象 的 研究 方法 。19 TAP. TESA 
以 群 的 观点 对 几何 学 进行 统一 处 理 。 此 外 ， 如 G. 康 托 尔 的 点 
集 理论 扩大 了 形 的 范围 ，H. 庞 加 莱 ， 又 创立 了 拓扑 学 ， 使 形 
的 连续 性 成 为 几何 研究 的 对 象 。 这 些 都 使 几何 学 面目 一 新 。 
在 现实 世界 中 ， 数 与 形 ， 如 影 之 随 形 、 难 以 分 割 。 中 国 的 
古代 数学 反映 了 这 一 客观 实际 ， 数 与 形 从 来 就 是 相辅相成 ， 并 
行 发 展 的 。 例 如 勾 股 测量 提出 了 开平 方 的 要 求 ， 而 开平 、 立 方 
的 方法 又 葛 基 于 几何 图 形 的 考虑 。 二 次 、 三 次 方程 的 产生 ， 也 
大 都 来 自 几何 与 实际 问题 。 至 宋 元 时 代 由 于 天 元 与 相当 于 多 项 
式 概 念 的 引入 ， 出 现 了 几何 代数 化 。 在 天 文 与 地 理 中 的 星 表 与 
地 图 的 绘制 ， 已 用 数 来 表示 地 点 ， 不 过 并 未 发 展 到 坐标 几何 的 
地 步 。 在 欧洲 ，14 世纪 N. 奥 尔 斯 姆 的 著作 中 已 有 关于 经 纬 
度 与 函数 图 形 表 示 的 萌芽 ， 而 17 世纪 R. 第 卡 儿 提 出 了 系统 
的 把 几何 事物 用 代数 表示 的 方法 及 其 应 用 ， 在 其 启迪 之 下 ， 经 
G. W. 莱 布 尼 欧 、I. 牛顿 等 的 工作 ， 发 展 成 了 现代 形式 的 坐 
标 制 解析 几何 ， 使 数 与 形 的 统一 更 至 完美 ， 不 仅 改 变 了 几何 证 
题 过 去 遵循 欧 氏 几何 的 老 方法 ， 还 引起 了 导数 的 产生 ， 成 为 微 
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积分 产生 的 根源 。 这 是 数学 史上 的 一 件 大 事 。 在 这 一 世纪 中 ， 
由 于 科学 与 技术 上 的 要 求 促使 数学 家 们 研究 运动 与 变化 ， 包 括 
量 的 变化 与 形 的 变换 〈 如 投影 )， 还 产生 了 函数 概念 和 无 穷 小 
分 析 即 现在 的 微 积 分 ， 使 数学 从 此 进入 了 一 个 研究 变量 的 新 时 
代 。18 世纪 以 来 ， 以 解析 几何 与 微 积分 这 两 个 有 力 工具 的 创 
立 为 契机 ， 数 学 以 空前 的 规模 迅猛 发 展 ， 出 现 了 无 数 分 支 。 由 
于 自然 界 的 客观 规律 大 多 以 微分 方程 的 形式 表现 ， 因 而 微分 方 
程 的 研究 ， 一 开始 就 受到 重视 。 微 分 几何 基本 上 与 微 积分 同时 
诞生 ， 高 斯 与 黎 曼 的 工作 又 产生 了 内 在 的 现代 微分 几何 。19、 
20 世纪 之 交 ， 庞 加 莱 创 立 了 拓扑 学 ， 开 辟 了 对 连续 现象 进行 
定性 与 整体 研究 的 途径 。 对 客观 世界 中 随机 现象 的 分 析 ， 产 生 
了 概率 论 。 第 二 次 世界 大 战 军事 上 的 需要 以 及 大 工业 与 管理 的 
复杂 化 产生 了 运筹 学 、 系 统 论 、 信 息 论 、 控 制 理 论 与 数理 统计 
学 等 学 科 。 实 际 问题 要 求 具 体 的 数值 解答 ， 产 生 了 计算 数学 。 
选择 最 优 途 径 的 要 求 又 产生 了 各 种 优化 的 理论 、 方 法 。 力 学 、 
物理 学 同 数学 的 发 展 始终 是 互相 影响 互相 促进 的 ， 特 别 是 相对 
论 与 量子 力学 推动 了 微分 几何 与 省 函 分 析 的 成 长 。 此 外 ， 在 
19 世纪 还 只 用 到 一 次 方程 的 化 学 和 几乎 与 数学 无 缘 的 生物 学 ， 
都 已 要 用 到 最 前 沿 的 一 些 高 深 数 学 。19 世纪 后 期 ， 出 现 了 集 
合 论 ， 还 进入 了 一 个 批判 性 的 时 代 ， 由 此 推动 了 数理 逻辑 的 形 
成 与 发 展 。 也 产生 了 把 数学 看 作 一 个 整体 的 各 种 思潮 和 数学 基 
础 学 派 。 特 别 是 1900 Æ D. 希 尔 伯 特 关于 当代 数学 重要 问题 
的 演讲 ， 以 及 30 年 代 开 拓 以 结构 造 概 念 统 观 数学 的 法 国 布尔 
巴 基 学 派 的 兴起 ， 对 20 世纪 数学 发 展 的 影响 至 深 且 巨 。 科 学 
的 数学 化 一 语 也 往往 为 人 们 所 乐 道 。 数 学 的 外 围 向 自然 科学 、 
工程 技术 甚至 社会 科学 不 断 渗透 扩大 并 从 中 吸取 营养 ， 出 现 了 
一 些 边 缘 数 学 。 数 学 本 身 的 内 部 需要 也 擎 生 了 不 少 新 的 理论 与 
分 支 。 同 时 其 核心 部 分 也 在 不 断 巩 固 提 高 并 有 时 作 适 当 调整 以 
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适应 外 部 需要 。 总 之 ， 数 学 这 棵 大 树苗 壮 成 长 ， 既 枝叶 繁茂 又 
根深 落 固 。 本 卷 对 于 数学 各 分 支 与 各 种 流派 有 较 全 面 的 介绍 。 

在 数学 的 蓬勃 发 展 过 程 中 ， 数 与 形 的 概念 不 断 扩大 ， 日 趋 
抽象 化 ， 以 至 于 不 再 有 任何 原始 计数 与 简单 图 形 的 踪影 。 虽 然 
如 此 ， 在 新 的 数学 分 支 中 仍 有 着 一 些 对象 和 运算 关系 借助 于 几 
何 术语 来 表示 ， 如 把 函数 看 成 是 某 种 空间 的 一 个 点 之 类 。 这 种 
做 法 之 所 以 行 之 有 效 ， 归 根 结 底 还 是 因为 数学 家 们 已 经 娴熟 了 
那 种 简易 的 数学 运算 与 图 形 关系 ， 而 后 者 又 有 着 长 期 深厚 的 现 
实 基础 。 而 且 ， 即 使 是 最 原始 的 数字 如 1、2、3、4， 以 及 几 
何 形象 如 点 与 直线 ， 也 已 经 是 经 过 人 们 高 度 抽象 化 了 的 概念 。 
因此 ， 如 果 把 数 与 形 作为 广义 的 抽象 概念 来 理解 ， 则 前 面 说 到 
的 把 数学 作为 研究 数 与 形 的 科学 这 一 定义 ， 对 于 现 阶段 的 近代 
数学 ， 也 是 适用 的 。 

由 于 数学 研究 对 象 的 数量 关系 与 空间 形式 都 来 自 现实 世 
界 ， 因 而 数学 尽管 在 形式 上 具有 高 度 的 抽象 性 ， 而 实质 上 总 是 
扎根 于 现实 世界 。 生 活 实践 与 技术 需要 始终 是 数学 的 真正 源 
泉 。 反 过 来 ， 数 学 对 改造 世界 的 实践 又 起 着 重要 的 、 关 键 的 作 
用 。 理 论 上 的 丰富 提高 与 应 用 的 广泛 深入 在 数学 史上 始终 相伴 
相生 ， 相 互 促进 。 但 由 于 各 民族 各 地 区 的 客观 条 件 不 同 ， 数 学 
的 具体 发 展 过 程 是 有 差异 的 。 大 体 说 来 ， 古 代 中 华 民族 以 竹 为 
筹 ， 以 筹 运算 ， 自 然 地 导致 十 进位 值 制 的 产生 。 计 算 方法 的 优 
越 有 助 于 对 实际 问题 的 具体 解决 。 由 此 发 展 起 来 的 数学 形成 了 
一 个 以 构造 性 、 计 算 性 、 程 序 化 与 机 械 化 为 其 特色 ， 以 从 问题 
出 发 从 而 解决 问题 为 主要 目标 的 独特 体系 。 而 在 古 希腊 则 着 重 
思维 ， 追 求 对 宇宙 的 了 解 。 由 此 发 展 成 以 抽象 了 的 数学 概念 与 
性 质 及 其 相互 间 的 逻辑 依存 关系 为 研究 对 象 的 公理 化 演绎 体 
F 

中 国 的 数学 体系 在 宋 元 时 期 达到 高 峰 以 后 ， 陷 于 停顿 且 几 
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至 消失 。 而 在 欧洲 ， 经 过 文艺 复兴 、 宗 教 革命 、 资 产 阶级 革命 
等 一 系列 的 变革 ， 导 致 了 工业 革命 与 技术 革命 。 机 器 的 使 用 ， 
不 论 中 外 都 由 来 以 久 。 但 在 中 国 ， 则 由 于 明 初 被 帝王 斥 为 奇 技 
淫 巧 而 受阻 抑 。 在 欧洲 ， 则 由 于 工商 业 的 发 展 与 航海 的 刺激 而 
得 到 发 展 。 机 器 使 人 们 从 繁重 的 体力 劳动 中 解放 出 来 ， 又 引导 
到 理论 力学 和 一 般 的 运动 和 变化 的 科学 研究 。 当 时 的 数学 家 们 
积极 参与 了 这 些 变革 以 及 相应 数学 问题 的 解决 ， 产 生 了 积极 的 
效果 。 解 析 几 何 与 微 积分 的 诞生 ， 成 为 数学 发 展 的 一 个 转折 
点 。17 世纪 以 来 数学 的 飞跃 ， 大 体 上 可 以 看 成 是 这 些 成 果 的 
延续 与 发 展 。 

20 世纪 出 现 各 种 半 新 的 技术 ， 产 生 了 新 的 技术 革命 。 特 
别 是 计算 机 的 出 现 ， 使 数学 又 面临 一 个 新 时 代 。 这 一 时 代 的 特 
点 之 一 将 是 部 分 脑力 劳动 的 逐步 机 械 化 。 与 17 世纪 以 来 数学 
之 以 围绕 连续 ， 极 限 等 概念 为 主导 思想 与 方法 不 同 ， 由 于 计算 
机 研制 与 应 用 的 需要 ， 离 散 数学 与 组 合 数学 开始 受到 重视 。 计 
算 机 对 数学 的 作用 已 不 限于 数值 计算 ， 符 号 运算 的 重要 性 日 趋 
明显 〈 包 括 机 器 证 明 等 数学 研究 )。 计 算 机 还 广泛 应 用 于 科学 
实验 。 为 了 与 计算 机 更 好 配合 ， 数 学 对 于 构造 性 、 计 算 性 、 程 
序 化 与 机 械 化 的 要 求 也 显得 颇 为 突出 。 代 数 几何 是 一 门 高 度 抽 
象 化 的 数学 ， 最 近 出 现 的 计算 性 代数 几何 与 构造 性 代数 几何 的 
提 法 ， 即 其 端倪 之 一 。 总 之 ， 数 学 正 随 着 新 的 技术 革命 而 不 断 
发 展 。 | 


数学 ， 这 门 基础 学 科 ， 已 经 越 来 越 渗透 到 各 个 领域 ， 成 为 
各 种 科学 技术 、 生 产 建 设 、 以 至 日 常生 活 所 不 可 缺少 的 有 力 武 
器 。 在 现代 的 科学 技术 中 ， 如 果 不 借助 数学 ， 不 与 数学 发 生 关 
系 ， 就 不 可 能 达到 应 有 的 精确 度 与 可 靠 性 。 就 科学 来 说 ， 数 学 
又 是 通 向 一 切 科学 大 门 的 钥匙 ， 不 仅 所 谓 精确 科学 ， 如 物理 
学 、 化 学 等 已 越 来 越 需要 较 深 较 多 的 数学 ， 甚 至 过 去 认为 以 描 
述 为 主 ， 与 数学 关系 不 大 的 生物 学 、 经 济 学 等 ， 也 处 于 日 益 
“数学 化 ”的 过 程 之 中 。 这 正 象 马克 思 早 就 指出 过 的 那样 , “一 
种 科学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 真正 完善 的 地 
步 ”。 

数学 研究 的 对 象 是 现实 世界 中 的 数量 关系 与 空间 形式 。 数 
与 形 ， 这 两 个 基本 概念 是 整个 数学 的 两 大 柱石 。 整 个 数学 就 是 
围绕 着 这 两 个 概念 的 提炼 、 演 变 与 发 展 而 发 展 着 的 。 数 学 在 各 
个 领域 中 千变万化 的 应 用 也 是 通过 这 两 个 概念 而 进行 的 。 社 会 
的 不 断 发 展 ， 生 产 的 不 断 提 高 ， 为 数学 提供 了 无 穷 源 泉 与 新 颖 
课题 ， 促 使 数 与 形 的 概念 不 断 深化 ， 由 此 推动 了 数学 的 不 断 前 
进 ， 在 数学 中 形成 了 形形色色 、 多 种 多 样 的 分 支 学 科 。 这 不 仅 
使 数学 这 一 学 科 日 益 壮 大 ， 蔚 为 大 成 ， 而 且 使 数学 的 应 用 也 越 
来 越 广泛 与 深入 了 。 

我 们 将 以 数 与 形 这 两 个 概念 为 中 心 对 数学 的 概貌 先 作 一 简 


* 本 文摘 自 《现代 科学 技术 简介 》， 科 学 出 版 社 ，1978 年 。 


单 描述 。 
一 、 数 学 是 研究 数 与 形 的 科学 


大 体 说 来 ， 数 学 中 研究 数量 关系 或 数 的 部 分 属于 代数 学 的 
范畴 。 研 究 空间 形式 或 形 的 部 分 ， 属 于 几何 学 的 范畴 。 此 外 ， 
数 与 形 是 有 机 联系 而 不 是 相互 割裂 的 。 远 古 时 代 ， 关 于 长 度 、 
面积 、 体 积 的 量度 ， 我 国 宋 元 时 代 出 现 的 几何 代数 化 ， 以 及 
17 世纪 的 解析 几何 ， 把 形 与 数 这 两 个 概念 沟通 了 起 来 (因而 
也 把 几何 与 代数 这 两 者 沟通 了 起 来 )。 近 代 哺 数 概 念 与 微 积分 
方法 的 出 现 ， 在 数学 中 形成 了 系统 研究 形 、 数 关系 的 分 析 学 ， 
成 为 近代 数学 中 发 展 最 迅速 的 部 分 。 几 何 、 代 数 、 分 析 三 大 类 
数学 ， 构 成 了 整个 数学 的 本 体 与 核心 。 在 这 一 核心 周围 ， 由 于 
数学 通过 数 与 形 这 两 个 概念 与 其 它 领 域 的 互相 渗透 而 出 现 了 许 
多 边缘 学 科 与 交叉 学 科 。 这 是 整个 数学 王国 的 一 个 总 的 轮廓 。 


先 从 数 说 起 


最 简单 最 基本 的 也 是 从 远古 时 起 人 类 就 不 得 不 与 之 打交道 
的 数 ， 疙 是 正 整数 或 自然 数 : 
1, 2, 3,4, 5, © 
在 正 整 数 之 间 有 两 种 最 简单 的 运算 : mMMR, MRE 
闻 的 联系 与 规律 的 学 癌 叫 做 数论 。 从 乘法 产生 了 素数 ” 的 概 
念 ， 例 如 6 (=2x3) 是 非 素数 ， 而 7 由 于 不 能 分 解 成 两 个 比 
7 更 小 的 正 整 数 的 乘积 而 是 素数 (1 不 算 素 数 )。 正 整数 的 一 个 
基本 性 质 是 ， 它 总 可 以 表示 成 若干 个 素数 的 乘积 ， 例 如 12 = 


* 对 于 大 于 1 的 整数 来 说 ， 若 除 它 本 身 与 1 之 外 再 没有 其 它 因 子 ， 则 称 此 数 为 
素数 。 
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22Xx3，18=2x32，45=32Xx5 等 ， 而 且 这 种 表示 方法 只 有 一 
种 。 素 数 

2，3，S，7，11，13，17，19，23，… 
在 整个 正 整 数 序列 中 的 分 布 是 极 不 规则 的 ， 这 个 素数 分 布 规律 
的 探求 产生 了 许多 迄今 没有 解决 的 著名 难题 ， 哥 德 巴 赫 
(Goldbach) 问题 ” 就 是 其 中 之 一 。 这 些 难 题 反 映 了 加 法 与 乘 
法 之 间 的 了 矛盾， 用 初等 方法 对 这 些 癌 题 是 无 能 为 力 的 。 微 积分 
发 明 以 后 ， 数 学 家 们 开始 用 所 谓 解析 方法 来 研究 数论 ， 开 创 了 
解析 数论 这 一 学 科 。 我 国 在 哥 德 巴 赫 问 题 上 的 第 一 流 成 果 ， 就 
是 用 了 解析 方法 而 获得 的 。 

19 世纪 中 ， 数 学 家 把 整数 概念 大 大 扩大 了 了。 例如， 我 们 

可 以 考虑 所 有 形 如 a + 6bV2 的 数 ， 其 中 a Alb 则 是 通常 的 整数 
( 正 、 负 或 零 )， 称 这 些 为 V2 域 中 的 “整数 "。 它 们 也 可 以 相 
加 、 相 乘 ， 因 之 也 可 以 定义 “素数 "”。 可 以 证 明 任 一 V2 域 中 的 
“整数 ”基本 上 只 有 一 种 方法 把 它 表 示 成 若干 个 “素数 ”的 乘 
积 。 但 如 果 考 虑 所 有 ww=-5 域 中 的 “整数 "， 即 形 如 a + 
bV 一 5 的 数 ，a Mb 仍 是 通常 的 整数 ， 情 形 就 大 不 相同 了 。 
例如 ，21 与 9 就 都 有 两 种 完全 不 同 的 方法 表示 成 “素数 ”的 
乘积 : 

21=3°7 =(1+2/-5) (1-2V—-5), 

9=37 =(2+V -5) (2-V -5)。 
数学 家 为 了 要 克服 这 一 困难 ， 创 立 了 理想 数 或 简称 “理想 ”的 
理论 ，V2 域 与 W — $ 域 也 推广 到 了 一 般 的 代数 数 域 ， 这 种 域 上 


* 可 德 巴赫 提出 一 个 论断 : “任何 一 个 大 于 4 的 偶数 均 可 表示 为 两 个 素数 
之 和 "”, 即 “1+1”。 我国 数学 家 陈景润 同志 已 证 明了 : “大 偶数 均 可 表示 为 一 个 
素数 加 不 超过 两 个 素数 的 乘积 "， 即 “1+2”， 把 这 个 论断 的 证 明了 向 前 大 大 推进 了 
一 步 。 
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整数 的 理论 已 发 展 成 为 一 个 当前 很 活跃 的 数学 分 支 ， 叫 代数 数 
ve, “理想 ”也 已 成 为 现代 抽象 代数 学 中 最 基本 的 概念 之 一 。 

数 的 概念 是 不 断 发 展 的 ， 从 整数 出 发 ， 人 们 逐步 引进 了 分 
数 、 小 数 、 正 负数 、 无 理 数 等 概念 而 形成 了 实数 系统 。 由 于 解 
代数 方程 的 需要 ， 又 引入 了 虚数 、 复 数 而 构成 了 复数 系统 。 这 
些 实数 (或 复数 ) 之 闻 可 以 加 、 减 、 乘 、 除 ， 且 这 些 运算 遵守 
通常 所 谓 交 换 、 结 合 、 分 配 等 等 规律 。 数 学 家 们 把 具有 这 些 运 
算 并 满足 这 种 规律 的 实数 或 复数 全 体 ， 称 为 实数 域 或 复数 域 。 

随 者 数学 的 发 展 ， 人 们 又 引进 了 与 通常 的 数 很 不 相同 的 
量 ， 但 却 具 有 与 数 相 类 似 的 运算 。 例 如 ， 在 力学 中 力 可 表示 成 
一 个 向 量 ， 两 个 力 Fin Fo 的 合力 是 Fas 时， 可 以 记 作 Fi + F 
= 下 3， 而 这 种 加 法 也 遵守 交换 律 与 结合 律 。 又 如 绕 固 定点 O 
各 作 旋 转 gl、gqgz， 如 果 先 作 旋 转 q, MF q 所 得 是 一 绕 O 
的 旋转 gs， 而 先 作 q2, KE a 所 得 是 绕 点 O 的 旋转 gq4， 就 
记 作 dg142 43 与 9291 = q4o。 一 般 说 来 ， q3 与 qa, FEAT 
旋转 。19 世纪 时 英国 的 数学 力学 家 汉密尔顿 把 绕 点 O 的 旋转 
视 作 所 谓 “ 四 元 数 "。 在 四 元 数 间 也 可 以 相 加 、 相 乘 ， 但 其 乘 
法 不 遵守 交换 律 ， 即 giqoAg2qQ10 

正 象 旋转 之 被 视 为 四 元 “ 数 ” 那 样 ， 许 多 在 数学 中 陆续 出 
现 带 有 某 种 运算 的 事物 ， 如 向 量 、 张 量 、 和 矩阵 以 至 更 抽象 的 元 
素 ， 都 不 妨 视 之 为 某 种 广义 的 “ 数 ”"。 这 些 “ 数 ”都 以 可 以 
“运算 ”为 其 特征 。 同 时 ， 数 学 家 也 把 研究 重点 逐渐 从 “ 数 ” 
的 本 身 性 质 转 移 到 “ 数 ” 与 “ 数 ” 则 的 运算 上 面 。 带 有 某 种 运 
算 的 “ 数 ” 的 集体 统称 为 代数 系统 。 依 据 运 算 规 律 的 不 同 而 有 
各 种 不 同 的 代数 系统 ， 并 具有 种 种 各 别 的 名 称 ， 例 如 群 、 环 、 
域 以 及 环 上 的 模 ， 与 域 上 的 代数 ， 等 等 。 

由 于 群 、 环 、 代 数 等 代数 系统 在 数学 中 的 广泛 出 现 ， 又 由 
于 各 种 理论 与 应 用 中 出 现 的 问题 ， 最 后 往往 归结 为 某 种 代数 系 
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统 的 研究 ， 代 数 系统 的 一 般 理 论 发 展 成 了 分 支 繁多 (如 群 论 、 
环 论 等 ) 的 代数 类 数学 ， 或 所 谓 近 代 抽 和 象 代 数学 ， 它 已 成 为 整 
个 数学 最 基本 的 工具 之 一 。 
再 谈 谈 形 

空间 或 几何 形态 是 物质 存在 的 躯体 与 外 壳 ， 人 类 首先 注意 
到 的 物体 的 几何 形态 是 大 、 小 、 方 、 圆 ， 诸 如 长 度 、 面 积 、 体 
积 、 相 似 性 等 等 ， 它 们 由 于 生产 上 的 直接 需要 而 首先 从 丰富 的 
实践 经 验 总 结 上 升 成 为 理论 。 在 古代 ， 我 国 与 希腊 形成 了 都 以 
度量 性 为 主 但 各 有 内 容 特色 的 不 同 几 何 体系 。 文 艺 复兴 时 期 ， 
绘画 与 建筑 的 实践 经 验 ， 以 及 拿破仑 时 代 军 事 上 工程 作 图 的 需 
要 ， 图 形 平 直 透视 一 类 性 质 的 研究 ， 促 成 了 另 一 种 新 的 所 谓 投 
影 几 何 学 的 出 现 。 它 的 研究 几乎 贯 串 了 整个 19 世纪 。 到 了 上 
一 世纪 晚期 ， 另 一 类 几何 性 质 一 一 空间 的 连续 性 与 连通 性 一 一 
开始 受到 了 重视 ， 由 于 这 些 性 质 虽 基本 而 隐 星 ， 因 而 不 易 被 发 
现 与 处 理 ， 只 是 由 于 科学 的 不 断 发 展 ， 许 多 数学 问题 都 导致 空 
间 这 类 性 质 的 研究 ， 才 在 较 近 时 期 ， 即 19、20 世纪 之 交 ， 形 
成 了 一 门 记 新 的 几何 学 分 支 一 一 连续 几何 学 或 拓扑 学 。 它 的 莲 
勃发 展 乃 是 本 世纪 数学 的 一 个 特色 。 

几何 研究 的 对 象 与 方法 也 有 很 大 的 变化 。 例 如 ， 以 光滑 曲 
面 为 对 象 ， 通 过 引入 绝 线 长 度 概念 而 建立 了 微分 几何 学 。 以 后 
又 推广 到 高 维 的 光滑 流 形 ， 并 由 于 拓扑 学 的 发 展 而 开展 了 流 形 
全 局 性 或 整体 性 的 几何 拓扑 研究 ， 引 进 了 各 种 示 性 类 与 示 性 
数 。 这 些 类 与 数 已 在 最 近 被 应 用 于 磁 单 极 与 “基本 ”粒子 等 物 
理学 的 基本 理论 研究 。 又 如 ， 由 于 求解 一 般 的 多 项 式 方程 组 ， 
开展 了 由 这 种 方程 组 的 解答 所 构成 的 空间 ， 即 所 谓 代数 簇 的 研 
究 ， 形 成 了 所 谓 代 数 几 何 学 这 一 分 支 。 解 析 几 何 的 出 发 点 是 ， 
引进 了 坐标 来 表示 点 的 位 置 。 同 样 ， 对 任 一 代数 簇 也 可 以 引进 
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坐标 ， 这 为 代数 几何 的 研究 提供 了 一 个 有 力 的 工具 。 除 了 研究 
光滑 流 形 与 代数 簇 这 种 特殊 类 型 的 空间 (由 于 它们 的 特性 得 以 
应 用 发 展 较 成 就 的 分 析 ， 即 微 积分 方法 与 代数 方法 ) 的 几何 学 
以 外 ， 数 学 家 又 考 虑 了 最 一 般 的 点 的 集体 所 构成 的 空间 ， 人 研究 
它们 的 连续 性 质 与 度量 性 质 ， 形 成 了 所 谓 点 集 拓 扑 学 与 测度 论 
这 些 分 支 学 科 。 


数 与 形 的 联系 


17 世纪 是 数学 发 展 历 史上 一 个 划时代 的 新 阶段 的 开始 。 
这 一 时 期 ， 创 立 了 解析 几何 ， 又 出 现 了 变量 与 函数 的 概念 ， 把 
数学 中 的 两 大 基本 概念 形 与 数 紧密 地 联系 在 一 起 。 所 谓 函 数 ， 
即 是 定义 在 某 些 空 间 上 的 数量 的 分 布 。 例 如 ， 在 大 气 层 中 的 压 
力 、 温 度 等 等 物理 量 的 分 布 ， 即 是 定义 在 大 气 层 空间 上 的 压力 
其 数 、 温 度 函 数 等 等 。17 世纪 通过 用 微分 表达 变化 ， 与 用 积 
分 表达 积累 ， 又 创立 了 研究 函数 的 变化 与 积累 的 微 积分 方法 ， 
使 数学 得 到 了 一 个 认识 自然 的 有 力 武器 ， 面 目 为 之 一 新 。 自 然 
界 的 规律 往往 表现 为 某 些 物理 量 之 间 的 变化 与 积累 的 相互 制约 
关系 ， 在 数学 形式 上 ， 则 表现 为 定义 在 某 些 空间 上 的 函数 间 的 
微分 积分 方程 。 举 例 来 说 ， 所 谓 气 象 预报 ， 无 非 是 根据 过 去 一 
段 时 期 ， 对 各 地 压力 、 温 度 、 降 雨量 等 等 的 实测 数据 ， 以 及 表 
达 气 象 变 化 规律 的 这 些 函 数 间 的 微分 方程 ， 用 数学 方法 推算 出 
今后 一 段 时 期 内 的 这 些 函 数 数值 ， 以 预报 气象 特征 而 已 。 这 种 
帮助 认识 自然 ， 进 而 改造 自然 的 普遍 而 有 力 的 数学 方法 ， 使 相 
应 的 一 些 数学 分 支 ， 如 函数 论 、 微 分 方程 、 数 学 分 析 等 成 为 三 
百 多 年 来 数学 发 展 的 主流 ， 构 成 了 庞大 的 分 析 一 类 数学 ， 并 由 
于 要 解决 有 关 问 题 ， 而 促使 一 些 新 的 数学 分 支 ， 如 微分 几何 
学、 拓扑 学 、 泛 函 分 析 、 计 算数 学 等 的 出 现 与 迅速 成 长 。 

形 与 数 这 两 者 并 不 是 互相 割裂 的 ， 早 在 产生 数学 的 萌芽 时 
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期 ， 就 通过 长 度 、 面 积 与 体积 的 量度 而 把 形 与 数 联系 了 起 来 。 
我 国 宋 元 时 期 更 系统 地 引进 了 几何 代数 化 的 方法 ， 把 一 些 几何 
特征 用 代数 式 来 表达 ， 几 何 关系 则 表达 为 代数 式 间 的 代数 关 
系 ， 成 为 解析 几何 的 先驱 ， 使 空间 形式 的 研究 归结 为 较 成 熟 也 
容易 驾驭 得 多 的 数量 关系 的 研究 。 在 近代 的 数学 中 ， 这 个 方法 
原则 也 一 直 在 使 用 着 。 例 如 ， 在 拓扑 学 中 ， 通 过 引进 一 些 数 
(如 贝蒂 数 ) 或 代数 系统 〈 如 同调 群 ， 同 伦 群 等 ) 来 表达 拓扑 
空间 的 连续 性 与 连通 性 ， 然 后 用 代数 方法 对 这 些 数 与 代数 系统 
进行 分 析 而 获得 拓扑 空间 几何 性 质 方面 的 信息 。 依 据 这 种 思 
想 ， 在 19 世纪 末 开 始 建立 起 来 的 代数 拓扑 学 ， 成 为 拓扑 学 中 
最 有 活力 的 分 支 ， 在 本 世纪 中 有 着 极 大 的 发 展 ， 对 整个 数学 也 
有 不 小 的 影响 。 

不 仅 几 何 学 由 于 代数 化 而 获得 了 有 力 的 武器 ， 而 且 代数 学 
(以 及 分 析 学 ) 也 往往 由 于 借用 了 几何 术语 ， 运 用 几何 类 比 而 
得 到 了 新 的 生命 力 ， 促 进 了 它们 的 发 展 。 例 如 ， 早 在 18 世纪 
中 ， 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 就 把 时 间 因素 作为 与 三 个 空间 坐标 并 
列 的 第 四 个 坐标 而 引入 了 四 维 空间 ， 推 动 了 力学 的 研究 。 同 
样 ， 力 学 家 与 物理 学 家 往往 把 各 种 物理 参数 作为 不 同 坐标 而 引 
进 了 高 维 的 相 空间 等 概念 ， 使 几何 方法 得 以 在 物理 学 中 发 挥 作 
用 。 现 代 的 相对 论 ， 即 在 这 种 方法 下 与 四 维 时 空 流 形 的 几何 学 
研究 不 可 分 离 。 现 代数 学 中 还 有 一 个 常用 的 方法 ， 即 把 一 个 个 
函数 看 作 一 个 个 “点 ”， 而 把 某 类 函数 的 全 体 看 作 一 个 “ 空 
间 ”， 函 数 间 的 相 异 程度 看 作 “ 点 ”之 间 的 “距离 "， 由 此 得 到 
了 各 种 无 穷 维 的 函数 空间 。 一 个 微分 积分 方程 组 的 求解 ， 往 往 
归结 为 求 相应 函数 空间 中 一 个 几何 变换 的 不 动 点 问题 。 这 样 ， 
不 仅 分 析 的 问题 具有 了 几何 “直观 ”的 意义 ， 而 且 可 以 运用 近 
代 几 何 拓扑 ， 以 至 抽象 代数 学 的 有 力 方法 。 由 此 在 分 析 类 数学 
中 产生 了 泛 函 分 析 这 一 活跃 的 分 支 ， 在 现代 自然 科学 甚至 工程 
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技术 的 应 用 中 起 着 极其 重要 的 作用 。 
数学 发 展 中 的 边缘 学 科 


几何 、 代 数 与 分 析 等 类 的 学 科 构 成 了 数学 的 本 体 与 核心 。 
随 着 数学 本 身 的 发 展 ， 以 及 科学 技术 与 生产 实践 对 数学 的 新 的 
要 求 ， 在 这 一 核心 的 周围 又 形成 了 许多 外 围 学 科 与 边缘 学 科 。 
例如 ， 客 观 世 界 中 大 量 存 在 的 随机 现象 的 研究 目 18 世纪 以 至 
近代 逐渐 形成 了 概率 论 、 随 机 过 程 论 与 数理 统计 等 随机 类 学 
科 。 近 几 十 年 来 ， 由 于 现代 生产 与 国防 建设 的 需要 ， 对 资源 、 


设备 和 条 件 的 合理 使 用 与 统筹 规划 ， 形 成 了 优选 学 、 规 划 论 、 


对 策 论 、 排 队 论 等 运筹 类 学 科 。 现 代 大 工业 要 求 对 工程 系统 的 
操作 能 更 可 靠 与 更 经 济 ， 并 能 自动 控制 ， 特 别 是 由 于 航天 技术 
等 ， 对 控制 系统 高 精度 的 要 求 ， 出 现 了 一 门 介 于 数学 和 工程 之 
闻 的 边缘 学 科 控 制 论 。 工 程 乃至 生物 中 各 种 复杂 的 信息 传递 的 
研究 ， 推 动 了 边缘 学 科 信 息 论 的 诞生 和 发 展 。 大 量 应 用 数学 问 
题 的 解决 ， 最 终 需 要 取得 有 一 定 精确 度 的 数据 而 出 现 了 各 种 具 
体 的 计算 理论 与 计算 方法 ， 由 此 促进 了 计算 数学 的 发 展 并 产生 
了 一 门 数学 一 一 计算 机 科学 的 边缘 学 科 。 数 学 与 各 种 科学 的 相 
互 渗透 又 出 现 了 物理 数学 、 生 物 数 学 与 经 济 数 学 等 交叉 学 科 。 
此 外 ， 数 学 各 基础 学 科 间 的 相互 渗透 也 在 数学 核心 内 部 产生 了 
各 种 综合 性 学 科 。 例 如 ， 流 形 上 几何 、 拓 扑 与 微分 方程 的 综合 
研究 ， 形 成 了 一 门 新 的 分 支 “ 大 范围 分 析 ”， 随 机 函数 的 微分 
方程 论 研究 ， 又 产生 了 概率 论 与 分 析 学 的 综合 性 学 科 “ 随 机 微 
分 方程 论 。” 象 这 一 类 的 综合 性 学 科 正 在 不 断 涌现 。 

另 一 面 ，17 世纪 以 来 由 于 解析 几何 与 微 积 分 这 种 强 有 力 
的 新 工具 的 出 现 ， 数 学 家 们 忙于 应 用 这 些 工 具 解 决 科学 与 技术 
中 的 一 大 堆 问 题 ， 并 为 新 方法 的 成 功 所 陶醉 ， 对 于 所 依据 的 理 
WASH, AMETILE, KARM, BHT 19 世纪 ， 数 学 
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家 们 已 越 来 越 感 到 谬误 与 正确 杂 陈 的 局 面 之 无 法 容忍 ， 许 多 概 
念 必 须 淤 清 ， 数 学 也 必须 置 于 严密 基础 之 上 。 在 这 种 形势 下 ， 
从 19 世纪 中 叶 以 来 ， 主 要 在 一 些 德国 数学 家 的 倡导 之 下 ， 对 
数学 进行 了 一 场 批判 性 的 检查 运动 。 这 场 运动 不 仅 使 数学 葛 定 
了 严实 的 基础 ， 并 产生 了 公理 化 方法 ， 以 及 一 些 集 合 论 、 实 变 
国 数 论 、 点 集 拓 扑 学 、 抽 象 代数 学 等 新 颖 学 科 。 特 别 是 ， 数 学 
推理 本 身 的 分 析 与 形式 化 产生 了 一 门 影响 巨大 的 学 科 “ 数 理 逻 
辑 ”。 

此 外 ， 数 学 史料 的 征集 与 整理 也 被 重视 起 来 ， 出 现 了 一 些 
篇 幅 巨 大 的 数学 中 著作 。 近 年 来 ， 数 学 史 已 进入 了 对 数学 思想 
与 方法 的 历史 演变 和 分 析 批 判 的 研究 阶段 。 对 中 国 古 代 的 数学 
WAST A, RAB, the SET Be, MELE 
了 正确 理解 与 分 析 的 时 期 。 我 国 的 数学 工作 者 们 ， 应 该 责 无 旁 
贷 ， 把 对 我 国 数 学 史 的 研究 重任 担当 起 来 。 

这 样 ， 以 几何 、 人 代数、 分 析 等 类 学 科 为 核心 ， 以 及 围绕 此 

核心 周围 的 形形色色 的 许多 学 科 错 综 复 杂 地 交织 在 一 起 成 为 数 
学 王国 的 一 幅 宏 大 而 绚丽 的 蓝图 。 


数学 学 科 的 盛衰 兴 幸 


当然 ， 学 科 并 不 是 一 成 不 变 的 。 随 着 时 间 的 推移 ， 新 的 学 
科 不 断 产 生 ， 旧 的 学 科 却 有 时 不 免 销 声 匿 迹 默默 无 闻 。 绵 百 于 
整个 19 世纪 的 投影 几何 学 ， 由 于 基本 上 已 搞 清 楚 而 被 作为 档 
案 搁 置 在 图 书馆 的 书 染 上 。 在 本 世纪 20 年 代 盛 极 一 时 的 射影 
微分 几何 学 ， 则 由 于 后 来 发 现 意 义 不 如 预期 而 受到 了 冷落 。 在 
19 世纪 对 代数 与 几何 都 极 重要 的 不 变 式 论 这 一 学 科 ， 则 其 盛 
衰 兴 替 已 有 几 起 几 落 。 某 些 学 科 ， 如 代数 几何 学 ， 其 面 角 又 经 
常 在 改变 之 中 ， 诸 家 学 说 纷 经 ， 从 未 获得 定型 。 另 一 面 ， 某 些 
18、19 世纪 ， 其 至 更 悠久 且 已 消逝 的 理论 ， 却 又 重新 被 发 气 
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出 来 ， 在 新 的 观点 、 新 的 方法 之 下 ， 成 为 现代 数学 中 很 活路 的 
研究 课题 。 例 如 ， 一 门 作为 微 积分 最 早 应 用 的 古老 学 科 “ 变 分 
法 "， 本 来 消沉 已 入， 近 一 、 二 十 年 来 ， 却 以 另 一 种 控制 论 的 
新 面目 ， 出 现在 技术 领域 中 显得 十 分 活跃 。 这 两 三 百年 来 的 不 
少 经 典 著作 ， 也 被 重新 翻印 和 钻研 之 中 。 

然而 ， 不 管 数学 各 个 学 科 经 历 着 怎样 的 分 、 合 、 改 、 变 ， 
也 不 管 数 学 内 部 如 何 奔腾 澎 洲 ， 数 学 王国 的 著 土 总 是 在 不 断 扩 
张 之 中 ， 而 且 始 终 是 由 形 与 数 两 大 基本 概念 所 统治 之 下 的 “ 世 
袭 ”领土 。 伟 大 的 革命 导师 恩格斯 对 数学 所 作出 的 “ 纯 数学 的 
对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 ”的 这 一 精辟 刻 划 不 仅 
是 对 数学 过 去 的 总 结 ， 也 是 对 数学 现状 的 忠实 描绘 ， 又 是 对 数 
学 未 来 发 展 的 指导 与 准绳 。 

、 数 学 发 展 的 未 来 

展望 未 来 ， 数 学 科学 丰富 多 彩 的 广阔 天 地 之 日 新 月 异 ， 似 
乎 使 数学 不 得 不 分 成 许多 日 益 庞 杂 的 分 支 ， 各 分 支 间 的 联系 ， 
也 有 日 益 削 弱 的 趋势 。 许 多 专门 家 们 往往 只 能 偶 处 一 陋 之 地 ， 
彼此 很 难 相互 了 解 。 然 而 这 只 是 数学 发 展 过 程 中 的 现象 ， 也 只 
是 事物 的 一 个 方面 ， 随 着 数学 的 不 断 前 进 ， 也 必然 会 不 断 出 现 
更 锐利 的 工具 与 更 简单 的 方法 ， 使 数学 不 断 更 新 ， 删 繁 就 简 ， 
去 粗 存 精 。 在 历史 上 ， 原 来 只 能 用 天 才 式 的 艰难 推理 才能 从 事 
的 初等 几何 学 ， 通 过 我 国 宋 元 时 代 的 几何 代数 化 ， 与 17 世纪 
时 的 解析 几何 ， 已 变 得 平淡 无 奇 。 从 有 史 以 来 直到 17 世纪 包 
括 解析 几何 与 微 积分 为 止 的 全 部 数学 ， 不 论 岁月 如 何 漫长 ， 卷 
幢 如 何 浩 繁 ， 内 容 如 何 丰 富 ， 基 本 上 都 已 (或 应 已 》 压 缩 在 十 
来 年 的 中 小 学 教科 书 中 。 这 种 现象 也 正在 重复 。 

为 了 要 使 庞大 的 数学 知识 变 得 简 而 且 精 ， 数 学 家 们 经 常 依 


据 数学 各 领域 间 潜 在 的 共性 ， 提 出 统一 数学 各 部 分 的 新 观点 新 
18 


方法 来 。 例 如 ， 在 19 世纪 后 期 ， 德 国 厄 兰 格 的 数学 家 克 莱 因 
提出 用 “ 群 ” 的 观点 来 统一 当时 杂乱 的 各 种 几何 学 的 方案 ， 运 
今 称 为 厄 兰 格 计 划 。 本 世纪 20 年 代 ， 美 国 伯 克 霍 夫 又 提出 了 
“ 格 ” 的 概念 ， 以 统一 代数 系统 的 各 种 理论 与 方法 。 上 一 世纪 
与 本 世纪 之 交 ， 出 现 了 公理 化 运动 ， 以 公理 系统 作为 数学 统一 
的 基础 。 本 世纪 30 年 代 ， 法 国 的 一 个 数学 学 派 布尔 巴 基 ， 除 
了 继承 了 公理 化 运动 以 外 ， 又 提出 了 结构 概念 ， 把 数学 的 核心 
部 分 在 这 概念 之 下 统一 成 一 个 整体 ， 而 依 研 究 结构 的 异同 来 划 
分 成 不 同 领域 。 与 此 大 约 同 时 ， 美 国 麦克 莱恩 与 艾 伦 介 烙 又 提 
出 范畴 与 函 子 理论 ， 数 学 的 分 门 别 类 即 以 研究 所 属 范 畴 为 依 
据 ， 以 此 作为 统一 数学 的 基础 。 总 之 ， 各 种 不 同学 派 ， 根 据 他 
们 对 数学 的 不 同 认 识 ， 提 出 了 多 种 多 样 统一 数学 ， 以 建立 数学 
体系 的 不 同方 案 来 ， 其 终极 目的 则 大 体 上 是 相同 的 。 或 许 将 来 
会 出 现 一 种 新 观点 、 新 方法 、 新 理论 ， 把 目前 的 数学 统一 起 
来 。 但 是 ， 这 种 统一 不 是 绝对 的 、 静 止 不 变 的 ， 而 是 暂时 的 、 
相对 的 ， 对 立 的 斗争 则 是 绝对 的 。 随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 和 
深入 ， 以 及 各 学 科 之 闻 的 相互 渗透 ， 将 对 数学 提出 大 量 的 干 差 
万 异 的 新 课题 ， 使 数学 研究 得 更 深入 。 这 些 问 题 的 解决 ， 反 过 
来 又 促使 数学 更 进一步 发 展 。 

对 于 数学 未 来 发 展 具 有 决定 性 影响 的 一 个 不 可 估量 的 方面 
是 计算 机 对 数学 带 来 的 冲击 。 在 不 久 的 将 来 ， 电 子 计 算 机 之 于 
数学 家 ， 势 将 与 显微镜 之 于 生物 学 家 ， 望 远 镜 之 于 天 文学 家 那 
样 不 可 或 缺 。 现 在 的 计算 机 通过 小 型 化 而 成 为 每 个 数学 家 的 
“ 赛 中 之 物 "， 这 一 设想 势 将 成 为 现实 ， 数 学 家 们 对 这 些 前 景 必 
须 有 着 足够 的 思想 准备 。 

除了 一 些 人 所 共 知 的 作用 外 ， 计 算 机 还 提供 了 一 个 有 力 工 
具 使 数学 有 可 能 象 其 它 自 然 科 学 一 样 ， 跻 身 于 科学 实验 的 行 
Pi. 19 世纪 的 数学 家 高 斯 ， 为 了 要 发 现 整 数 性 质 的 规律 性 ， 
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首先 对 各 种 特殊 情况 做 大 量 艰苦 的 计算 工作 以 为 试探 。 高 斯 关 
于 整数 论 的 一 些 著名 定理 ， 用 他 自己 的 话 来 说 ， 就 是 通过 这 种 
“系统 尝试 法 ”而 发 现 的 。 现 在 这 种 手工 业 式 的 系统 尝试 可 以 
用 电子 计算 机 来 代替 了 。 美 国 数学 家 乌拉 ， 为 了 要 探讨 应 用 中 
广泛 出 现 ， 而 现代 数学 又 显得 还 无 能 为 力 的 非 线性 现象 ， 在 电 
子 计 算 机 上 进行 试验 ， 发 现 了 一 些 规律 ， 近 几 年 来 ， 在 应 用 数 
学 上 的 一 个 重大 突破 〈 所 谓 微 分 方程 孤立 子 解 的 获得 )， 就 是 
首先 在 计算 机 的 荧光 屏 上 发 现 的 。 

计算 机 对 数学 的 另 一 个 重大 作用 乃 是 对 数学 研究 作为 脑力 
劳动 在 方式 上 带 来 的 革新 。 数 学 ， 不 论 是 学 习 还 是 创新 ， 最 耗 
时 费力 的 劳动 ， 往 往 消耗 在 定理 的 证 明 上 ， 而 不 是 在 真理 的 发 
明 、 发 现 上 。 事 实 上 ， 一 个 定理 即使 对 其 证 明 在 逻辑 上 经 历 了 
严格 细致 的 逐步 检验 也 无 非 是 说 明知 道 定 理 正 确 无 误 而 已 ， 还 
不 足 说 明 真 正 “ 懂 得 ”了 这 个 定理 。 自 然 ， 证 明 是 完全 必要 
的 ， 证 明 的 严密 性 也 是 完全 必需 的 ， 但 更 重要 的 应 是 定理 之 为 
何 发 明 ， 如 何 发 明 ， 起 何 作 用 等 这 一 类 问题 。 电 子 计 算 机 已 使 
人 们 从 烦琐 复杂 而 又 十 分 单调 的 加 减 乘 除 的 劳动 中 解放 出 来 。 
某 些 数学 定理 的 证 明 ， 完 全 可 以 借助 于 电子 计算 机 来 完成 。 事 
实 上 ， 某 些 或 某 类 定理 的 证 明 ， 可 以 避免 通常 虽 简 美 但 奥秘 因 
而 颇 为 艰难 的 方式 ， 而 采用 虽 烦 琐 但 刻板 因而 较为 容易 的 方 
式 。 换 言 之 ， 即 使 质 的 困难 转化 成 量 的 复杂 ， 而 后 者 对 于 电子 
计算 机 来 说 是 轻而易举 的 ， 因 而 得 以 使 定理 证 明 化 难为 易 。 这 
样 电子 计算 机 就 可 以 使 人 们 从 某 些 逻 辑 推理 的 脑力 劳动 中 解放 
出 来 。 因 而 使 数学 家 得 以 把 聪明 才智 更 多 地 用 到 真正 创造 性 的 
工作 上 去 ， 这 是 当前 数学 发 展 中 值得 也 是 应 该 认真 考虑 的 问 
题 。 

我 国 的 数学 有 着 悠久 的 历史 与 优良 的 传统 ， 本 来 位 于 世界 
的 先 列 ， 只 是 近 几 百年 来 才 落 后 了 。 
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解放 以 后 ， 我 国 数学 的 发 展 曾 呈现 一 片 兴 旺 景象 ， 出 现 了 
与 国际 先进 水 平 的 差距 越 来 越 小 的 势头 。 但 近 几 年 来 ， 由 于 
“四 人 帮 ” 的 严重 干扰 和 破坏 ， 使 我 国 数学 的 发 展 大 大 落后 于 
形势 的 需要 。 | 

在 党 中 央 向 科学 技术 现代 化 进军 的 伟大 号 召 下 ， 我 国 应 急 
起 直 追 ， 不 仅 赶 而 且 超 ， 在 本 世纪 余下 的 23 年 内 ， 我 国 的 数 
学 工作 者 ， 不 仅 应 在 数学 上 有 所 创造 ， 有 所 发 明 ， 有 所 前 进 ， 
以 丰富 数学 的 内 容 ， 拓 展 数学 的 领土 ， 增 强 数 学 的 基础 研究 ， 
扩大 数学 的 应 用 ， 而 且 应 以 马列 主义 、 毛 泽 东 思想 为 指导 ， 以 
数学 的 渊博 知识 与 深 湛 认 识 为 基础 ， 提 出 我 们 自己 的 观点 与 方 
法 ， 建 立 几 个 具有 我 国 特 色 的 学 派 ， 涌 现 出 一 批 在 国际 上 有 影 
响 的 数学 家 ， 为 独立 目 主 地 解决 社会 主义 建设 中 提出 的 数学 问 
题 ， 为 四 个 现代 化 作出 较 大 的 贡献 。 这 将 是 我 国 老 、 中 、 青 数 
学 家 们 所 面临 的 一 项 十 分 艰巨 而 又 十 分 光荣 的 历史 任务 。 
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关于 教材 的 一 点 看 法 


为 了 提高 整个 中 华 民 族 的 科学 文化 水 平 , 加 速 实现 四 个 现 
代 化 的 步伐 , 必须 大 幅度 提高 基础 教育 的 质量 。 因 此 , 把 较 高 的 
基础 知识 有 条 件 地 适当 地 纳入 较 低 的 基础 教材 之 内 , 已 是 一 项 
提 到 教材 改革 日 程 上 来 的 问题 。 不 弃 旧 无 以 纳 新 , 为 了 安排 较 
新 较 高 级 的 内 容 , 某 些 陈旧 的 内 容 必 须 有 所 压缩 , 甚至 从 原来 教 
材 中 淘汰 出 去 ,这 也 是 无 可 非议 的 事 。 

这 种 教材 上 的 弃 旧 纳 新 ,在 历史 上 并 不 是 什么 新 鲜 事 。 远 
的 不 谈 , 只 就 近 几 十 年 来 的 情况 看 , 也 可 证 明 这 一 点 。 举 几 个 例 
子 :解放 前 的 数学 教材 , 初中 一 年 级 整整 一 年 学 的 是 算术 , 主要 
内 容 是 鸡 兔 同 乱 一 类 的 四 则 难题 , 解放 后 很 早 就 一 笔 勾 销 , 初中 
一 年 级 就 学 代数 。 解 放 前 的 初等 几何 ,往往 在 九 点 圆 一 类 的 难 
题 , 趣 题 上 消耗 不 少 精力 , 解放 后 也 早已 在 课程 中 排除 , 让 位 于 
解析 几何 。 这 些 改革 , 现在 大 家 都 承认 是 必要 措施 , 很 少 人 会 提 
出 异议 了 , 但 在 当时 决 不 是 顺 顺 当当 的 。 

究竟 纳什 么 新 弃 什 么 旧 , 纳 又 纳 到 什么 程度 , 弃 又 弃 到 什么 
程度 , 则 应 根据 具体 情况 作 具 体 分 析 , 郑重 从 事 。 相 信教 育 界 和 
数学 界 的 同志 , 本 着 对 我 国人 民 与 我 国 科学 事业 的 负责 精神 , 会 
各 抒 所 见 , 提出 切实 可 行 合 于 实际 的 良好 意见 来 。 在 这 里 ,我 愿 
抛砖引玉 ,说 点 自己 的 意见 。 我 个 人 认为 ,初等 微 积分 应 该 处 于 
最 优先 考虑 的 地 位 , 它 的 意义 作用 比 之 所 谓 集合 矩阵 之 类 重要 


* 本 文摘 自 《4 光 明日 报 》,1978 年 7 月 29 日 。 
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得 多 , 而 且 学 起 来 对 中 学 生 并 无 多 大 困难 。 其 次 ,还 可 考虑 增加 
一 些 有 关 计 算 器 使 用 的 项 目 , 这 在 国外 的 教学 改革 中 , 也 已 经 成 
为 不 少 中 学 新 教材 的 必修 内 容 了 。 

上 面 的 意见 , 是 对 于 较 长 期 的 改革 来 说 的 。 在 短期 内 , 我 们 
也 不 能 不 顾及 某 些 现实 情况 。 由 于 “四 人 帮 ” 对 教育 的 推 残 和 破 
坏 , 这些 年 来 中 学 数学 水 平 大 大 降低 。 对 于 正在 中 学 就 学 的 同 
学 们 来 说 , 当务之急 ,还 在 于 加 强 计算 能 力 与 逻辑 推理 等 的 基础 
训练 , 努力 提高 数学 质量 。 宁 可 少 些 , 但 要 好 些 。 自 然 , 长 期 与 
近期 措施 之 间 , 并 不 是 截然 分 开 , 而 是 可 以 并 行 不 悖 的 。 

数学 教材 一 方面 应 有 弃 旧 纳 新 的 准备 , 另 一 方面 也 应 注意 
必要 的 相对 稳定 性 。 科 学 发 展 日 新 月 异 , 数学 的 创新 也 层 出 不 
穷 。 但 教材 毕竟 与 科学 的 创新 不 同 。 如 果 一 味 求 新 , 而 那些 新 
的 内 容 是 不 是 能 经 得 起 时 间 的 考验 , 往往 很 难 预测 。 改 得 不 好 ， 
会 造成 灾难 。 我 们 只 能 将 已 经 历 过 较 长 时 间 的 考验 , 并 肯定 有 
广泛 应 用 前 途 的 内 容纳 入 新 教材 , 而 不 能 赁 主观 冒失 从 事 , 违背 
最 起 码 的 认识 规律 。 例 如 , 我 们 不 能 让 学 生 在 没有 经 过 具体 数 
字 运 算 的 基本 训练 的 情况 下 , 就 来 学 习 以 文字 代替 数字 的 初等 
代数 或 使 用 计算 器 。 同 样 , 不 能 在 还 没有 掌握 直线 与 圆 的 基础 
知识 之 前 , 就 学 习 几 何 的 代数 化 与 解析 几何 。 这 些 道理 , 本 来 不 
言 而 明 , 但 国外 某 些 数学 教学 改革 却 曾 因 违 背 这 些 常 理 而 招致 
灾难 性 的 后 果 , 不 能 不 引 以 为 戒 。 
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数学 与 四 个 现代 化 


敬爱 的 周 总 理 曾经 指出 :实现 四 个 现代 化 的 关键 在 于 实现 
科学 技术 现代 化 。 而 科学 技术 的 现代 化 , 处 处 离 不 开 数学 。 数 
学 可 以 说 是 基础 科学 中 的 基础 学 科 , 也 可 以 说 是 科学 现代 化 的 
基础 。 | 

革命 导师 马克 思 和 恩格斯 都 十 分 重视 数学 。 马 克 思 指出 : 
一 种 科学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 , 才 算 达 到 了 真正 完善 的 地 
步 。 他 自己 还 写 出 了 精辟 的 微 积分 的 论文 。 恩格斯 在 他 写 的 
《自然 辩证 法 》 和 《 反 杜 林 论 ) 中 , 对 数学 产生 的 历史 , 发 展 的 动 
力 ,以 及 应 用 与 作用 , 都 有 非常 精辟 的 论述 。 他 还 给 数学 下 了 一 
个 最 恰当 的 最 有 概括 性 的 定义 。 他 说 ;“ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世 
界 的 空间 形式 和 数量 的 关系 , 所 以 是 非常 现实 的 材料 。" 这 个 定 
义 不 但 总 结 了 数学 的 过 去 , 描述 了 数学 的 现状 , 还 指出 了 数学 今 
后 的 发 展 方向 。 

恩格斯 下 的 定义 ,指出 了 数 和 形 是 数学 中 的 两 大 基本 概念 。 
事实 上 , 整个 数学 就 是 围绕 这 两 大 基本 概念 的 演变 而 发 展 的 , 同 
时 也 通过 这 两 大 基本 概念 应 用 到 各 个 不 同 的 领域 中 去 。 例 如 千 
房子 , 要 进行 各 种 力学 和 材料 的 计算 , 这 就 离 不 了 数 ;还 要 画 出 
设计 图 纸 , 这 就 离 不 了 形 。 所 以 在 各 种 科学 研究 .生产 建设 和 日 
常生 活 中 , 数学 都 是 不 可 缺少 的 武器 。 


* 本 文摘 自 《 科 学 家 谈 数 理化 》, 中 国 少 年 儿童 出 版 社 , 1978 年 。 
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在 小 学 和 中 学 的 数学 课本 里 , 我 们 接触 到 了 整数 、 小数、 分 
数 、 正 数 和 负数 、 实 数 和 虚数 , 以 及 它们 之 间 的 各 种 运算 , 如 加 、 
减 、 乘 、 除 、 开 方 等 等 , 这 些 构成 了 以 数量 为 主 的 算术 和 代数 部 
门 ;我 们 又 接触 到 了 点 、 线 、 方 、 圆 之 类 的 图 形 , 以 及 它们 的 性 质 
和 相互 关系 ,如 面积 、 体 积 、 全 等 ,相似 等 等 , 这 些 构成 了 以 空间 
形式 为 主 的 几何 部 分 。 我 们 还 要 接触 到 表示 几 个 数量 之 间 相 互 
制约 的 关系 ,就 是 函数 概念 , 以 及 它们 的 图 形 所 表示 的 变量 、 极 
限 和 坐标 等 等 , 这 就 进入 了 把 数 和 形 这 两 大 基本 概念 沟通 起 来 
的 解析 几何 和 初步 微 积分 的 领域 。 我 们 还 要 接触 到 这 些 基础 知 
识 在 各 种 实际 运用 中 的 具体 问题 。 上 面 讲 的 ,就 是 小 学 和 中 学 
数学 课本 的 大 致 轮廓 。 

小 学 和 中 学 数学 课本 的 全 部 内 容 , 都 是 人 类 在 漫长 的 岁月 
中 积累 下 来 的 数学 知识 的 精华 。 在 探索 这 些 知 识 时 , 不 少 人 付 
出 了 艰苦 的 劳动 , 后 来 一 再 加 工 提炼 , 才 使 这 些 知 识 变 得 简单 易 
慌 。 壁 如 说 负数 的 概念 ,现在 大 家 都 很 容易 理解 。 但 是 在 16 t 
纪 , 欧洲 最 博学 的 数学 家 也 感到 难以 理解 , 甚至 把 负数 叫做 “ 虚 
构 的 数 ”, “FER.” AB 18 世纪 , 英国 的 一 些 大 学 还 反对 使 
用 负数 。 而 在 我 国 ,古代 的 数学 是 十 分 先进 的 。 有 一 部 数学 经 
典 著 作 , MM 《 九 章 算术 》, 是 在 两 千年 以 前 西汉 初 年 写成 的 。 里 面 
有 一 章 《 方 程 ), 记 载 了 18 个 联 立 方程 组 的 问题 ,未 知 数 从 两 个 
到 5 个 ,在 解 这 些 问 题 的 时 候 已 经 运用 了 正 数 和 负数 。 我 国 古 
代 的 这 个 辉煌 成 就 ,说 明了 我 国人 民 不 但 有 高 度 的 分 析 问 题 和 
解决 问题 的 能 力 , 还 有 高 度 的 抽象 能 力 , 善于 以 广泛 的 实践 为 基 
础 , 提炼 出 有 普遍 意义 的 概念 。 

我 国 古代 在 数学 方面 的 许多 成 就 ,经 历 了 长 期 的 历史 考验 ， 
直到 今天 还 有 现实 意义 。 例 如 在 多 种 多 样 的 实际 应 用 中 要 解决 
的 联 立 方程 组 ,未 知 数 不 是 3 个 5 个 ,而 是 几 十 个 几 百 个 。 解 这 
样 繁复 的 联 立 方程 组 ,用 笔算 是 无 论 如 何 办 不 到 的 。 在 电子 计 
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算 机 出 现 后 不 久 , 一 位 专家 曾经 估计 :一 个 有 26 个 未 知 数 的 联 
立方 程 组 , 在 电子 计算 机 上 用 18 世纪 在 欧洲 出 现 的 “ 克 莱 默 方 
法 "来 解 , 得 花 十 万 万 万 万 年 ;如 果 用 消去 法 来 解 ,只 要 用 3 秒 钟 
就 够 了 。 这 种 消去 法 ,我 们 在 中 学 的 代数 课本 上 就 可 以 学 到 ,也 
是 我 国 两 干 年 前 创造 的 方法 ,也 载 在 《 九 章 算 术 》 上 。 

我 国 古代 在 数学 方面 ,创造 了 丰富 多 采 的 理论 和 方法 ,为 人 
类 作出 了 很 大 的 贡献 。 但 是 由 于 长 时 期 的 封建 统治 和 近 一 百 多 
年 来 的 帝国 主义 侵略 ,生产 得 不 到 发 展 , 数 学 的 发 展 也 停滞 了 。 
而 欧洲 , 由 于 文艺 复兴 和 工业 革命 ,资本 主义 制度 取代 了 封建 制 
度 ,解放 了 生产 力 , 打 开 了 数学 发 展 的 新 局 面 , 出 现 了 解析 几何 、 
微 积 分 以 及 内 容 丰 富 的 现代 数学 。 这 些 现 代数 学 知识 , 都 是 我 
们 实现 四 个 现代 化 所 必 不 可 少 的 。 举 例 来 说 , 搞 工 业 总 要 遇 到 
如 何 能 多 快 好 省 的 问题 。 最 简单 的 这 一 类 问题 可 以 归结 成 这 样 
的 形式 : 求 一 个 函数 的 极 大 值 或 极 小 值 。 有 了 微 积分 的 知识 ,这 
一 类 问题 的 解决 就 变 得 轻而易举 了 。 现 代 的 大 工业 中 ,还 出 现 
了 许多 新 的 求 极 大 值 和 极 小 值 的 问题 :有 的 函数 关系 根本 不 知 
iH, AA BAA ST KA, 但 是 变数 受 着 一 些 不 等 式 的 限 
制 。 解 决 这 样 的 问题 , 微 积 分 也 无 能 为 力 ,数学 家 们 就 创造 了 一 
些 新 的 理论 和 方法 ,解决 前 一 类 问题 的 有 优选 法 ,解决 后 一 类 问 
题 的 有 规划 论 。 

不 但 工业 要 用 到 数学 , 农业 机 械 化 和 国防 现代 化 也 都 要 用 
到 高 深 的 数学 。 农 业 现 代 化 首先 要 实现 机 械 化 , 在 农业 机 械 的 
制造 中 ,就 有 大 量 的 数学 问题 。 例 如 拖拉 机 上 一 个 小 小 的 巢 铁 ， 
多面 做 成 什么 形状 , 翻 土 的 作用 才能 起 得 好 ,用 到 的 数学 就 不 简 
单 。 国 防 现代 化 要 设计 新 武器 ,要 提高 作战 能 力 ,如 导弹 形体 的 
设计 , 要 考虑 到 振动 不 致 影响 方向 的 问题 。 在 指挥 空战 中 , 要 考 
虑 到 敌 机 如 何 逃 避 和 我 机 如 何 追 逐 的 所 谓 追 逃 问题 。 所 有 的 问 
题 都 要 用 高 深 的 数学 知识 来 解决 。 科 学 技术 的 现代 化 ,过 到 的 
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数学 问题 就 更 多 了 。 毛 主席 有 过 重要 指示 , 要 进行 基本 粒子 的 
研究 。 这 是 目前 世界 上 最 活跃 的 一 门 科学 , 几乎 所 有 的 数学 工 
具 都 运用 上 了 。 数 学 作为 一 种 应 用 的 武器 , 可 以 说 无 孔 不 入 。 
四 个 现代 化 如 果 离 开 了 数学 ,将 和 寸步难行。 
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消除 对 效 和 学 的 神秘 感 
一 一 推荐 《数学 译 林 》 


一 个 人 从 小 学 .中 学 到 大 学 ,在 各 项 课程 中 , 投入 时 间 最 多 
的 ,无 过 于 数学 。 一 个 人 涉猎 群 书 ,在 各 种 读物 中 , 最 感到 费解 
的 , 也 无 过 于 数学 。 数 学 的 各 种 书刊 , 不仅 对 于 非 数 学 家 是 一 种 
禁区 ,即使 是 数学 家 , 从 事 数 学 这 一 领域 研究 的 专家 要 阅读 男 一 
领域 的 著作 , 对 于 其 中 出 现 的 许多 概念 符号 (更 不 用 说 推理 论 
UE), 也 往往 会 感到 玄妙 莫 测 , 必须 花费 很 大 的 气力 才能 得 到 一 
个 大 致 的 印象 与 了 解 。 

如 何 填 平 数 学 与 非 数 学 之 间 的 鸿沟 , 消除 非 数学 家 对 数学 
的 神秘 英 测 感 ? 如 何 消除 数学 各 个 不 同 领域 专家 之 间 的 隔 闵 ， 
使 他 们 不 致 卫 行 如 隔山 , 以 增进 彼此 间 的 了 解 并 进而 交流 合作 ? 
这 都 是 值得 重视 的 问题 。 

《数学 译 林 ) 这 一 刊物 ,不 同 于 一 般 的 数学 刊物 , 它 多 少 有 助 
于 弥补 上 面 所 说 的 那 一 些 缺 陷 。 

《数学 译 林 》 是 以 译文 为 主 的 综合 性 数学 刊物 , 其 目的 在 于 
介绍 国外 数学 的 进展 , 普及 现代 数学 知识 ,由 此 促进 我 国 数学 事 
业 的 发 展 与 水 平 的 提高 。 

《数学 译 林 》 辟 有 各 项 专栏 。 综 合 报告 与 专题 介绍 专栏 就 对 
某 一 领域 或 某 一 专题 的 历史 与 现状 作 较 全 面 较 通俗 的 论述 ,使 
非 本 专业 的 人 能 迅速 获得 对 它 的 了 解 , 甚至 被 吸引 到 这 一 方面 


* 本 文摘 自 《 光 明日 报 》, 1985 年 4 月 19 日 。 
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来 参加 工作 。 

数学 史 与 人 物 传记 专栏 评介 数学 发 展 中 出 现 的 重要 事件 与 
著名 学 者 的 重大 贡献 ,从 历史 名 人 到 当代 标新立异 的 数学 家 , 从 
个 别人 物 到 影响 巨大 的 大 学 派 ,巨细 不 捐 。 

数学 争鸣 栏 介 绍 数 学 上 的 重大 争论 , 例如 对 纯粹 数学 与 应 
用 数学 以 及 数学 的 作用 等 的 许多 不 同 看 法 。 英 国 某 数学 权威 推 
崇 “ 无 用 ”的 数学 为 至 高 无 上 的 数学 的 著名 论点 , 以 及 另 一 有 名 

学 者 对 它 的 反 驶 ,就 登载 在 同一 期 中 。 

此 外 , 如 数学 小 品 .数学 教育 、 数 学 竞赛 等 栏 也 都 各 有 特色 。 

尤其 值得 一 提 的 是 , 在 文章 末尾 空白 之 处 , 往往 摘 引 了 一 - 些 
有 名 人 物 的 名 言 警句 ,足以 发 人 深 省 。 

AR, 数学 究竟 与 其 他 科学 不 完全 一 样 ,即使 是 一 篇 通俗 著 
作 , 牵涉 到 一 些 专 门 的 论述 时 也 会 使 读者 感到 困难 , 但 这 决 不 是 
主流 。 不 论 是 专业 性 的 数学 专家 , 或 是 只 对 数学 抱 有 兴趣 的 门 
外 汉 , 都 有 可 能 从 刊物 中 找到 一 些 能 使 他 们 满足 的 作品 。 总 的 
说 来 , 这 一 刊物 大 体 上 能 做 到 雅俗共赏 。 我 自己 可 以 说 既是 数 
学 中 的 雅士 , 也 是 数学 上 的 俗 客 , 不论 从 哪 一 角度 , 都 是 这 一 刊 
物 的 爱好 者 与 经 常 阅读 者 。 为 此 特 将 这 一 刊物 推荐 给 广大 读 
P | 
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对 中 国 传统 数学 的 再 认识 


(—) 


中 国 传统 数学 源远流长 , 贡献 巨大 , SS AE AA] 
灭 的 作用 ,但 目 宋 元 时 期 出 现 最 后 一 次 高 峰 后 , 明代 以 来 即 趋 衰 
微 , 至 明 末 已 几 成 绝学 。 从 明 清 以 至 今日 ,实质 上 已 退出 了 数学 
舞台 。 夯 代 中 外 算 家 , 也 曾 尝试 阐释 幸存 至 今 的 中 国 经 典 算 书 ， 
但 一 些 抱 着 轻 荐 成 见 变 加 诈 毁 者 关 置 不 论 , 即 使 出 于 善意 克服 
十 文字 的 阻碍 而 从 事 认 真 钻研 的 学 者 ,也 往往 或 拘泥 于 西方 数 
学 的 先入 之 见 ,或 着 眼 于 以 现代 的 数学 方法 与 成 就 理解 古人 著 
作 , 以 西 释 中 , 以 今 议 古 , Sn A dE REBEL 
统 数 学 的 真实 面目 。 试 举 数 例如 下 。 

西方 早 在 欧 几 里 得 的 《4 几何 原本 》 中 就 已 出 现 『 了 素数 的 概念 
并 证 明了 素数 个 数 无 穷 。19 世纪 以 来 又 出 现 了 复 域 中 整数 、 素 
数 与 因子 分 解 等 概念 , 并 用 解析 方法 研究 素数 的 分 布 。 由 此 创 
立 的 代数 数论 、 解 析 数 论 等 领域 ,都 已 成 为 现代 纯粹 数学 的 核心 
部 分 。 与 之 相反 ,我国 传统 数学 中 从 来 没有 出 现 过 素数 与 因子 
分 解 一 类 概念 , 妄 论 其 他 。 但 是 ,我 们 不 能 因此 就 认为 中 国 古 时 
没有 数论 。 

欧 几 里 得 几何 中 平行 线 公设 的 独立 性 一 直 是 西方 数学 家 们 
所 关注 的 问题 ,也 是 几何 发 展 的 一 个 重要 动力 , 19 世纪 时 终于 


* ACH Ca BAIA), 1980 年 第 7、8 期 。 
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摆脱 了 这 一 公设 , 创立 了 非 欧 几何 等 领域 。 与 之 相反 ,我国 传统 
数学 中 从 来 就 没有 平行 线 概念 的 明显 痕迹 。 但 我 们 不 能 因此 就 
认为 中 国 古 时 没有 几何 学 。 

16 世纪 以 来 ,西方 出 现 了 以 符号 代表 数字 的 作法 ,到 19 H 
纪 发 展 起 遵守 各 种 运算 规律 的 不 同 代数 系统 。 对 于 方程 , 则 盖 
明了 根 与 系数 间 的 关系 ,证 明了 必 有 复数 解 的 代数 基本 定理 , 建 
立 了 能 和 否 用 系数 根 式 表 达 式 求解 的 Galois 理论 。 与 之 相反 ,我 
国 古 时 未 曾 出 现 过 用 文字 代表 数字 以 及 讨论 根 的 性 质 一 类 工 
作 。 但 我 们 不 能 因此 就 认为 我 国 古 时 没有 代数 学 。 

欧 几 里 得 (几何 原本 建立 了 由 定义 、 公 理 、 定 理 、 证 明 构 成 
的 演绎 系统 ,成 为 近代 数学 推理 论证 的 典范 。 与 之 相反 , 我国 典 
籍 中 从 未 出 现 过 这 种 演绎 证 明 的 方式 。 但 是 , 我 们 不 能 因此 就 
认为 我 国 古代 数学 没有 逻辑 思维 , 也 不 用 逻辑 推理 。 

早 在 古 希腊 时 ,西方 就 论证 了 不 能 用 两 整数 之 比 表达 的 所 
谓 无 理 数 的 存在 。19 世纪 又 明确 了 实数 概念 与 复数 概念 。 与 
之 相反 ,我 国 古代 数学 从 未 考虑 过 无 理 数 或 实数 这 样 的 概念 , 更 
没有 复数 的 痕迹 。 但 是 , 我 们 不 能 因此 就 认为 我 国 古代 没有 数 
系统 甚至 没有 数学 。 

因此 , 要 真正 了 解 中 国 的 传统 数学 , 首先 必须 撤 开 西方 数学 
的 先入 之 见 , 直接 依据 目前 我 们 所 能 掌握 的 我 国 固有 数学 原始 
资料 , 设法 分 析 与 复原 我 国 古 时 所 用 的 思维 方式 与 方法 , 才 有 可 
能 认识 它 的 真实 面目 。 这 一 尝试 自然 并 非 易 事 。 首 先是 资料 问 
题 ,我国 古籍 散失 者 多 而 幸存 者 少 。 我 国 最 重要 的 经 典 算 书 是 
《 九 章 算术 》, 按 钱 宝 琼 说 这 最 迟 是 在 公元 50 至 100 年 间 的 汉代 
定型 成 书 。 较 之 稍 早 见 之 于 《 汉 书 ) 本 来 还 有 许 商 、 杜 宗 等 算术 ， 
但 只 存 其 名 。5 世纪 南北 朝 祖冲之 的 《级 术 ) 是 一 部 名 著 , 唐 时 
被 列 为 ( 算 经 十 书 ) 之 一 , 为 国子监 算 学 生 所 必 读 , 后 终 因 难 学 而 
RE, 至 宋 元 时 即 已 失传 而 不 详 其 内 容 。 宁 元 时 期 曾 刊行 过 大 
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量 算 书 ,但 杨辉 的 某 些 著作 只 剩 残 卷 。 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》 在 
我 国 本 土 已 经 绝迹 而 于 19 世纪 初 复 得 之 于 朝鲜 。 在 杨辉 、 李 
冶 、 朱 世 杰 的 著作 中 曾 提 到 过 的 当时 的 许多 算 书 ,更 久 已 荡然 无 
存 。 虽 然 如 此 , 尽管 古籍 存 者 不 多 ,但 它们 还 是 提供 了 一 个 足够 
清晰 的 轮廓 ,足以 使 人 们 看 出 我 国 传统 数学 固有 的 体系 方法 与 
ALA, 以 及 一 条 相当 清晰 的 发 展 途 径 。 近 年 来 ,国内 外 学 者 对 此 
WES, 笔者 将 随意 引用 他 们 的 研究 成 果 , 但 文中 所 表述 的 各 
种 观点 , 则 概 由 笔者 本 人 负 其 全 责 。 


中 国 传统 数学 的 体系 


西方 的 欧 儿 里 得 体系 着 重 抽象 概念 与 逻辑 思维 以 及 概念 与 
概念 之 间 的 逻辑 关系 。 与 之 相反 ,我 国 的 传统 数学 则 基本 上 是 
一 种 从 实际 问题 出 发 , 经 过 分 析 提 高 而 提炼 出 一 般 的 原理 、 原 则 
与 方法 以 最 终 达 到 解决 一 大 类 问题 的 体系 。 与 欧 几 里 得 体系 相 
WY, 它 有 一 个 以 定义 、 公 理 、 定 理 、 证 明 所 构成 的 表达 形式 。 同 
样 ,我 国 的 传统 数学 与 它 的 独特 体系 相 适 应 , 也 有 一 种 独特 的 表 
达 方 式 。 大 体 说 来 ,中 国 数学 的 经 典 著 作 大 都 以 依据 不 同方 法 
或 不 同类 型 分 成 章节 的 问题 集 的 形式 出 现 。 每 一 各 别 问 题 又 都 
分 成 春 干 个 条 目 。 条 目 一 是 “ 问 ”, 提出 有 具体 数值 的 问题 。 条 
日 二 是 “ 管 ", 给 出 这 一 问题 的 具体 数值 答案 。 条 目 三 称 为 “ 术 ”， 
一 般 说 来 乃 是 解答 与 条 目 一 同 种 类 型 问题 的 普遍 方法 , 实际 上 
就 相当 于 现在 计算 机 科学 中 的 “算法 ,但 有 时 也 相当 于 一 个 公 
式 或 一 个 定理 。 条 目 四 是 “ 注 ”。 说 明 “ 术 ”的 依据 与 理由 ,实质 
上 相当 于 一 种 证 明 。 宋 元 以 来 ,可 能 是 由 于 印刷 术 的 发 达 , 往往 
加 上 条 目 五 “ 草 ”, 记述 依据 “ 术 ” 得 出 答案 的 详细 计算 过 程 。 

这 里 应 该 特别 提出 条 目 三 “ 术 ” 的 作用 。 虽 然 条 目 一 、 二 中 
的 问 与 答 都 以 具体 数值 表达 , 有 时 甚至 术 文 本 身 也 是 如 此 , 但 不 
难看 出 所 有 术 文 都 具有 普遍 意义 。 术 文中 即使 带 有 具体 数值 ， 
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这 些 数值 并 不 起 重要 作用 。 如 果 以 其 他 同类 型 的 数值 来 代替 ， 
术 文 也 依然 行 之 有 效 。 条 目 四 的 “ 注 ” 或 即 证 明 也 是 如 此 。 论 证 
的 正确 性 完全 不 依赖 于 原 设 数 值 的 特殊 性 。 例 如 ,《 九 章 算术 》 
第 九 章 勾 股 的 第 一 、 二 、 三 的 三 个 问题 ,都 是 以 勾 三 、 股 四 、 弦 五 
为 例 , 知 其 二 求 其 第 三 者 。 求 法 名 为 勾 股 术 , 术 文 说 :“ 句 、 股 各 
HR, 并 而 开 方 除 之 , 即 弦 。" 显 然 ,这 是 从 色 股 求 弦 的 一 般 方 法 ， 
与 具体 数值 三 四、 五 无 关 。 色 股 术 的 注 或 即 证 明 也 是 如 此 。 因 
此 ,问答 甚或 术 文中 的 具体 数值 只 起 着 一 种 举例 说 明 作用 , 同 、 
时 也 指出 了 术 即 一 般 方法 的 来 历 与 动机 。 

西方 古代 数学 中 也 并 非 没有 以 问题 集 形式 出 现 的 著作 。 值 
得 一 提 的 是 , 推测 出 现 于 3 世纪 的 《 丢 番 图 集 》 一 书 。 这 本 书 也 
是 以 问题 集 的 形式 出 现 的 ,分 成 6 卷 , 其 中 搜集 了 189 个 关于 整 
数 的 问题 。 它 是 西方 近代 数论 的 源泉 。 所 谓 费 马 大 问题 , 即 是 
因 17 世纪 时 费 马 在 该 书 边缘 上 写 下 了 一 个 注解 ,但 有 关 问 题 迄 
今 未 能 解决 而 得 名 。 丢 番 图 一 书 不 含有 任何 一 般 的 方法 。 它 所 
包罗 的 189 个 问题 中 所 出 现 的 特殊 数字 是 有 特殊 作用 的 , 每 一 
个 问题 要 用 只 适用 于 它 自 身 特 殊 数 字 的 特殊 而 往往 又 很 奇特 的 
办 法 ,来 求 得 其 答案 。 因 此 , 19 世纪 德国 著名 的 数学 史家 汉 克 
尔 (H.Hankel) 在 他 的 名 著 《 上 十 与 中 古 时 期 数学 史 》 一 书 中 曾 
经 这 样 评论 委 番 图 这 本 书 :“ 在 研究 了 委 番 图 100 个 解答 以 后 ， 
对 于 第 101 个 问题 依然 无 所 措 手 。" 所 论 或 许 失 之 过 苛 , 但 不 论 
如 何 , 丢 番 图 一 类 的 问题 集 , 与 中 国 古 时 以 追求 普遍 适用 于 解决 
一 大 类 问题 的 一 般 方法 为 主 的 问题 集 相 比 , 是 不 能 相提并论 的 。 

实数 系统 的 建立 

实际 问题 的 解答 通常 需要 通过 数量 来 表达 。 因 此 , 达到 这 

一 目标 的 先决 条 件 是 要 有 一 个 良好 的 数 系统 以 及 简易 的 运算 工 


具 与 运算 法 则 。 首 先是 一 个 可 以 表达 任意 大 整数 的 方法 。 中 国 
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远古 时 就 为 此 而 创立 了 完善 的 10 进位 值 制 。 志 界 古 时 各 个 民 
族 ,都 有 不 同形 式 不 同 程度 的 进位 制 记 数 法 ,如 巴比伦 的 60 进 
位 制 、 埃 及 与 希腊 的 10 进 制 以 及 中 美 与 南美 马 雅 民族 的 20 进 
位 制 等 。 但 是 ,它们 的 进位 制 有 时 是 不 完全 的 , 更 谈 不 上 位 值 
制 。 至 于 印度 ,至 少 在 6 世纪 以 前 , 其 以 位 值 制 表达 的 记 数 方 
法 ,即使 是 个 别 数字 也 还 没有 发 现 过 。 当 时 的 记 数 方法 是 杂乱 
无 章 芒 诬 绝伦 的 , 不妨 参阅 印 人 Datta— Singer 的 《印度 数学 史 》 
以 及 范 德 瓦 尔 登 (Van der Waerden)《 科 学 的 觉醒 ) 等 著作 。 没 
有 一 个 和 象 样 的 进位 制 或 即使 有 但 没有 完善 的 位 值 制 , 则 哪怕 是 
简单 的 算术 运算 也 是 难以 完成 的 。 要 在 这 样 的 基础 上 建立 数学 
KE, 就 更 是 菲 夷 所 思 了 。 

ERE, 由 于 古 黄 河流 域 气 候 温 暖 , 遍地 多 竹 , 人 们 可 就 地 
取材 ,采取 以 竹 为 筹 , 置 筹 于 盘 来 进行 各 种 运算 。 在 盘 上 ,不 同 
位 置 的 同型 算 筹 不 仅 代表 某 一 绝对 数值 , 而且 还 代表 不 同 的 位 
置 数值 ,由 此 从 10 进 制 进化 为 具有 位 值 的 10 进位 位 值 制 记 数 
法 是 颇 为 自然 的 。 在 这 种 记 数 法 中 , 自然 出 现 以 空格 表 零 的 法 
则 , 这 与 后 世 书 写 方 式 中 印度 之 以 “。" 或 “…”、 我 国之 以 “ 口 * 和 马 
雅 民族 之 以 眼 形 符号 表示 零 者 并 无 实质 上 之 不 同 。 早 在 《 九 章 
算术 ) 中 己 经 有 开平 .立方 根 的 算法 , 其 中 位 值 制 以 及 空位 作 零 
的 作用 极为 明显 ,更 不 用 说 其 他 算术 运算 了 。 正 是 由 于 这 种 位 
值 制 的 发 明 , 才 使 古 时 中 国 的 数学 有 可 能 莲 过 发 展 , 为 至 少 从 秦 
汉 至 宋 元 一 干 数 百 年 间 数 学 的 繁荣 奠定 了 基础 。 

位 值 制 的 数字 表示 方法 极其 简单 , 因而 也 掩盖 了 它 的 伟大 
业绩 。 它 的 重要 作用 与 重要 意义 ,非但 为 一 般 人 们 所 不 了 解 , 甚 
至 众多 数学 专家 对 它 的 重要 性 也 熟视无睹 。 而 法 国 的 数学 家 拉 
普 拉 斯 则 独 具 慧 眼 ,提出 算术 应 在 一 切 有 用 的 发 明 中 列 于 首位 。 
中 华 民 族 是 这 一 发 明 当 之 无 愧 独一无二 的 发 明 者 。 这 一 发 明 对 
人 类 文化 贡献 之 巨 , 纵然 不 能 与 火 的 发 明 相 比 , 至 少 是 可 与 文化 
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史上 我 国 四 大 发 明 相 媲美 的 。 中 华 民 族 应 以 出 现 这 一 发 明 而 引 
以 自豪 。 

在 整数 位 值 制 表达 的 基础 上 ,我 国 又 逐步 扩大 数 的 系统 。 
《万 章 算术 》 在 方 田 第 一 章 与 少 广 第 四 章 中 详细 叙述 了 分 数 各 种 
运算 与 大 小 比较 的 法 则 。 在 方程 第 八 章 中 则 引进 了 负数 。 同 在 
少 广 章 中 , 又 叙述 了 非 位 值 制 无 从 进行 的 开平 、 立 方法 的 详细 步 
又 。 在 开 方 不 尽 时 , 则 附加 一 分 数 以 为 其 余 , 即 所 谓 命 分 。 刘 征 
在 《 九 章 注 》 中 ,对 开 方 不 尽 以 及 求 贺 周 率 的 问题 提出 以 10 进 小 
FORUM. BRK, 在 刘 征 以 后 的 数 百年 间 , 这 一 重要 主 
张 未 为 学 者 们 所 认识 。 但 至 宋 元 之 际 , 这 种 正 负 10 进 小 数 已 被 
普遍 使 用 。 而 在 欧洲 , 则 直至 1584 年 才 由 斯 蒂 文 (S.Stevin) 
(1548 一 1620) 引 入 10 进位 小 数 ,又 迟 至 18 世纪 才 获 得 通行 , 并 
被 认为 是 进位 值 制 之 后 的 又 一 重大 创造 。 至 于 西方 数学 史家 历 
来 把 这 些 都 归 之 于 印度 的 发 明 , 则 自然 是 张冠李戴 了 ,这 是 一 种 
历史 性 的 错误 , 在 此 不 能 不 辩 。 | 

整数 位 值 制 的 建立 , 负数 以 及 分 数 与 小 数 的 引入 ,使 整个 实 
数 系统 得 以 完满 地 完成 。 而 有 无 实数 无 理 数 之 类 的 概念 与 名 
称 , 则 是 男 一 问题 。 对 于 实数 的 现代 认识 , 本 来 还 是 19 世纪 中 
叶 才 有 的 事 。 完 善 而 使 用 方便 的 数 系 统 , 创造 了 十 分 优越 的 条 
件 , 使 我 国 的 传统 数学 一 千 数 百年 间 大 放 异 彩 。 


数论 的 辉煌 成 就 


中 国 从 来 没有 素数 与 分 解 因子 的 概念 , 但 这 并 不 妨碍 我 国 
以 自己 独 有 的 方式 发 展 数论 。 

中 国 虽 没有 素数 与 分 解 因 子 的 概念 ,但 有 最 大 公 因 子 的 概 
念 及 其 求法 。 只 是 当时 称 两 数 的 最 大 公 因 子 为 “等 ", 求 法 是 “以 
少 减 多 , 更 相 减 损 , 求 其 等 也 "”。 这 一 方法 见于 《 九 章 算术 》 方 田 
章 的 约 分 术 并 不 是 偶然 的 。 现 代为 了 求 分 数 之 和 而 先 通 分 时 ， 
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往往 先 将 诸 分 母 分 解 成 素 因 子 的 乘积 ,但 是 分 解 因子 在 整数 较 
大 时 并 非 易 事 , 相反 求 “等 " 即 求 两 数 的 最 大 公 因 子 则 要 容易 得 
多 。《 九 章 算术 ) 少 广 术 就 避 开 了 分 解 因子 这 一 步 ,巧妙 地 只 利 
用 求 等 得 出 了 分 数 之 和 ,这 比 现行 方法 要 简便 许多 。 

勾 股 形 ( 即 直角 三 角形 ) 的 三 边 何 时 成 整数 比 , 自然 是 数论 
中 颇具 代表 性 的 问题 。《 九 章 算术 ) 勾 股 第 九 章 中 出 现 这 样 可 能 
的 分 数 比 有 8 组 之 多 。 由 求 等 法 容易 化 分 数 比 成 整数 比 , 即 刘 
徽 《 九 章 注 ?中 所 谓 “ 如 是 或 有 分 , 当 通 而 约 之 乃 定 "。 出 现 这 样 
多 的 整数 比 决 非 偶然 , 事实 上 色 股 章 已 提出 了 构造 这 种 比 的 一 
般 方 法 与 一 般 公 式 , 刘 徽 九 章 注 中 还 给 出 了 公式 的 几何 证 明 。 
至 于 中 国 以 外 , 则 上 述 问题 最 早 是 在 12 世纪 也 以 分 数 比 的 形式 
H SF ED BE 4d & (Bhaskana)(1114~1185 年 ) 的 著作 中 。 

我 国 在 数论 上 的 又 一 杰作 是 大 衍 求 一 术 , 即 现代 通称 的 中 
国 剩余 定理 , 用 现代 术语 相当 于 一 组 同 余 式 的 解法 。 大 衍 求 一 
术 初 见于 宋 时 秦 九 韶 1247 年 的 《 数 书 九 章 ) 一 书 ,但 其 来 源 则 是 
天 文 历法 中 的 上 元 积 年 计算 问题 , 且 从 汉 以 来 历代 的 历法 中 均 
有 一 条 颇 为 清晰 的 发 展 路线 。 至 秦 书 时 则 不 仅 有 详细 的 算法 ， 
还 把 应 用 推广 到 历法 计算 以 外 的 河 堤 修筑 。 财 物 计算 、 租 税 分 
配 、 谷 物 出 售 、 军 队 计 点 、 土 木 建筑 等 问题 上 , 甚至 还 有 一 个 盗窃 
追 赃 的 案例 。 现 代 解 决 这 一 同 余 式 问题 通常 限于 各 同 余 式 诸 模 
数 两 两 互 素 的 情形 。 方 法 是 先 将 诸 模 数 分 解 成 素 因 子 的 乘积 ， 
并 求 出 其 欧 拉 数 , 最 后 得 出 所 求 的 解 。 因 为 分 解 因子 比较 繁 难 ， 
所 以 对 于 秦 书 诸 题 中 出 现 的 天 文 数字 般 的 大 数 , 这 种 方法 由 于 
计算 量 的 庞大 , 即使 用 现代 的 计算 机 要 完成 其 计算 也 是 不 容易 
的 。 对 于 根本 没有 素数 概念 的 中 国 传统 数学 , 秦 九 韶 却 利用 了 
求 等 的 方法 , 首先 将 模 数 的 一 般 情 形 化 成 模 数 两 两 无 等 即 两 两 
互 素 的 情形 , 再 用 与 求 等 类 似 的 方法 巧妙 地 得 出 其 解法 ,这 在 世 
界 数学 史上 也 是 很 了 不 起 的 一 举 。 当 时 计算 用 等 ,即使 如 此 , 对 

36 


于 有 着 天 文 数 字 般 大 数 的 各 个 问题 ,也 都 轻易 地 获得 了 答案 。 
秦 书 中 并 记载 了 所 有 计算 过 程 的 详 章 。 


(Z) 
RAF HEAR 


代数 学 是 中 国 传统 数学 中 又 一 个 值得 骄傲 与 自豪 的 领域 。 
与 现代 理解 的 代数 学 有 所 不 同 , 它 完 全 可 以 等 同 于 方程 求解 。 
而 且 , 即 使 是 方程 , 着眼 点 也 是 求 出 解答 , 至 于 解答 的 存在 唯一 、 
解答 的 性 质 、 解 答 与 系数 间 的 关系 以 及 解答 可 否 用 系数 的 开 方 
式 来 表示 一 类 问题 ,都 非 关 注 所 在 。 

早 在 《 九 章 算术 ) 中 , 第 八方 程 章 全 章 就 是 线性 联 立 方程 组 
的 解法 。 依 刘 徽 注 :“ 并 列 为 行 , 故 谓 之 方程 ”又 说 :“ 令 每 行为 
R, WARE, 三 物 者 三 程 , 丝 如 物 数 程 之 。” 当 时 以 筹 作 算 , 依 
题 意 将 数据 按 物 数 排 成 各 行 , 然后 进行 运算 。《 九 章 算术 中 还 
载 有 某 些 具体 实例 的 详细 计算 过 程 ,完全 类 似 于 现在 的 所 谓 矩 
阵 运算 与 消去 法 。 列 方程 时 需要 相当 于 移 项 一 类 的 手续 , 因此 
引进 了 负数 以 及 相当 于 正人 负数 加 减 运 算法 则 的 正 负 术 。 刘 微 在 
注 中 又 引入 了 新 术 与 又 术 , 对 同一 问题 还 指出 了 不 同方 法 的 不 
同 计算 步 数 以 相互 比较 算法 的 复杂 程度 。 中 学 教科 书 解 线 性 方 
程 组 的 消 元 法 ,最早 即 见 之 于 《 九 章 算术 》 。 

在 现代 , 这 种 解法 通称 为 高 斯 消 元 法 。 它 的 最 早 来 源 是 高 
斯 在 1826 年 所 著 的 关于 天 文 观测 误差 估计 的 一 篇 文章 , 文中 提 
到 的 线性 方程 组 具有 特殊 形式 。 此 外 , Cramer 在 1750 年 也 曾 
发 现 过 后 来 以 他 命名 的 公式 。 有 趣 的 是 Cramer 发 现在 前 而 高 
斯 在 后 。 而 且 ,. 在 计算 机 发 展 的 早期 ,一 位 计算 机 科学 家 曾 撰 文 
举例 指出 :在 计算 机 上 求解 一 个 26 个 未 知 数 的 线性 方程 组 , 如 
RH Cramer 方法 需 时 将 近 100 年 , 而 用 消去 法 则 3 秒 钟 就 够 
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To VA Cramer 法 则 与 中 国 传统 数学 中 的 消去 法 相 比较 , 一 尚 优 
美 , 一 尚 实效 , 两 者 旨 趣 各 异 , 代表 了 两 种 不 同 的 风格 。 这 样 的 
例子 并 不 少见 

SOAR RIE AG EI EN, 这 相当 于 解 一 个 最 简单 形式 的 
二 次 方程 。 在 中 国 古籍 中 历来 称 解 方程 为 开 方 , 可 能 即 导 源 于 
此 。《 九 章 算术 ) 中 不 仅 有 开平 .立方 的 详细 算法 , 并 有 一 题 涉及 
较 一 般 形式 的 二 次 方程 , 称 为 开 带 从 平方 。 约 在 三 国 时 期 赵 严 
的 现存 残 文中 即 有 解 一 般 二 次 方程 的 痕迹 。 南 北朝 祖冲之 , 按 
《 隋 书 > 有 开 差 寡 、 开 差 立 之 设 , 称 为 “ 算 氏 之 最 ", 有 可 能 是 开 带 
从 立方 即 解 某 种 形式 三 次 方程 的 方法 , 可 惜 已 完全 失传 。 唐 初 
王 孝 通 的 《 缉 古 算 经 ) 则 是 关于 三 次 方程 的 专门 著作 。 a 
数学 以 解决 问题 为 主要 目标 , 对 方程 的 要 求 是 求 出 数值 解答 
不 在 形式 上 的 一 般 公 po 
法 实现 的 。 王 孝 通 的 著作 在 说 明 如 何 对 诸 问 题 列 出 三 次 方程 
后 , 求 具体 答案 只 用 “ 开 立 方 除 之 ”一 语 带 过 。 由 此 可 以 想见 ,三 
次 方程 的 数值 求解 问题 已 为 当时 仕 人 所 熟知 , 故 已 不 必 多 加 辞 
费 。 此 外 , 在 历法 与 河 防 的 典籍 中 , 也 出 现 过 需要 求解 三 次 或 四 
次 方程 的 问题 。 至 宋代 , HARE REAT” AA ENAA” 
等 术 , 到 秦 九 部 已 完成 了 一 般 方程 的 数值 解法 。 笔 者 在 袖珍 计 
算 器 上 依据 这 一 方法 解 高 至 五 次 的 方程 , 其 效率 是 极为 显著 
的 。 

宋 元 时 期 天 元 一 概念 的 引入 以 及 天 元 术 的 创立 ,是 我 国 传 
统 数学 的 又 一 重大 成 就 。 天 元 一 即 是 现在 的 未 知 数 。 这 一 概念 
的 引入 提供 了 依 题 意 建立 方程 的 简便 而 系统 的 方法 , 较 之 旧 法 
“省 功 数 倍 "。 由 此 逐步 发 展 至 元 朱 世 杰 的 四 元 术 , 已 可 解 多 至 
四 个 未 知 数 的 高 次 联 立 方程 组 。 由 于 当时 用 筹 算 , 方程 各 不 同 
类 型 项 的 系数 须 布置 在 算盘 的 特定 位 置 来 进行 运算 , 因而 未 知 
数 的 个 数 只 能 限于 四 个 。 如 果 改 用 纸 笔 运算 , 则 四 个 未 知 数 的 
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限制 完全 可 以 打破 。 至 于 原来 四 元 术 的 原理 与 方法 , 则 仍 可 以 
适用 于 解 任意 多 个 末 知 数 的 高 次 联 立 方程 组 。 

在 近代 , 解 高 次 联 立 方程 组 的 方法 直到 近 一 二 十 年 才 有 重 
大 进展 。 据 笔者 所 知 ,在 去 年 曾 出 现 过 一 些 文章 , 对 当前 某 一 最 
有 成 效 的 方法 加 以 改进 , 并 在 计算 机 上 进行 了 试验 。 其 中 至 少 
有 两 个 经 过 不 同 改进 看 来 很 简单 的 方程 组 , 竟然 在 计算 器 上 有 
一 个 未 能 解 出 , 另 一 个 也 要 动用 计算 机 很 大 容量 和 花费 很 长 时 
间 才 能 勉强 算出 。 笔 者 依据 本 人 创立 的 方法 ,对 这 两 个 方程 组 
在 一 些小 得 多 的 机 器 上 即 可 容易 地 求解 。 这 里 所 谓 本 人 创立 的 
方法 ,实质 上 无 非 是 朱 世 杰 四 元 术 的 现代 化 推广 形式 。 上 述 两 
个 方程 组 论 次 数 不 过 二 三 次 , 论 未 知 数 或 方程 个 数 也 只 有 三 个 
ERETT TAR, 其 中 一 个 方程 组 只 有 一 个 参数 ) , 鉴于 朱 世 杰 
着 作 中 就 出 现 过 有 三 个 未 知 数 高 至 三 次 的 方程 组 , 可 以 想见 中 
国 古 代 算 家 着 眼 解 题 , 重视 实效 , AS RB RS EH 
一 般 人 所 难以 想像 的 。 


别具一格 的 几何 学 


几何 学 乃 是 中 国 传统 数学 中 最 不 为 人 所 理解 的 一 个 领域 。 
其 根本 原因 是 人 们 对 欧 几 里 得 几何 已 经 先入 为 主 , 而 我 国 古 时 
的 几何 却 与 欧 几 里 得 几何 大 相 径 庭 ,有 着 一 个 迎 然 不 同 的 体 
与 欧 几 里 得 几何 不 同 , 我 国 传统 几何 从 来 不 考虑 平行 线 的 
问题 。 与 之 相反 , 以 垂直 性 为 其 特征 的 勾 股 形 , 在 我 国 十 代 几 
何 学 的 研究 中 却 始终 占据 着 中 心 位 置 。 数 学 概念 来 自 现 实 世 
界 。 过 直线 外 一 点 可 以 作 几 条 平行 线 的 问题 , 至 少 在 当时 的 现 
实 经 验 看 来 是 近 于 “无 病 哩 吟 " 毫 无 意义 的 。 对 于 重视 解决 实际 
问题 的 中 国 古代 算 家 来 说 , 完全 排除 这 一 类 考虑 是 理 所 当然 
的 。 
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与 欧 几 里 得 几何 不 同 , 我 国 古代 几何 极 少 考 虑 角度 , 而 把 距 
离 与 长 度 放 在 首要 地 位 。 如 果 考 虑 到 现代 黎 曼 几何 的 从 无 限 小 
距离 ds? 出 发 ,可 以 导出 角度 的 概念 与 性 质 , 则 中 国 古 时 把 距离 
的 位 置 置 于 角度 之 上 也 就 不 足 为 奇 了 。 

对 欧 几 里 得 几何 来 说 最 有 代表 性 的 是 它 首次 建立 了 在 公理 
系统 基础 上 的 演绎 体系 , 成 为 现代 数学 的 一 种 典范 ,这 在 多 方面 
具有 重大 意义 。 但 也 不 能 不 注意 到 , 这 种 体系 与 方法 即使 在 纯 
粹 数学 的 研究 中 , 其 作用 也 是 颇 有 局 限 性 的 。 就 是 对 几何 学 来 
说 ,公理 系统 的 建立 也 基本 上 局 限于 初等 几何 。 对 于 现代 研究 
中 极为 活跃 的 代数 几何 与 微分 几何 , 并 没有 什么 公理 系统 。 拓 
扑 学 虽然 出 现 过 某 些 成 功 的 公理 系统 , 但 拓扑 学 中 的 重大 成 果 ， 
并 非 单纯 地 从 这 些 公理 系统 经 过 逻辑 推导 而 得 。 现 代数 学 家 们 
已 经 严格 证 明 , 要 单纯 地 从 某 一 公理 系统 出 发 去 证 明 系 统 中 的 
定理 , 不 仅 实际 上 难以 做 到 , 在 理论 上 也 无 此 可 能 。 

中 国 的 传统 几何 历来 遵循 着 与 欧 几 里 得 几何 完全 不 同 的 发 
展 道 路 ,有 着 自己 的 问题 与 方法 ,以 及 自己 的 理论 体系 。 

首先 ,我国 古代 几何 重视 的 是 实际 问题 的 解决 , 因而 测量 、 
面积 、 体 积 以 及 圆周 率 等 都 是 几何 学 研究 的 中 心 问题 。 对 于 圆 
周 率 知 者 甚 多, 可 以 置 之 不 论 。 对 于 测量 , 则 由 于 我 国 十 时 重 距 
离 而 不 重 角度 , 因而 所 用 仪器 与 方法 与 西方 大 不 相同 。 至 退 在 
汉 初 ,我 国 即 已 出 现 用 距离 两 测 以 测 角 的 方法 求 得 太阳 高 度 这 
PM AEA. B= EIA, 更 发 展 成 一 般 的 重 差 方法 , 所 著 
《海岛 算 经 》 包括 了 多 种 复杂 测量 的 漂亮 公式 。 即 使 在 现代 ， 
要 设计 某 种 测量 方案 以 获得 答案 , 恐怕 也 不 是 那么 轻而易举 
的 。 

我 国 古 代 几 何 成 就 中 最 值得 骄傲 的 是 体积 理论 。 欧 几 里 得 
体系 以 许多 定义 与 公理 为 出 发 点 ,然后 据 此 进行 逻辑 推理 求 体 
积 。 与 之 不 同 , 我 国 古 代 几 何 着 眼 于 总 结 经 验 , 综合 事实 , 提炼 

40 


出 聊 聊 几 条 普遍 而 平凡 的 一 般 原理 , 然后 用 逻辑 推理 推导 出 多 
种 多 样 求 体积 的 结果 来 。 这 种 方法 正 与 整个 经 典 力学 可 以 建立 
在 三 条 牛顿 定律 上 者 相 类 似 。 在 这 种 思想 指导 下 , 在 三 国 时 期 
刘 徽 与 赵 爽 的 著作 中 即 已 出 现 了 出 入 相 补 原理 。 据 此 即 可 建立 
测量 理论 与 多 角形 的 面积 理论 。 开 平 . 立 方 的 算法 以 及 勾 股 形 
三 边 整数 比 公 式 的 证 明 也 都 英 基 于 这 一 原理 。《 海 岛 算 经 ) 诸 公 
式 形式 奇特 , 其 证 明 早已 失传 ,但 依据 出 入 相 补 原理 可 以 轻 而 易 
举 地 推导 出 这 些 公 式 。 如 果 用 那 种 添 平行 线 甚至 用 三 角 术 等 方 
法 来 证 明 , 则 不 仅 违 背 历 史 , 尽 失 古 意 , 还 要 费 不 少 心 机 才能 迁 
过 曲折 地 求 得 那些 公式 。 

多 面体 的 体积 比 之 多 角形 的 面积 是 一 个 艰深 的 问题 。 依 据 
现代 的 数学 研究 , 当时 要 建立 体积 理论 ,不 可 避免 地 要 引入 相当 
于 今日 极限 .连续 这 类 的 概念 , 因 之 与 面积 理论 有 本 质 上 的 区 
别 。 我 国 古代 算 家 敏锐 地 认识 到 这 一 点 , 并 由 刘 徽 子 以 彻底 解 
决 。 刘 徽 依 据 任 意 多 面体 由 某 些 基 本 形体 阳 马 、 疝 有 锋 等 拼合 而 
成 ,并 从 长 方 体 的 解体 齐 析 , 通过 极限 过 程 建立 了 “ 阳 马 居 二 、 整 
肝 居 一 ,不 易 之 率 也 ”这 一 二 比 一 原理 。 这 一 原理 与 出 入 相 补 原 
理 相 结合 , 即 可 葛 定 多 面体 体积 理论 的 基础 ,并 正如 《 九 章 算 术 》 
TR, 可 容易 地 获得 各 种 多 面体 的 体积 公式 。 整 个 理论 简单 优 
美 , 与 古 希腊 处 理 同 类 问题 用 穷竭 法 之 拖 查 繁琐 者 相 比 , 优 劣 判 
然 。 这 是 我 国 古代 几何 学 的 一 项 杰作 。 

曲 体 特别 是 球体 的 体积 , 显然 不 能 仅仅 用 上 面 两 个 原理 来 
解决 。 刘 徽 指 出 了 某 一 特异 曲 体 所 谓 “ 牟 合 方 盖 ” 在 这 一 问题 中 
的 作用 以 及 解决 整个 问题 的 途径。 后 终于 在 南北 朝 时 由 祖冲之 
之 子 祖 蜡 提 炼 出 “ 缘 符 势 既 同 , 则 积 不 容 异 ”这 一 原理 以 作为 求 
曲 体 体积 的 基础 ,并 且 彻 底 解 决 了 球体 体积 问题 。 我 们 称 这 一 
原理 为 刘 祖 原理 。 至 17 世纪 时 , 它 又 为 意大利 Cavalieri 所 重新 
发 现 而 被 称 为 Cavalieri 原理 , 成 为 微 积 分 得 以 建立 的 基石 之 一 。 
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结 R 语 


数学 是 一 门 研究 现实 世界 中 的 空间 形式 与 数量 关系 , 即 全 
穹 数 与 形 的 科学 。 儿 何 学 致力 于 形 的 研究 ,因而 也 可 称 为 形 学 。 
欧 几 里 得 几何 脱离 形 来 自 现 实 世 界 的 实质 , 而 着 眼 于 抽象 出 来 
的 概念 与 性 质 及 其 相互 闻 的 逻辑 关系 。 与 之 相反 ,我国 十 代 几 
何 的 对 象 都 直接 来 自 现实 世界 ,问题 也 大 都 来 自 实际 需要 。 欧 
几 里 得 几何 形 数 脱节 , 实际 上 排斥 了 数量 关系 。 与 之 相反 ,在 我 
国 几 何 学 的 整个 发 展 过 程 中 , 始终 形 数 合 一 , 互助 互 益 。 开 平 、 
立方 与 解 二 次 方程 , 都 以 出 入 相 补 原理 为 其 几何 背景 , BP 
例 。 

宋 元 之 际 ， 引 进 了 了 天 元 一 的 概念 。 各 种 几何 量 都 用 天 元 一 
的 格式 表达 。 这 种 表达 式 相 当 于 现代 的 多 项 式 。 几 何 问 题 变 为 
求解 方程 组 的 问题 。 四 元 术 更 发 展 了 导 源 于 《 九 章 算术 》 方 程 
术 的 消 元 法 ， 使 多 至 四 个 方程 组 可 逐步 化 为 只 有 一 个 未 知 数 的 
方程 以 逐一 求解 。 这 种 几何 的 代数 化 为 解析 几何 的 出 现 迈 出 了 
重要 的 、 也 是 决定 性 的 一 步 。 

解析 几何 的 创立 者 Descartes， 有 一 篇 直到 死 后 才 刊 印 的 未 
完成 著作 《指导 思维 方向 的 法 则 》(《Rules for the direction of 
the mindy ) 。 在 这 一 著作 中 ，PDescartes 拟 议 了 一 个 解决 问题 的 
普遍 方法 ， 期 望 它 能 适用 于 一 切 类 型 的 问题 。 其 方法 大 致 如 
F: 第 一 步 ， 把 任 一 问题 化 为 一 数学 问题 ; 第 二 步 ， 把 任 一 数 
学 问题 化 为 一 代数 问题 ; 第 三 步 ， 把 任 一 代数 问题 化 为 一 解 单 
独 一 个 方程 的 问题 。Descartes 还 提出 应 按照 未 知 数 的 个 数 建 
芯 同 样 多 的 方程 ， 而 每 一 方程 都 是 某 一 多 项 式 等 于 零 的 形式 。 
显然 ，Descartes 的 计划 过 于 安 伟 也 过 于 粗 玻 ， 事 实 上 无 法 做 
到 。 可 能 正 因为 如 此 ，Descartes 没有 完成 他 的 《指导 思维 方 
癌 的 法 则 》 这 一 著作 ， 但 却 从 这 一 宏伟 计划 中 抽出 一 部 分 来 
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成 了 他 的 不 朽 之 作 《方法 论 ，， 并 在 附录 中 阐述 了 现在 被 称 作 
解析 几何 的 概念 与 方法 。 顺 便 指出 ， 这 一 附录 中 还 没有 引进 坐 
标 ， 线 段 也 不 分 正 负 ， 因 而 实质 上 只 是 一 种 有 系统 的 几何 代数 
化 方法 ， 至 于 Descartes 这 些 著 作对 整个 科学 特别 是 数学 的 重 
要 影响 ， 则 已 是 尽 人 和 缘 知 的 事 了 。 

回顾 我 国 从 秦汉 到 宋 元 间 数学 发 展 的 历程 ， 可 谓 我 国 传统 
数学 所 走 过 的 道路 正好 与 Descartes 的 计划 若 合 一 丰 ; 反 过 来 ， 
Descartes 的 计划 ， 也 无 异 于 为 中 国 传 统 数学 作 了 一 个 很 好 的 
总 结 。 

中 国 传统 数学 的 成 就 决 不 止 于 上 述 内 容 ， 但 由 于 篇 幅 所 
限 ， 更 由 于 笔者 知识 所 限 ， 对 其 他 成 就 将 不 再 论述 。 

我 们 崇拜 中 国 传统 数学 ， 决 非 是 泥 古 迷 古 ， 为 古 而 古 。 复 
古 是 没有 出 路 的 。 我 们 的 目的 不 仅 是 要 显示 中 国 古 算 的 真实 面 
盘 ， 也 不 仅 是 为 了 破除 对 西 算 的 盲从， 端正 对 中 算 的 认识 ， 我 
们 主要 的 也 是 真正 的 目的 ， 是 在 于 古 为 今 用 。 
”数学 在 中 国 古 时 历来 称 为 算术 。 这 正好 反映 了 中 国 古 算 构 
造 性 、 计 算 性 与 机 械 化 的 特色 。 数 学 不 仅 为 了 应 用 ， 即 使 为 了 
在 纯 数学 范畴 内 获得 具体 结果 ， 也 一 不 能 无 算 ， 二 必须 有 术 。 
对 于 概念 与 概念 之 间 逻 辑 关 系 的 认识 ， 不 仅 在 过 去 而 且 在 将 来 
都 起 着 重要 作用 。 但 也 不 能 不 有 所 警惕 ， 追 求 过 其 不 无 有 陶 入 
推理 游戏 甚至 数字 游戏 的 危险 。 算 术 两 字 ， 决 非 对 数学 的 捍 
词 。 试 对 17 世纪 数学 上 的 两 大 成 就 解析 几何 与 微 积 分 略 加 分 
析 : 解析 几何 为 使 欧 儿 里 得 式 的 几何 证 明 化 为 中 国 传统 数学 的 
计算 方式 开辟 了 道路 ， 无 非 是 把 几何 化 为 算术 的 一 种 方法 。 微 
积分 按 西 文 名 词 不 妨 直译 为 无 穷 小 算法 。 在 牛顿 与 莱 布 尼 蒋 之 
前 作为 微 积分 的 先驱 者 瓦尔 利 斯 (Wallis) 的 一 部 著作 ， 其 名 
称 直 截 了 当 就 叫做 《无穷 的 算术 》。 由 于 计算 机 的 出 现 ， 算 术 
化 的 倾向 在 近代 数学 中 的 作用 也 日 益 显 著 ， 越 来 越 为 人 们 所 认 
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识 。 不 少 闭 名 的 数学 家 ， 近 年 来 纷纷 转向 于 计算 机 代数 、 计 算 
性 几何 一 类 新 兴学 科 。 中 国 古 代 算 术 的 思想 与 方法 ， 正 好 与 近 
代 计 算 机 的 使 用 融合 无 间 ， 也 必 将 因此 而 重 返 青春 ， 以 另 一 种 
加 新 面貌 在 未 来 的 数学 发 展 中 扮演 重要 角色 。 究 竟 它 将 占据 何 
种 地 位 ， 笔 者 不 拟 亡 作 预 测 ， 但 愿 以 二 语 作 结 : 事在人为 ， 还 
看 今朝 。 
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《现代 数学 新 进展 》 序 ， 


1985 年 10 月 4 日 至 13 日 ， 中 国 科 学 院 系统 科学 研究 所 
在 部 分 同志 倡导 下 ， 举 办 了 以 刘 徽 命名 的 数学 讨论 班 ， 邀 请 十 
几 位 数学 专家 对 现代 数学 的 某 些 领域 及 其 成 就 作 了 概括 性 报 
告 。 本 书 就 是 这 些 报告 的 一 个 综合 。 

这 一 讨论 班 的 出 现 受 益 于 驰名 国际 的 Bourbaki 讨论 班 的 
启发 。 | 
本 世纪 30 年 代 ， 法 国 的 一 些 青 年 数学 家 创立 了 Bourbaki 
学 派 。 学 派 的 主要 创建 人 如 A. Weil, H. Cartan, C. Cheval- 
ley, T. Diewdonne: J. Delsarte, Ch. Ehresmann 等 ， 都 是 当 
时 法 国 培养 数学 家 的 中 心 和 基地 一 一 巴黎 高 等 师范 学 校 的 学 
生 。 这 些 青年 后 来 都 在 学 术 上 取得 了 杰出 的 成 就 ， 从 而 成 为 国 
际 数学 界 的 巨人 艾 。 但 是 ， 他 们 的 活动 并 不 局 限于 个 人 的 学 术 研 
究 。 他 们 以 Bourbaki 为 集体 ， 举 办 了 部 干 对 全 世界 数学 发 展 
有 重大 与 深远 影响 的 活动 。 其 一 是 《数学 原理 》 全 书 的 编写 ， 
其 二 是 Bourbaki 讨论 班 的 设立 。 

数学 经 过 几 干 年 的 发 展 ， 已 成 为 分 支 庞 杂 的 宏伟 体系 。 学 
者 终 其 一 生 ， 即 使 是 一 流 大 师 ， 也 往往 只 能 在 少数 领域 有 所 建 
it, IRET AERC SSR. Bourbaki 集体 提出 了 用 结构 这 一 概念 
来 贯 串 整个 数学 ， 并 着 手 编写 《数学 原理 >， 从 无 结构 的 集合 
论 与 具有 最 基本 结构 的 实数 论 开 始 ， 依 次 进入 结构 不 同 逐 步 丰 


* 本 文摘 自 《现代 数学 新 进展 》( 吴 文俊 主编 )， 安 徽 科 技 出 版 社 ，1988 年 。 
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组 的 各 个 领域 。 该 书 各 分 册 由 Bourbaki 中 成 员 分 头 执 笔 但 
是 必须 经 过 集体 讨论 ， 人 和 集体 修 改 ， 并 以 Bourbaki YZ. HE 
书 的 编写 ， 往 往 数 易 其 稿 。 至 今 已 出 版 数 十 分 册 ， 历 时 四 五 十 
年 ， 但 尚 不 能 预料 完成 的 时 日 。 编 写 工 作 也 已 由 Bourbaki 中 
老 的 一 代 交 缉 给 新 的 一 代 。 这 部 鸿 篇 巨制 不 仅 对 数学 的 发 展 有 
巨大 的 影响 ， 而 且 给 法 国 数学 界 带 来 了 极 高 的 声誉 。 

博 与 精 难以 得 兼 。 数 学 家 为 自己 所 从 事 的 课题 研究 ， 已 耗 
费 了 大 部 分 精力 和 时 间 ， 对 与 研究 课题 无 关 的 领域 ， 往 往 无 力 
涉 猫 。Bourbaki 讨论 班 之 设立 恰好 弥补 了 这 一 缺憾 。 这 一 讨论 
班 实 质 上 是 一 种 数学 动态 讨论 班 ， 报 告 的 内 容 并 非 个 人 的 研究 “ 
成 果 ， 而 是 介绍 国际 上 当前 某 些 重大 发 现 。 该 讨论 班 一 年 举办 
三 次 报告 会 ， 每 次 约 三 天 ; 在 报告 会 的 中 间 提 出 下 一 次 值得 介 
绍 的 课题 ， 并 由 与 会 者 自告奋勇 地 去 准备 ， 有 时 也 邀请 外 人 作 
报告 。 报 告 人 在 报告 时 往往 融合 自己 的 思想 和 创见 。 由 于 其 内 
容 的 精辟 ， 影 响 已 远 远 越过 了 法 国 国界 。 历 届 讨 论 班 都 编 印 报 
告 论文 集刊 行 ， 成 为 数学 上 创新 的 重要 源泉 ， 为 全 世界 各 个 不 
同 领域 中 的 数学 家 共同 的 重要 参考 文献 。 笔 者 50 年代 初 参加 
这 一 讨论 班 时 ， 全 班 不 过 20 来 人 ， 在 巴黎 高 等 师范 学 校 的 一 
个 小 教室 中 举办 。1982 年 重 游 巴黎 时 ， 地 点 已 移 到 巴黎 
Poincaré 人 研究 所 的 一 个 阶梯 教室 。 笔 者 到 达 时 虽 不 算 晚 ， 但 不 
仅 座 无 虚 席 ， 而 且 阶 梯 过 道上 也 坐 满 了 人 ， 后 来 者 只 好 立 于 门 ' 
外 。 许 多 人 是 专程 从 远道 赶 来 参加 的 。 

Bourbaki 学 派对 青年 一 代 的 培养 极为 重视 。 姑 且 不 说 老 一 
ZEA Ut Weil, Cartan 曾 获 得 可 与 Nobel X FAKE H Wolf 奖 ， 在 
他 们 培育 之 下 成 长 的 如 LL. Schwartz, J. P. Serre, R. 
Thom, A. Grothendieck, P. Déligne 和 等， 都 先后 获得 了 在 数 
学 界 训 有 最 高 荣誉 但 只 授予 青年 数学 家 的 Fields X, 

50 年 代 以 来 ，Bourbaki 的 影响 已 波及 整个 数学 界 。 青年 
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数学 家 纷纷 将 Bourbaki 奉 为 圭 泉 ， 以 《数学 原理 》 为 学 习 基 
it, #56 Bourbaki 学 派 的 著作 ， 奶 随 他 们 提出 的 研究 方向 ， 
接受 他 们 的 结构 思想 ， 推 行 他 们 倡导 的 公理 化 体系 。 

这 些 虽然 都 是 Bourbaki 学 派 的 伟大 业绩 ， 但 还 仅仅 是 其 
外 部 表现 ， 而 不 足以 说 明 其 精神 实质 。 

笔者 在 国外 曾 遇 到 一 位 第 三 世界 的 数学 家 ， 他 说 了 这 样 一 
AJW: “Bourbaki 是 法 国民 族 精神 的 产物 。 

此 语 可 谓 一 针 见 血 。 这 位 数学 家 口中 的 Bourbaki， 才 是 真 
正 的 Bourbakil | 

文艺 复兴 与 资产 阶级 大 革命 以 后 ， 法 国 已 成 为 欧洲 科学 文 
化 的 中 心 ， 数 学 界 尤 其 人 材 辈 出 。 拿 破 仑 在 执政 时 又 创办 本 独 
有 具 一 格 的 多 工艺 学 校 ， 由 数学 家 G. Monge 主持 其 事 。 从 此 多 
工艺 学 校 就 成 了 法 国 培养 数学 家 的 中 心 与 基地 ， 直 到 J. 
Douboux 活跃 于 数学 界 时 才 计 位 于 巴黎 高 等 师范 学 校 。 从 17 
世纪 R. Descartes, P. Fermat, 4F 4, 384i JE te S o Rr 
几何 与 微 积 分 起 ， 法 国 在 长 达 两 百 多 年 的 时 期 一 直 执 欧洲 数学 
发 展 即 世 界 数学 发 展 的 牛 耳 。 但 是 到 19 世纪 中 期 ， 德 国 数学 
崛起 ， 逐 渐 后 来 居 上 ， 数学 中 心 有 从 巴黎 转 至 德国 的 
Gottingen 与 柏林 之 势 。 进 入 本 世纪 后 ， 与 德国 相 比 ， ABR 
学 研究 的 范围 日 益 显 得 有 些 人 和 偏锋， 更 少 新 的 思想 。 也 数论 向 来 
是 法 国 数学 的 一 张 王牌 ， 但 到 本 世纪 30 AFAR, J. Hadamard, 
E. Borel, E. Picard, P. Montel, G. Julia, G. Valiron 等 的 
光辉 成 就 已 成 强 弩 之 末 ， 难 以 为 继 ， 他 们 的 方向 也 不 再 象 过 去 
那样 在 整个 数学 王国 中 占据 核心 地 位 ， 法 国 数学 已 濒临 形 失 过 
去 二 百 多 年 来 国际 领先 地 位 的 境地 ， 而 且 与 周围 各 国 的 差距 颇 
有 扩大 之 势 。 在 这 样 的 形势 下 ， 法 国 一 些 年 轻 而 有 才华 的 有 心 
人 创立 了 Bourbaki 学 派 ， 经 过 数 十 年 的 惨淡 经 营 ， 终 于 使 法 
国 数学 重新 占据 世界 舞台 的 中 心 。 在 构造 概念 下 对 全 部 数学 的 
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统一 处 理 , 《数学 原理 》 全 书 的 编写 ，Bourbaki 讨论 班 的 创立 ， 
对 青年 一 代 的 培养 ， 凡 此 种 种 ， 都 无 非 是 在 以 复兴 法 国 数学 为 
历史 使 命 这 一 指导 思想 下 产生 的 数学 思想 与 具体 措施 。 当 年 都 
是 二 十 多 岁 的 年 轻 人 ， 如 今 都 已 老者 老 任 ， 有 的 已 经 故 世 。 近 
年 来 ，Bourbaki 的 影响 已 见 衰退 ， 对 他 们 的 思想 与 体系 也 颇 有 
争议 ， 并 不 时 受到 非议 ， 其 成 功 确 也 有 一 定 的 范围 和 局 限 性 。 
但 是 他 们 为 重 振 法 兰 西 精神 所 作 的 努力 ， 不 仅 对 法 国人 民 是 可 
贵 的 ， 也 可 供 其 他 各 国人 民 借 鉴 与 学 习 。 我 们 要 向 Bourbaki 
等 派 学 习 的 ， 不 在 于 他 们 在 各 个 领域 了 到 得 的 各 项 特殊 的 成 就 ， 
也 不 在 于 他 们 时 有 争议 的 思想 体系 。 这 些 都 在 可 学 可 不 学 、 可 
从 可 不 从 之 间 。 真 正 值得 我 们 学 习 的 乃 是 他 们 这 种 可 贵 的 精 
神 。 | 
:中 世纪 的 欧洲 ， 一 直 为 封建 领主 所 割据 而 分 成 无 数 小 块 领 
iis E 10 世纪末， 法 兰 西 虽然 名 义 上 成 为 统一 的 国家 ， 实 际 
上 仍然 四 分 五 裂 ， 直 到 英法 百年 战争 之 后 ， 于 15 世纪 才 结 束 
了 封建 割据， 实现 国家 统一 至 今 不 过 四 百 多 年 。 与 之 相 较 ， 早 
在 公元 前 211 年 ， 秦 始 皇 统一 六 合 ， 中 国 就 成 为 中 央 和 集权 的 封 
建 大 帝国 。 自 秦汉 迄 宋 元 时 代 ， 我 国 在 数学 上 绵延 不 绝 的 光辉 
成 就 ， 为 现代 数学 打下 了 基础 ， 也 为 数学 的 未 来 发 展 做 出 了 楷 
模 。 只 是 自明 代 以 来 的 几 百 年 中 ， 我 国 的 传统 数学 又 然 衰微 ， 
几乎 退出 了 历史 舞台 。 振 兴 中 华 ， 对 数学 工作 者 来 说 ， 不 仅 是 
振兴 的 问题 ， 而 且 还 有 一 个 复兴 的 问题 。Bourbaki 学 派 复兴 
国 数学 所 作 的 努力 ， 为 我 们 提供 了 一 个 良好 的 榜样 。 这 是 我 们 
创设 刘 徽 数学 讨论 班 的 缘起 。 

发 起 的 同志 认为 讨论 班 有 必要 冠 以 某 一 著名 数学 家 的 名 
字 ， 原 拟 为 祖冲之 讨论 班 ， 最 后 确定 为 刘 征 讨论 班 。 

祖冲之 ，5 世纪 南北 朝 人 ， 最 为 国内 外 知名 的 工作 是 关于 
BUR x 的 计算 。《 隋 书 . 律 历 志 》 载 :“ 宋 来 ， 南 徐州 从 事 史 
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祖冲之 更 开 密 法 。…… 密 率 : 圆 径 一 百 一 十 三 ， 贺 周三 百 五 十 
ho AB: 贺 径 七 ， 周 二 十 二 。” 用 现代 的 形式 揪 述 即 
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此 外 ， 祖 冲 之 最 主要 的 著作 是 《级 术 》， 号 称 难 读 ， 并 已 失传 ， 
AAC ASA. TRA JL, ARR KAMARA ERA 
PURSUE “HAE, WERAR” HARR, URERZE 
17 世纪 又 被 重新 发 现 的 Cavalieri 原理 。 众 所 周知 ， 这 一 原理 
是 微 积分 得 以 产生 的 主要 推动 力 之 一 。 祖 冲 之 不 仅 是 一 位 伟大 
的 数学 家 和 天 文学 家 ， 而 且 也 是 一 位 伟大 的 工程 师 。 他 曾 制 造 
过 指南 车 、 坎 器 、 干 里 船 、 水 礁 磨 等 机 械 ， 经 试验 都 很 有 效 ， 
可 以 说 是 我 国 古 代 一 位 Leonardo da Vinci 式 的 伟人 。 西 方 撰写 
的 数学 史 提 到 我 国 古 代 的 数学 家 时 ， 常 以 祖冲之 为 代表 。 鉴 于 
祖冲之 在 科学 技术 上 的 成 就 ， 受 到 国内 外 如 此 尊崇 ， 应 该 说 是 
很 自然 的 ， 而 且 是 无 可 非议 的 。 

但 是 ， 从 数学 的 角度 来 说 ， 祖 冲 之 不 能 视 为 我 国 古代 数学 
史上 的 代表 人 物 。 真 正 的 代表 人 物 应 该 是 刘 徽 ， 而 不 是 祖 冲 
Ze 

刘 徽 ， 三 国 魏 晋 时 人 ， 生 举 年 月 不 详 。 我 国 古 代数 学 的 经 
典 代表 著作 是 成 书 于 公元 前 后 100 年 间 的 《 九 章 算术 》 (LAF 
简称 《 九 章 》)。 刘 徽 的 主要 著作 一 是 为 《 九 章 》 作 注 〈 以 下 简 
称 《 九 章 注 》)， 另 一 是 原 拟 作 《 九 章 》 新 补 一 章 但 后 来 单独 成 
书 的 《海岛 算 经 >。 对 于 从 事 中 国 古 代数 学 中研 究 的 同志 来 说 ， 
把 刘 征 看 成 我 国 古 算 的 代表 人 物 应 该 是 无 庸 置疑 的 。 但 对 于 一 
般 人 来 说 ， 刘 徽 可 能 是 不 见 经 传 的 人 物 ， 与 祖冲之 之 家 喻 户 晓 
不 能 相提并论 。 

笔者 认为 ， 一 般 人 人， 包括 很 大 一 部 分 数学 工作 者 ， 只 知 有 
祖冲之 而 不 知 有 刘 微 ， 其 中 颇 有 缘故 。 不 论 中 外 ， 贺 周 率 的 计 
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算 历来 都 是 众 所 瞩 目的 问题 。 在 圆周 率 计 算 上 有 突出 成 就 的 祖 
冲 之 ， 也 就 容易 得 到 对 我 国 古 代数 学 颇 为 隔膜 的 西方 数学 史家 
的 赞扬 。 妃 本 渊源 ， 很 可 能 是 由 对 我 国 古 算 仅 仅 一 知 半 解 的 西 
方 传教 士 先 入 为 主 的 介绍 所 致 。 不 论 有 意 无 意 ， 真 正 代表 我 国 
古代 数学 的 《 九 章 )， 西 方 传教 士 几乎 从 未 提 到 。 近 代 ，《 九 
人 草 》 盟 然 也 被 翻译 成 几 种 外 文 ， 但 其 真正 精髓 《 九 章 注 )， 至 
今 仅 有 一 种 日 文 译本 。 我 国 古 代数 学 ， 至 明 季 已 几 成 绝学 。 现 
代 的 数学 ， 自 明 末 西方 传教 士 进入 我 国 开 始 ， 完 全 从 西方 引 
进 。 一 般 人 对 我 国 传统 数学 的 认识 ， 也 就 往往 以 西方 数学 史家 
的 著作 为 依据 ， 西 方 传教 士 的 一 也 之 见 ， 不 知 不 觉 地 深入 人 心 
而 成 为 普遍 的 看 法 。 

祖冲之 父子 的 主要 著作 CBR) 早已 失传 ， 其 内 容 不 得 而 
知 。 四 而 对 祖冲之 在 数学 上 的 成 就 很 难 作出 全 面 确切 的 评价 。 
就 圆周 率 计 算 而 论 ， 虽 然 祖冲之 的 朴 密 二 率 是 一 项 杰作 ， 但 二 
率 的 得 来 各 家 说 法 不 一 ， 磊 难 腾 测 ; 估算 较 玖 但 早 于 祖冲之 者 
Ea hy Bi Se OK GS, EADS CR) BT ORE A RU RK, IK AR. x 
fl. EB. KERF, KPI ZH fh OG A 15 t 
纪 阿 拉 伯 的 阿尔 卡 西 等 。 因 而 祖冲之 在 数学 史上 的 地 位 仅 赁 这 
一 工作 并 不 能 评价 过 高 。 相 有 反 ， 计 算 圆 周 率 的 理论 根据 需要 某 
种 极限 的 概念 。 通 过 圆 内 接 多 边 形 周 界 极限 来 计算 圆周 率 的 方 
A, ABE CURE) 中 已 作 了 详细 的 解释 。 在 没有 发 现 其 他 
文献 可 以 印证 的 情况 下 ， 刘 徽 无 疑 应 视 为 圆周 率 计 算 理论 与 方 
法 的 真正 葛 基 人 与 缔造 者 。 同 样 ， 祖 眶 原理 即 后 批 的 Cavalieri 
原理 虽然 出 自 祖 蚌 ， 球 体积 的 计算 也 完成 于 祖 蜡 ， 但 在 刘 徽 的 
《 九 章 注 》 中 ， 早 已 有 了 这 一 原理 的 痕迹 ， 刘 徽 并 且 已 应 用 于 
某 些 简单 曲 体 体积 的 计算 ， 只 是 没有 形成 文字 而 已 。 把 这 一 原 
理 改称 为 刘 祖 原理 ， 亦 无 不 当 。 至 于 祖 蜡 的 球体 积 计 算 ， 依 赖 
于 茶 一 古怪 的 立体 所 谓 牟 合 方 盖 体积 的 计算 。 但 牟 合 方 盖 以 及 
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由 此 通 往 球 体积 计算 的 道路 ， 刘 徽 在 《 九 章 注 》 中 都 已 指明 。 
自 刘 徽 至 祖 星 的 数 百 年 间 ， 不 妨 可 以 认为 正 是 由 于 数学 家 们 孜 
孜 雁 雁 地 遵循 了 刘 徽 指明 的 道路 , 才 终 于 完成 于 祖 蜡 原 理 的 。 

CJL) 特别 是 刘 徽 的 《 九 章 注 》， 是 我 国 传统 数学 的 伟大 
宝库 ， 是 直至 宋 元 时 期 我 国 在 数学 上 许多 重要 发 明 创 造 的 源 
泉 。 刘 徽 对 数学 的 贡献 ， 足 可 与 古 希 腊 的 贡献 相提并论 ， 对 现 
代数 学 的 影响 ， 也 决 不 在 古 希 腊 的 影响 之 下 。 以 上 所 举 的 圆周 
率 与 球体 积 计算 ， 只 是 刘 微 众多 贡献 中 的 两 例 而 已 。 我 们 不 拟 
对 刘 徽 的 贡献 作 较 详细 的 介绍 。 读 者 尽 可 求 之 于 刘 微 的 原著 或 
有 关中 国 数学 史家 的 专门 著作 。 

为 《 九 章 》 作 注 者 并 非 刘 徽 一 人 ， 在 刘 徽 前 后 都 不 乏 其 
Ko (ARR YT RZ RUE AREER SD, RANK COLETTE) 
流传 至 今 。 我 们 不 妨 认为 《 九 章 注 》 是 刘 徽 以 及 其 前 与 同期 我 
国 数 学 家 聪明 智慧 的 结晶 ， 而 以 刘 徽 为 这 些 古 贤哲 的 代表 ， 正 
R Bourbaki 是 一 个 集体 的 代表 名 称 那 样 。 在 这 种 意义 下 ， 刘 
微 无 可 争 以 地 是 我 国 传统 数学 中 唯一 的 代表 人 物 。 

对 于 我 国 的 中 国 数学 史 专 家 来 说 ， 刘 徽 之 为 我 国 传统 数学 
的 代表 人 物 本 来 是 一 种 常识 。 但 我 国 传统 数学 濒于 失传 并 让 位 
于 西方 近代 数学 已 有 几 个 世纪 之 久 。 因 而 我 国 的 数学 家 容易 以 
对 我 国 传统 数学 几乎 一 无 所 知 的 西方 数学 史家 的 导论 为 与 论 ， 
而 忽略 了 玖 悉 我 国 传统 数学 的 我 们 自己 数学 史家 的 真实 意见 。 
这 可 能 是 历来 盛 称 祖冲之 而 刘 微 之 名 不 彰 的 重要 原因 之 一 。 

这 一 轻重 倒置 与 我 们 创设 这 一 讨论 班 的 主旨 根本 不 相 容 。 
因 之 ， 这 一 讨论 班 不 能 冠 以 祖冲之 之 名 而 应 以 刘 徽 来 命名 。 这 
就 是 刘 徽 讨论 班 名 称 的 由 来 。 

这 次 讨论 班 由 15 位 专家 分 别 对 数学 中 若干 重要 领域 、 重 
要 理论 与 课题 作 了 概括 性 的 介绍 。 他 们 的 报告 除了 一 篇 因 未 交 
稿 以 外 都 收 在 这 本 文集 中 。 所 介绍 的 领域 有 数理 统计 、 线 性 规 
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划 、 模 型 论 、 复 几何 、Kac - Moody 代数 、 非 标准 分 析 、 模 糊 
数学 等 。 报 告 人 都 是 有 关 方 面 的 专家 并 有 他 们 自己 的 贡献 。 这 
些 领 域 有 些 历史 悠久 ， 其 重要 性 久 已 为 人 们 认识 ， 有 些 虽 然 出 
FRECHE, (E5 m A Rc. PU 50 年 代 开 始 提 出 的 模型 论 ， 
是 60 年 代 出 现 的 划时代 的 非 标准 分 析 的 基础 。 又 如 线性 规划 ， 
RA EAF 60 年 代 初 期 ， 近 年 来 由 于 出 现 了 苏联 Khachiyan 
和 印度 Karmarkar 提出 的 新 方法 引起 了 重大 反响 ，《 参 考 消 息 》 
上 也 有 过 多 次 报道 。 再 如 复 几 何 ， 由 于 陈省身 、 丘 成 桐 等 的 重 
要 贡献 ， 成 为 纯 数 学 中 当前 极为 活跃 的 一 项 中 心 课 题 ， 报 告 人 
钟 家 庆 同 志 由 于 这 方面 的 工作 而 获得 第 一 届 陈 省 身 奖 。 某 些 领 
域 形 成 未 久 ， 例 如 Kac — Moody 代数 ， 1968 年 Kac 的 工作 
而 得 名 ， 由 于 在 物理 学 及 其 他 方面 的 应 用 而 得 到 迅速 发 展 。 另 
外 ， 某 些 领域 如 模糊 数学 ， 历 来 虽 有 和 争议， 但 其 应 用 前 景颇 为 
乐观 ， 有 待 于 在 这 方面 已 有 显著 成 就 的 我 国 数学 家 继续 努力 。 
又 如 非 标 准 分 析 ， 于 60 ÆRA A. Robinson 创立 后 ， 数 学 
家 们 对 之 持 不 同 态度 ， 但 近年 来 由 于 法 国 Strasbourg 大 学 G. 
Reeb 领导 下 数学 家 做 了 出 色 的 工作 ，Bourbaki 讨论 班 曾 作 专 
门 介绍 ， 局 面 势 将 改观 。 我 国 数学 家 已 率先 将 非 标准 分 析 成 功 
地 应 用 于 解决 广义 函数 乘法 问题 ， 这 是 广义 函数 问世 以 来 即 被 
公认 的 难题 。 

近年 来 ， 众 多 长 期 成 为 悬案 的 难题 获得 了 重大 进展 ， 以 至 
彻底 解决 。 例 如 ， 关 于 Bieberbach 猜想 的 论文 历来 数 以 万 计 ， 
却 为 de Branges 一 举 获得 完全 的 证 明 。 尤 其 难能可贵 的 是 组 合 
数学 中 存在 了 百 多 年 的 所 谓 Steiner 三 元 系 问题 ， 直 至 1980 年 
还 认为 解决 无 期 ， 却 在 1981 一 1983 年 间 为 我 国内 蒙古 一 位 中 
学 教师 陆 家 狠 几乎 完全 人 解决。 在 他 不 幸 早 逝 时 ， 只 留 下 了 六 个 
孤立 的 例外 。 陆 家 义 同 志 由 于 这 一 杰出 成 就 获得 第 三 届 全 国 自 
然 科 学 奖 一 等 奖 。 此 外 如 气体 动力 学 中 的 Riemann 问题 ， 已 
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有 百年 以 上 的 历史 ， 向 为 Courant 研究 所 的 传统 研究 课题 ， 我 
国 丁 夏 畦 、 罗 佩 珠 、 陈 贵 强 等 同志 对 此 取得 了 重要 的 突破 性 的 
进展 。 陈 贵 强 同 志 因 此 被 Courant 研究 所 邀请 访问 已 有 两 年 之 
久 。 中 国 科学 院 已 初步 评定 授予 十 夏 畦 同志 科技 进步 奖 特等 
奖 。 又 如 不 动 点 理论 向 来 是 拓扑 学 与 应 用 联系 的 一 个 重要 纽 
带 。 其 中 关于 不 动 点 几何 个 数 的 Nielsen 理论 出 现 于 本 世纪 20 
年 代 ， 我 国 数学 家 江 泽 涵 、 姜 伯 驹 、 石 根 华 等 同志 作 了 重要 的 
发 展 。Nielsen 的 一 个 重要 猜测 直到 数 年 前 才 为 姜 伯 驹 所 解决 。 

有 些 理论 与 方法 是 我 国 数学 家 所 独创 的 。 例 如 麻山 涛 同志 
关于 微分 动力 体系 的 理论 ， 获 得 了 1986 年 度 第 三 世界 科学 院 
奖 和 我 国 第 三 届 自 然 科 学 奖 一 等 奖 。 又 如 洪 加 威 同 志 的 几何 定 
理 例 证 法 ， 思 想 新 颖 ， 不 仅 在 数学 上 而 且 在 哲学 思想 上 发 人 深 
B, Gee Lewes. | 

我 国 传统 数学 有 其 自身 的 发 展 途径 与 独到 的 思想 体系 ， 而 
以 机 械 化 为 其 特色 ;方程 求解 尤其 是 贯穿 两 千 多 年 发 展 中 的 一 
条 主线 。 这 与 遵循 古 希 腊 传 统 的 西方 数学 的 公理 化 演绎 体系 大 
相 径 庭 ， 旨 趣 角 异 。 在 历史 长 河中 ， 数 学 机 械 化 算法 体系 与 数 
学 公理 化 演绎 体系 曾 多 次 反复 互 为 消长 ， 交 替 成 为 数学 发 展 中 
的 主流 。 人 肇始 于 我 国 的 这 种 机 械 化 体系 ， 在 经 过 百年 来 的 消沉 
后 ， 由 于 近代 计算 机 的 出 现 ， 已 越 来 越 为 数学 家 所 认识 和 重 
视 ， 势 将 重新 登 上 历史 舞台 。 笔 者 关于 几何 学 的 机 械 化 方法 ， 
本 质 上 即 坦 接 导 源 于 我 国 传统 数学 的 思维 方式 ， 目 前 在 几何 学 
定理 的 证 明 上 ， 已 获得 极为 可 观 的 成 功 。 这 一 方法 同样 可 用 于 
方程 求解 ， 这 也 是 对 我 国 传 统 的 直接 继承 。 由 于 理论 问题 与 实 
际 中 来 源 不 一 的 形形色色 问题 ， 最 后 往往 归结 为 求解 某 种 类 型 
的 方程 ， 因 而 其 应 用 前 景 极为 宽广 。 我 们 的 方法 为 复兴 我 国 的 
传统 数学 ， 提 供 了 一 个 有 效 的 切实 可 行 的 途径 。 笔 者 在 这 方面 
的 第 一 篇 著作 《初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 》， 刊 载 于 
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1978 年 《中 国 科 学 ?。 笔 者 在 该 文 之 来 加 了 一 个 附注 ， 现 将 这 
“我 们 关于 初等 几何 定理 机 械 化 证 明 所 用 的 算法 ， 主 
要 牵涉 到 一 些 多 项 式 的 运用 技术 ， 例 如 算术 运算 与 简单 消 
元 法 之 类 。 应 该 指出 ， 这 些 都 是 12 至 14 世纪 宋 元 时 期 中 
国 数学 家 的 创造 ， 在 那 时 已 有 相当 高 度 的 发 展 。 详 细 介 绍 
H A Ak EAEE (中 国 数学 史 ， 科 学 出 版 社 ，1964)。 
事实 上 ， 几 何 问 题 的 代数 化 与 用 代数 方法 系统 求解 ， 乃 是 
当时 中 国 数学 家 的 主要 成 就 之 一 ， 其 时 间 远 在 17 世纪 出 
现 解析 几何 之 前 。? 
讨论 班 的 创立 曾 得 到 北京 中 关 村 科技 发 展 公司 的 赞助 ， 在 
此 顺 致 谢意 。 国 外 近年 来 有 了 重大 发 展 而 国内 又 有 这 方面 专家 
可 作 深 刻 分 析 介 绍 者 为 数 众多 ， 国 内 也 还 有 不 少 发 明 创 造 。 由 
于 条 件 限制 ， 讨 论 班 的 报告 人 只 能 局 限于 北京 及 其 近邻 地 区 。 
还 有 些 同 志 由 于 出 国 访问 或 其 他 原因 ， 虽 曾 邀 请 作 相 应 的 报告 
但 未 能 如 愿 。 不 过 ， 仅 从 收集 在 本 文集 的 报告 内 容 来 看 ， 已 足 
见 我 国 在 数学 上 已 具有 一 定 的 实力 和 强大 的 潜力 。 复 兴 而 不 仅 
是 振兴 中 国 数 学 ， 使 自 秦 汉 和 馆 宋 元 傲 居 世 界 舞 台中 央 的 中 国 数 
学 重 展 昔日 雄风 于 今日 ， 应 该 是 完全 可 能 的 。 
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《陈省身 文选 、 传 记 、 通 众 
演讲 及 其 它 ) 序 


科学 出 版 社 决定 出 版 《陈省身 文选 )， 内 容 包 括 陈 省 身 教 
授 的 许多 通俗 演讲 、 综 合 报告 、 著 作 与 人 物 评 介 ， 以 及 对 目 己 
的 传记 文字 等 。 出 版 社 要 我 写 一 篇 序 ， 并 把 《文选 》 几 乎 全 部 
文章 的 复印 件 交 给 我 ， 以 作 参 考 。 这 使 我 感到 无 上 荣幸 ， 叉 感 
到 难以 胜任 。 但 在 将 这 些 复 印 件 翻阅 之 后 ， 使 我 回想 起 1946 
至 1947 年 在 中 央 研 究 院 数 学 研究 所 期 间 ， 在 陈 师 指 导 下 学 习 
拓扑 学 的 种 种 经 历 ， 故 作 此 随笔 ， 以 志 不 扎 。 

我 在 国外 访问 期 间 ， 曾 与 国际 友人 谈 起 各 人 的 学 术 经 历 。 
我 说 起 我 与 陈 师 本 不 相识 ， 只 是 在 中 央 研 究 院 数 学 研究 所 耽 了 
一 年 ， 从 陈 师 学 习 代 数 拓扑 ， 从 此 走 上 了 据 扑 的 研究 道路 。 闻 


”者 大 为 惊异 ， 拓 扑 号 称 难 学 ， 一 年 就 在 拓扑 上 做 出 研究 成 果 ， 


认为 不 可 思议 ， 因 而 见 人 就 说 此 事 。 其 实 这 并 不 可 怪 ， 这 正好 
说 明 陈 师 善 于 提携 后 进 ， 指 导 有 方 所 致 ， 如 此 而 已 。 

经 过 是 这 样 的 ， 陈 师 是 清华 大 学 也 是 西南 联 大 的 教授 ， 而 
我 毕业 于 上 海 交 通 大 学 数学 系 。 时 值 抗战 ， 我 常年 扑 居 上 海 ， 
对 外 界 数学 情况 颇 为 茫然 ， 对 陈 师 也 一 无 所 闻 。1945 年 抗战 
结束 ， 我 有 眼 得 以 复习 旧 日 所 学 的 数学 。 与 陈 师 相 识 ， 全 靠 亲 
友 帮 助 介 绍 。 其 时 陈 师 自 国外 回 上 海 主持 中 研 院 数学 所 ， 经 朋 
友 介 绍 往 见 陈 师 。 亲 不 并 为 我 打气 ， 说 陈 先 生 是 学 者 ， 只 考虑 


* 本 文摘 自 《 陈 省 身 文 选 )， 科 学 出 版 社 ，1989 年 。 
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学 术 ， 不 考虑 其 它 ， 不 妨 放胆 直言 。 在 一 次 与 陈 师 晤 谈 中 ， 我 
直率 提出 希望 去 数学 所 。 陈 师 不 置 可 否 ， 但 送 我 出 门 外 时 ， 却 
说 : 你 的 事 我 放 在 心 上 。 

过 了 没有 多 和 久 ， 陈 师 通知 我 去 所 工作 ， 从 此 我 便 走 上 了 数 
学 研究 的 道路 。 | 

当时 的 数学 所 规模 很 小 ， 只 占据 一 座 楼 的 第 二 层 。 最 大 的 
一 间 供 会 议 与 报告 之 用 ， 次 大 的 是 图 书 室 。 我 被 安排 在 图 书 室 
作为 工作 地 点 。 陈 师 独 居 一 室 ， 只 记得 有 一 架 打 字 机 ， 陈 师 经 
党 在 上 面 用 一 个 指头 打字 。 其 余 大 都 是 大 学 毕业 未 和 久 的 年 轻 
人 ， 分 居 各 室 。 我 到 那里 时 数学 所 刚 成 立 ， 陈 师 出 身 北 方 大 
学 ， 但 对 吸收 年 轻 学 子 人 豪 无 门户 之 见 。 他 们 来 自 武汉 大 学 、 浙 
江 大 学 、 上 海 大 同 大 学 ， 我 来 自 上 海 交 大 。 来 自 西 南 联 大 者 只 
有 陈 国 才 一 人 。 

数学 所 只 办 了 3 年 。 在 将 近 40 年 后 ，1985 年 陈 师 又 在 天 
津 办 起 了 南开 数学 所 。 两 个 数学 所 虽然 人 物 已 非 ， 内 容 有 异 ， 
但 都 体现 了 陈 师 的 宏伟 意图 ， 想 通过 它们 来 振兴 中 华 数学 ， 使 
中 国 在 未 来 成 为 与 国外 平等 独立 ， 甚 或 领导 世界 的 数学 大 国 ， 
有 步 台 有 计划 地 稳步 进行 ， 前 后 是 颇 为 一 臻 的。 南开 的 数学 
所 ， 正 是 40 年 前 中 研 院 数学 所 不 幸 中 断 的 一 个 继续 。 

中 人 研 院 数 学 所 的 第 一 年 ， 我 们 的 学 习 和 集中 于 代数 拓扑 ， 陈 
师 为 此 一 周 要 讲 多 达 十 二 小 时 的 课 ， 并 经 常 到 我 们 的 房间 里 来 
讨论 拓扑 中 的 各 种 问题 。 在 这 一 年 中 ， 陈 师 很 少 讲 到 微分 几 
何 。 我 在 数学 所 只 耽 了 一 年 ， 以 后 数学 所 搬 往 南京 ， 又 新 来 了 
不 少 人 ， 也 仍 以 代数 拓扑 为 研究 与 学 习 的 中 心 。 但 在 私下 里 ， 
陈 师 曾 多 次 和 我 谈 起 ， 他 的 主要 目标 不 是 拓扑 而 是 大 范围 或 整 
体 性 微分 几何 。 

E. Cartan 是 近代 最 伟大 的 微分 几何 学 家 10 。 陈 师 是 E. 
Cartan 的 当之无愧 的 继承 人 ”， 也 是 现代 微分 几何 的 奠基 人 。 
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E. Cartan 的 全 部 著作 中 的 微分 几何 部 份 ， 几乎 全 部 局 限于 局 
部 性 的 微分 几何 。 虽 然 在 晚年 注意 到 李 群 的 整体 性 质 ， 并 提出 
后 来 为 L. S. Pontrjagin 所 证 明 关 于 古典 李 群 Betti 数 的 可 能 
公式 ， 以 及 后 来 为 de Rham 所 证 明 对 微分 流 形 拓扑 性 质 带 有 
根本 性 的 猜想 ， 但 本 人 并 非 拓 扑 专家 ， 且 垂 草 之 年 也 已 无 力 为 
此 。 代 数 拓扑 虽 创 自 法 国 的 H. Poincaré, (RAF 30 年 代 ， 法 
国 并 没有 真正 的 代数 拓扑 学 家 ， 法 国 第 一 个 这 样 的 拓扑 学 家 ， 
Æ E. Cartan 的 学 生 C. Ehresmann。 他 为 了 完成 博士 论文 需 
要 拓扑 学 ， 曾 在 美国 普林斯顿 耽 过 一 年 ， 就 学 于 S. Lefschetz 
等 。 虽 然 如 此 ， 在 互 ，Cartan 的 著作 中 ， 既 指出 了 拓扑 学 对 于 
微分 几何 发 展 的 美好 前 景 ， 又 蕴含 了 许多 对 于 拓扑 学 本 身 极 有 
BES Ae Be. OC. Ehresmann 就 在 E. Cartan 著作 的 
局 发 之 下 ， 引 进 了 纤维 从 与 联络 的 一 般 概 念 ， 成 为 纤维 从 理论 
与 近代 联络 论 的 奠基 人 之 一 。 但 更 重要 的 发 展 则 无 疑 来 自 陈 
师 。 
陈 师 在 四 年 一 次 的 国际 数学 家 大 会 上 上， 先后 作 过 三 次 报 
告 。 第 一 次 是 在 1950 年 ， 是 一 小 时 全 会 报告 ?2。 第 三 次 在 
1970 年 ， 也 是 一 小 时 的 全 会 报告 。 在 1970 年 的 报告 中 ， 陈 
师 指出 ，“ 除 了 少数 孤立 的 结果 外 ， 大 范围 微分 几何 一 直 等 到 
代数 拓扑 和 李 群 为 它 铺 平 了 道路 后 才 得 到 发 展 "， 而 “大 范围 
微分 几何 是 一 个 年 青 的 领域 "。 事 实 上 ， 使 大 范围 微分 几何 从 
少数 孤立 的 结果 得 以 蔚然 形成 当前 最 活路 的 独立 分 枝 之 一 者 ， 
可 以 说 正 是 陈 师 本 人 。 纤 维 丛 与 联络 的 概念 虽然 早已 隐 含 在 
E. Cartan 的 著作 中 并 由 Ehresmann 与 陈 师 提 炼 出 来 ， 但 陈 师 
与 Ehresmann 不 同 之 处 是 : 后 者 只 对 概念 提出 了 明确 的 描述 ， 
而 前 者 则 不 仅 如 此 ， 还 提出 了 从 事 这 方面 定量 研究 的 方法 、 工 
具 与 实例 一 一 即 示 性 类 ， 特 别 是 引入 以 陈 师 命 名 的 陈 类 ， 示 性 
类 在 联络 之 下 的 具体 表达 式 ， 以 及 Gauss 一 Bonnet 一 般 公 式 的 
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重要 证 明 ， 等 等 。 最 早 的 示 性 类 虽 由 E. Stiefel 与 H. Whit- 
ney 在 1935 年 时 分 别 循 不 同 途 径 引 和 入， 但 性 质 所 知 不 多 且 未 
定名 ， 直 到 后 来 才 定 名 为 Stiefel ~ Whitney 示 性 类 。 由 于 这 些 
类 都 是 模 2 系数 的 同调 类 ， 因 而 对 微分 几何 与 分 析 的 研究 作用 
有 很 大 局 限 性 。 至 于 整 系数 的 Pontrjagin 示 性 类 则 虽 已 在 1944 
年 为 Pontrjagin 所 引入 ， 但 也 未 定名 并 鲜 为 人 知 ， 而 且 它 们 的 
性 质 直到 现在 还 有 很 大 的 神秘 性 。 因 而 当 陈 师 在 1943 年 初次 
抵 美 时 ， 纤 维 从 理论 还 在 萌芽 阶段 ， 示 性 类 的 概念 也 处 于 模糊 
的 状态 。 但 在 陈 师 抵 美 后 的 短 短 几 年 间 ， 由 于 陈 师 的 几 篇 历史 
性 的 名 著 而 使 纤维 从 与 示 性 类 理论 整个 地 为 之 改观 。 在 陈 师 的 
“Characteristic classes of Hermitian manifolds” 一 文中 ， 引 入 了 
后 来 被 称 为 陈 类 的 示 性 类 ， 并 提出 了 多 种 不 同形 式 的 定义 。 以 
后 的 研究 证 明 Pontrjagin 示 性 类 可 以 经 流 形 或 纤维 从 的 复 化 作 
为 陈 类 来 处 理 ， 因 而 陈 类 在 各 种 示 性 类 中 可 以 说 是 最 基本 最 有 
应 用 前 景 的 一 类 。 后 来 的 发 展 完 全 证 实 了 这 一 点 。 它 们 不 仅 是 
微分 拓扑 、 微 分 几何 、 复 流 形 理 论 、 代 数 几 何等 许多 不 同 领域 
的 研究 所 不 可 缺少 的 有 力 工 具 ， 并 是 使 这 些 不 同 领域 融合 在 一 
起 的 纽带 。 最 后 十 几 年 的 研究 还 指出 了 陈 类 与 Yang- Mills 场 
以 及 其 它 物理 问题 有 密切 关系 ， 因 此 连理 论 物 理学 家 们 对 于 陈 
类 这 一 名 称 也 已 耳熟能详 ， 甚 至 使 用 到 他 们 的 理论 物理 研究 中 
Zla | 

凡事 必须 从 根本 做 起 。 大 范围 微分 几何 的 真正 发 展 一直 要 
等 到 代数 拓扑 和 李 群 为 它 铺 平 道路 。 因 而 ， 尽 管 陈 师 的 主要 目 
标 是 大 范围 微分 几何 ， 但 在 中 研 院 数 学 所 的 三 年 期 间 ， 对 年 轻 
人 没有 讲授 微分 几何 ， 而 致力 于 代数 拓扑 方面 的 培养 。 陈 师 并 
对 我 们 这 些 年 轻 人 指出 ， 要 进入 近代 数学 之 门 ， 应 该 好 好 学 习 
三 本 书 : Pontrjagin 的 连续 群 论 ，C. Chevalley 的 李 群 论 ， 以 
RH. Weyl 的 古典 群 论 。 事 实 上 ， 正 如 陈 师 早 在 40 年 代 所 证 
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明 并 在 60 年 代为 M. F. Atiyah, R. Bott 等 所 继续 的 那样 ， 
示 性 类 可 以 作为 某 些 古典 李 群 作用 在 纤维 从 时 的 不 变量 ， 并 由 
此 可 以 导出 它们 的 明显 表达 式 。 

70 年 代 以 来 ， 陈 师 经 常 前 来 中 国 。 多 年 来 作 过 不 少 演讲 
也 开 过 不 少 课程 ， 但 内 容 都 是 微分 几何 。 由 陈 师 倡 导 举 办 了 多 
次 的 双 微 会 议 ， 也 以 微分 几何 与 微分 方程 为 主题 。 这 期 间 很 少 
讲 代 数 拓扑 或 微分 拓扑 。 事 实 上 ， 中 研 院 数 学 所 的 三 年 ， 陈 师 
已 为 我 国 培养 了 一 批 拓扑 学 的 骨干 ， 而 且 代 数 拓 扑 除 留 下 一 些 
难题 如 Poincaré 推测 等 外 ， 已 非 当年 之 居于 数学 发 展 中 心 者 可 
Ko SSR, HWX E. Cartan 的 著作 仍然 陌生 ， 对 于 大 范 
图 微分 几何 更 近 于 空 昌 。 陈 师 这 些 年 来 佛 导 双 微 ， 并 经 常 以 演 
讲 与 课程 形式 ， 培 养 青年 一 代 和 掌握 现 代 微 分 几何 的 要 领 。 如 果 
把 国内 现在 的 形势 与 70 年 代 初 期 相 比 ， 则 可 看 出 ， 中 国 已 涌 
现 了 一 批 现 代 微 分 几何 的 少壮 队伍 ， 在 某 些 课题 方面 ， 已 经 可 
使 国外 专家 们 刮目相看 ， 取 得 了 一 定 的 国际 地 位 ， 这 是 与 陈 师 
这 些 年 来 的 辛勤 耕耘 分 不 开 的 。 南 开 数 学 所 更 是 有 计划 地 逐年 
以 数学 的 某 些 特定 范围 为 中 心 ， 邀 请 外 籍 专家 以 及 国内 有 成 就 
的 数学 家 来 所 系统 讲学 ， 鼓 励 国 内 青年 学 者 来 所 进修 ， 已 形成 
一 个 中 外 眠 目的 国际 数学 中 心 。 当 年 中 研 院 的 数学 所 ， 已 以 更 
大 更 新 的 规模 重 见 于 今日 。 

陈 师 一 直 关 心中 国 数学 发 展 的 前 途 ， 也 一 直 为 促使 中 国 未 
来 成 为 数学 大 国 而 努力 。 先 后 两 次 的 数学 所 ， 都 具有 辐 样 的 目 
的 。 陈 师 在 “二 十 一 世纪 中 国 数学 展望 ”学 术 讨 论 会 开幕 式 上 
deh), “中 国 数学 的 目的 是 要 求 中 国 数学 的 平等 和 独立 。 中 
国 的 数学 要 能 够 跟 西 洋 的 数学 平等 "， 又 说 : “我 们 也 要 求 独 
立 ， 就 是 说 ， 中 国 数学 不 一 定 跟 西洋 数学 做 同一 方向 ， 但 是 要 
有 同样 的 水 平 。” 为 了 达到 这 一 目的 ， 必 须 “ 在 中 国 建立 基 
地 "。 两 次 数学 所 之 设 ， 也 正 是 这 方面 的 具体 措施 。 陈 师 把 这 
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方面 的 成 功 特别 寄托 在 青年 一 代 身上 。 在 中 研 院 数学 所 ， 陈 师 
主要 是 找 一 些 青年 人 传授 现代 数学 ， 特 别 是 拓扑 学 。 尽 管 时 间 
短暂 但 已 经 取得 极 大 成 功 。 南 开 的 数学 所 以 及 陈 师 倡导 或 亲身 
实行 的 许多 其 他 活动 ， 也 是 以 提高 青年 人 的 学 术 水 平 进入 研究 
创作 为 目的 。 作 为 中 华 民 族 的 优秀 青年 ， 如 何 实现 这 一 宏伟 目 
标 ， 使 中 国 的 数学 能 达到 平等 和 独立 ， 并 进而 在 21 世纪 使 中 
国 成 为 数学 大 国 ， 应 该 是 在 此 书 鼓舞 之 下 的 一 项 神圣 使 命 。 
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4 天 文俊 文集 》 前 言 


本 书 收集 了 作者 多 年 来 发 表 的 一 些 零 星 文 章 ， 散 见于 各 种 
书刊 。 这 里 专门 的 创作 论文 收集 的 很 少 ; 因而 严格 说 来 , 本 书 是 
一 本 杂文 集 ， 而 不 是 通常 数学 家 们 以 专门 论著 为 主要 内 容 的 选 
集 或 全 集 。 虽 然 如 此 ， 作 者 认为 ， 这 样 的 文集 ， 至 少 对 作者 本 
人 来 说 ， 要 比 出 一 本 或 几 本 选集 或 全 集 ， 其 意义 要 重要 的 多 。 
因为 它 真 正 反 映 了 作者 对 整个 数学 的 认识 ， 反 映 了 作者 思想 的 
实质 ， 也 反映 了 作者 对 发 展 数学 的 主张 和 意图 ， 而 这 是 过 于 专 
门 的 选集 或 全 集 所 难以 做 到 的 。 
| 本 书 收集 的 文章 分 成 四 类 。 但 除 个 别 文章 外 ， 总 的 说 来 是 
一 个 整体 。 基 本 上 它 以 数学 机 械 化 的 思想 贯通 全 书 。 第 四 类 直 
接 以 数学 的 机 械 化 为 其 主题 。 从 数学 有 史料 为 依据 的 几 千 年 发 
展 过 程 来 看 ， 以 公理 化 思想 为 主 的 演绎 倾向 ， 以 及 以 机 械 化 思 
想 为 主 的 算法 倾向 互 为 消长 。 对 近代 数学 起 着 决定 作用 的 解析 
几何 与 微 积分 ， 实 质 上 都 是 机 械 化 思想 而 非 公 理化 思想 的 产 
物 。 中 国 古 代数 学 ， 乃 是 机 械 化 体系 的 代表 。 第 一 类 数学 史 ， 
多 少 说 明了 数学 机 械 化 思想 的 渊源 ， 也 提供 了 某 些 具体 的 实 
例 。 第 二 类 数学 论证 ， 则 从 不 同 的 角度 阐述 了 作者 对 数学 机 械 
化 的 想法 。 至 于 第 三 类 数学 专 论 ， 表 面 看 来 似 系 专题 论著 而 与 
机 械 化 无 关 。 但 是 ， 推 行 机 械 化 的 前 提 是 数学 必须 以 构造 性 的 
方式 进行 。 这 一 类 中 主要 的 四 篇 文章 就 是 以 构造 性 的 方式 来 讨 


* 本 文摘 自 《 吴 文俊 文集 》， 山 东 教 育 出 版 社 ，1986 年 。 
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论 这 些 专 题 的 。 这 与 国外 同样 的 专题 的 多 数论 著 有 着 本 质 的 区 
别 。 这 些 文章 也 多 少 指出 ， 通 常 以 非 构造 性 方式 进行 研究 的 某 
些 数 学 领域 ， 如 果 从 构造 性 的 角度 出 发 ， 是 有 可 能 趋 近 于 半 机 
械 化 以 致 机 械 化 并 促使 其 实现 的 。 

作为 数学 两 种 主流 的 公理 化 思想 与 机 械 化 思想 ， 对 数学 的 
发 展 都 曾 起 过 巨大 的 作用 ， 理 应 兼 收 并 著 ， 不 可 有 所 偏 废 。 但 
是 对 于 个 别人 来 说 ， 难 免 有 不 同 的 倾向 。 作 者 的 倾向 如 何 ， 应 
是 不 言 而 喻 的 。 但 是 作者 关于 机 械 化 思想 的 形成 ， 决 非 一 朝 一 
A, ZATE 70 年 代 以 前 ， 机 械 化 的 概念 在 作者 脑海 里 还 毫 无 
踪影 。 经 过 对 中 国 古代 数学 的 学 习 的 触发 ， 结 合 着 几 十 年 来 在 
数学 研究 道路 上 探索 实践 的 回顾 与 分 析 ， 终 于 形成 了 这 种 数学 
机 械 化 的 思想 。 这 种 思想 一 旦 形成 ， 就 自然 地 化 成 一 股 韦 强 的 
动力 。 十 几 年 来 ， 作 者 一 直 在 这 一 方向 道路 上 摸索 前 进 ， 艰 苦 
奋斗 ， 义 无 反 顾 。 本 书 收集 的 绝 大 部 分 文章 ， 都 写 在 这 一 时 
期 ， 即 是 摸索 过 程 中 的 产物 。 

我 们 的 目标 是 明确 的 ， 即 是 推行 数学 的 机 械 化， 使 作为 中 
国 古 代数 学 传统 的 机 械 化 思想 ， 光 芒 普 照 于 整个 数学 的 各 个 角 
落 。 自 然 ， 我 们 离 目标 的 实现 还 无 比 遥 远 根 本 看 不 到 头 。 虽 然 
如 此 ， 十 几 年 来 的 努力 尽管 成 就 不 多 ， 但 也 已 初 见 成 效 ， 至 少 
已 可 说 明 这 一 机 械 化 的 道路 不 仅 是 可 取 的 ， 也 是 可 行 的 。 问 题 
不 在 于 能 不 能 成 不 成 ， 而 在 于 愿 不 愿 做 不 做 ， 也 在 于 肯 不 肯 敢 
不 敢 。 

个 人 的 力量 是 渺小 的 。 事 业 的 成 功 与 否 ， 除 了 客观 条 件 以 
外 ， 主 要 依赖 于 群众 的 支持 。 众 志 成 城 ， 也 只 有 众 志 才 能 成 
城 。 如 果 这 本 书 能 引起 某 些 有 志 者 的 共鸣 ， 乐 意 共 圳 此 举 ， 作 
者 本 人 则 大 为 欣慰 ， 本 书 的 出 版 也 就 不 是 多 此 一 举 了 。 
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慎重 地 改革 数学 教育 


说 到 数学 教育 改革 ， 我 首先 想到 的 是 要 慎重 ， 不 可 草率 从 
事 。 这 是 因为 它 牵涉 面 很 大 : 全 国有 两 亿 中 小 学 生 ， 他 们 的 数 
学 素质 如 何 ， 直 接 会 影响 未 来 世纪 的 国家 建设 。 我 们 的 本 意 是 
想 改 得 好 一 些 ， 但 是 搞 得 太 急 ， 没 有 充分 论证 和 经 过 试验 ， 那 
是 不 成 的 。 

数学 家 谈 数 学 教育 改革 ， 不 能 只 从 培养 数学 家 的 角度 来 看 
问题 。 一 万 人 口中 项 多 有 一 、 两 个 数学 家 ， 不 能 用 数学 家 的 要 
求 来 指导 中 小 学 数学 教学 。 我 们 常常 以 自己 如 何 走 上 数学 道路 
的 经 验 来 判断 是 非 ， 那 是 不 全 面 的 。 | 

我 比较 喜欢 几何 。 这 里 先 谈 谈 中 学 几何 课程 的 改革 。 我 常 
常 听 到 一 些 意见 ， 认 为 中 学 的 几何 必须 是 一 个 公理 系统 。 我 不 
赞成 。 中 国 古 代 的 几何 学 ， 没 有 公理 体系 ， 但 是 有 原理 ， 例 如 
出 入 相 补 原理 等 等 。 中 学 几何 课 上 ， 讲 公理 不 如 讲 原理 。 例 如 
三 角形 全 等 的 条 件 ， 就 是 一 个 原理 。 我 们 选择 夺 干 个 原理 ， 将 
几何 内 容 串 起 来 ， 比 公理 系统 要 好 。 一 部 经 典 力学 ， 就 是 从 牛 
顿 三 大 定律 (三 个 原理 推演 出 来 的 。 也 有 人 认为 ， 从 原理 出 发 
不 严格 ， 使 用 公理 体系 才能 做 到 严密 。 这 是 在 晓 人 、 骗 人 ， 中 
学 几何 课程 根本 做 不 到 和 希 尔 伯 特 《几何 基础 》 那 样 的 严格 性 。 
欧 几 里 得 《几何 原本 》 里 的 公理 体系 也 是 不 严格 的 。 我 们 没有 
必要 去 追求 这 种 公理 系统 的 严密 性 。 


* 本 文摘 自 《数学 教学 )， 华 东 师 范 大 学 ，1993 年 5 月 。 
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当然 ， 我 决 不 是 否认 逻辑 推理 的 重要 性 。 一 旦 把 几 个 重要 
的 原理 确定 下 来 ， 我 们 还 是 要 一 步 一 步 地 严格 论证 ， 从 原理 出 
发 ， 推 出 那些 几何 学 命题 和 结论 。 另 一 方面 ， 几 何 学 有 形象 化 
好 处 ， 几 何 会 给 人 以 数学 直觉 。 不 能 把 几何 学 等 同 于 人 逻辑 推 
理 。 应 该 训练 学 生 的 逻辑 推理 能 力 ， 但 也 应 适可而止 。 只 会 推 
理 ， 缺 乏 数学 直觉 ， 是 不 会 有 创造 性 的 。 

不 论 是 几何 ， 还 是 代数 ， 都 要 讲 推理 。 你 在 解 方程 时 ， 把 
一 个 方程 化 成 另 一 个 方程 ， 就 要 讲 “ 同 解 ” 的 道理 。 使 用 一 种 
算法 解 问 题 ， 也 要 论证 其 合理 性 。 任 何 数学 都 要 讲究 逻辑 推 
理 ， 但 这 只 是 问题 的 一 方面 。 更 重要 的 是 用 数学 去 解决 问题 ， 
解决 日 常生 活 中 ， 其 它 学 科 中 出 现 的 数学 问题 。 学 校 里 给 的 数 
学 题目 都 是 有 答案 的 。 已 知 什么 ， 求 证 什么 ， 都 是 清楚 的 ， 题 
目 也 一 定 是 做 得 出 的 。 但 是 将 来 到 了 社会 上 ， 所 面 对 的 问题 大 
多 是 预先 不 知道 答案 的 ， 甚 至 不 知道 是 否 会 有 答案 。 这 就 要 培 
养 学 生 的 创造 能 力 ， 学 会 处 理 各 种 实际 数学 问题 的 方法 。 但 要 
做 到 这 一 点 ， 光 赁 逻辑 推理 是 不 够 的 。 | 

顺便 说 一 句 ， 中 学 里 “对 数 ” 的 地 位 似乎 应 当 重 新 估计 。 
过 去 学 对 数 主要 是 为 了 查 对 数 表 以 便 简 化 计算 。 现 在 有 了 计算 
器 ， 对 数 的 这 一 功能 已 被 取代 了 。 至 于 对 数 函数 ， 那 恐怕 还 是 
要 的 。 

大 家 谈 到 我 的 研究 工作 ， 即 数学 定理 的 机 械 化 证 明 ， 是 否 
可 用 于 中 学 数学 课程 改革 ， 我 也 没有 把 握 。 我 只 是 在 一 个 会 上 
谈 了 设想 ， 有 些 同 志 觉 得 可 以 试 试 。 至 于 是 否 可 行 ， 现 在 还 不 
知道 。 由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 解 析 几 何 的 重要 性 在 增加 ， 中 
学 里 结合 解析 几何 方法 学 习 平 面 几 何 ， 也 许 值 得 作 进 一 步 研 
究 。 不 过 ， 我 仍 回 到 我 刚 开 始 说 的 一 句 话 ， 即 数学 教育 改革 一 
定 要 慎重 考虑 。 一 定 要 经 过 试验 ， 而 且 首先 要 在 教师 中 进行 试 
验 。 中 学 里 渗透 机 械 化 证 明 的 思想 ， 也 一 定 要 慎重 才 好 。 
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在 《中 国 现代 数学 家 传 》 首 卷 出 版 
座谈 会 上 的 讲话 - 


我 很 薪 幸 收 到 请 束 参 加 今天 江苏 教育 出 版 社 与 中 国 数学 界 
的 “结婚 典礼 ”( 因 先生 手持 的 请 柬 力 婚礼 专用 聘 帖 ， 故 风趣 
地 称 此 次 会 议 为 “结婚 典礼 ”一 整理 者 注 )。 刚 才 程 民 德 教 
授 代 表 数 学 界 ， 周 (BS). Oo RB) 两 位 分 别 代 表 编 辑 部 
与 出 版 社 介 绍 了 两 方面 的 “恋爱 经 过 ”。 我 想 这 件 事 是 值得 祝 
DHJ o 

这 本 《中 国 现代 数学 家 传 》 就 象 程 民 德 主编 刚 讲 的 那样 ， 
有 “ 寅 史 于 传 ” 的 特色 。 本 世纪 可 以 说 是 中 国 数学 新 的 时 代 的 
开始 。 而 中 国 数学 进入 新 的 阶段 ， 经 历 了 很 长 的 一 段 历程 ， 
“ 寅 史 于 传 ” 就 可 以 了 解 整个 中 国 数学 这 段 发 展 的 历史 ， 要 做 
到 “ 寅 史 于 传 ”就 要 考虑 许多 数学 家 的 传记 。 现 在 已 经 有 好 几 
本 这 一 类 的 书 出 来 了 ， 可 是 一 写 传 ， 往 往 着 重 于 一 些 对 数学 有 
创造 性 研究 、 有 突出 贡献 这 样 的 人 物 。 我 感觉 光 写 这 些 人 ， 玲 
怕 不 足以 反映 整个 中 国 现代 数学 发 展 的 历程 。 当 然 ， 像 陈 省 
身 、 华 罗 庚 这 样 的 许多 杰出 的 数学 家 ， 是 应 该 写 他 们 的 传 ， 但 
光 写 他 们 我 说 是 不 足以 反映 全 貌 的 。 璧 如 陈省身 他 自己 就 经 常 
提 到 姜 立 夫 、 孙 塘 对 他 成 长 的 重要 影响 。 那 么 ， 提 到 华罗庚 芍 
怕 就 不 能 不 提 能 庆 来 、 杨 武之 、 唐 培 经 等 人 。 而 熊 庆 来 、 杨 武 
之 、 唐 培 经 、 姜 立夫 、 孙 塘 等 人 又 有 他 们 自己 的 成 长 经 历 。 所 
O 本 文摘 自 《 中 国 现代 数学 家 传 》 第 二 卷 ， 江 苏 教 育 出 版 社 ，1995 年 12 H. 
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以 ， 要 考虑 这 些 人 就 不 能 不 考虑 他 们 的 背景 与 历史 条 件 ， 而 要 
整个 地 把 这 些 都 反映 出 来 ， 就 不 能 光 写 创造 性 成 就 。 我 觉得 这 
本 书 好 的 地 方 、 突 出 的 地 方 就 是 它 包 括 了 除 那 些 在 研究 上 有 突 
出 贡献 的 人 物 外 ， 还 介绍 了 20 世纪 整个 数学 发 展 中 ， 用 各 式 
各 样 的 方式 有 所 贡献 的 人 物 。 辟 如 程 民 德 先生 刚才 提 到 的 这 本 
书 第 一 个 入 传人 匡 在 渊 ， 如 果 仅 局 限于 研究 的 话 ， 我 想 吴 在 济 
的 工作 是 不 值得 提 的 ， 但 是 他 对 中 国 数 学 发 展 有 很 大 作用 。 我 
是 在 上 海 出 生 的 ， 在 我 年 青 的 时 候 ， 吴 在 渊 的 名 字 在 上 海 数 学 
界 无 人 不 知 、 无 人 不 晓 。 我 自己 也 看 了 吴 在 渊 的 许多 文章 ， 主 
要 是 关于 初等 几何 方面 。 如 他 介绍 的 若 三 角形 两 内 角 的 平分 线 
是 相等 的 ， 则 它 应 是 等 腰 的 ， 这 是 很 难 证 的 题目 ， 他 写 文章 介 
绍 很 多 种 不 同 的 证 法 。 还 有 其 他 很 多 问题 ， 具 体内 容 我 已 记 不 
清 了 。 这 对 我 个 人 有 一 定 启发 引导 作用 。 我 个 人 感 党 ， 在 当时 
上 海 数 学 界 ， 能 够 领导 许多 青年 人 走 上 数学 道路 ， 吴 在 渊 起 到 
了 很 大 作用 。 像 这 样 的 人 ， 假 定 只 着 眼 于 数学 人 研究， 在 数学 上 
有 很 大 贡献 这 个 角度 ， 这 些 人 就 会 被 忽略 掉 ， 但 要 了 解 整 个 中 
HE 20 世纪 现代 数学 的 发 展 过 程 ， 这 样 人 又 是 不 能 不 考虑 在 
内 的 。 在 目前 各 种 传记 ， 包 括 数 学 史 、 数 学 家 传 中 ， 被 忽略 掉 
的 人 物 在 这 本 书 里 就 可 以 找到 。 我 所 举 的 仅 是 一 个 例子 。 因 吴 
在 渊 是 我 比较 了 解 的 一 个 ， 这 样 的 人 物 还 有 不 少 。 

我 走 上 数学 道路 是 受 了 上 大 学 时 的 一 位 教授 的 影响 。 我 进 
入 大 学 数学 系 时 本 来 已 不 想 学 数学 了 ， 是 受 这 位 教授 的 影响 才 
决定 学 数学 的 。 但 要 写 我 的 传记 可 能 还 不 会 提 到 这 位 教授 ， 而 
.要 提起 陈省身 的 ， 这 种 情形 慌 怕 是 普遍 的 ， 但 要 真正 了 解 历 
史 ， 就 要 把 这 些 人 都 包括 进去 。 当 然 这 是 不 容易 的 事 。 如 要 选 
哪些 人 入 传 ， 又 要 找 了 解 他 的 合适 的 人 给 他 写 传 。 一 个 人 了 解 
的 可 能 有 限 ， 还 要 为 其 提供 资料 ， 要 有 许多 人 来 提供 资料 。 编 
辑 部 与 出 版 社 花 了 很 大 的 力气 来 组 织 这 件 事 ， 是 非常 不 容易 
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的 ! 
我 希望 这 本 书 只 是 这 个 婚姻 的 初步 结晶 ， 我 因此 祝贺 这 个 
婚姻 圆满 成 功 ! | 
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近 20 年 来 法 国有 一 部 分 青年 数学 家 以 N. Bourbaki 为 名 ， 
兴起 了 对 数学 的 一 种 革新 运动 ， 数 学 发 展 到 了 20 世纪 分 支 愈 
加 复杂 ， 会 有 人 认为 数学 已 划分 为 许多 不 同 的 输 域 ， 各 有 各 的 
特点 和 界限 ， 仅 有 少数 路 径 可 以 互相 沟通 学 者 们 终 其 一 生 ， 只 
能 在 一 隅 之 地 作 狭 而 深 的 研究 ， 要 懂得 全 部 数学 已 不 可 能 ， 但 
Bourbaki 却 抱 着 极 大 野心 想 用 统一 的 方法 和 统一 的 观点 冶 数 学 
全 部 於 一 炉 。 他 们 认为 到 了 目前 ， 数 学 在 表面 上 虽然 部 门 增 
加 ， 方 回 索 多 ， 事 实 上 却 比 以 前 更 加 统一 。 因 此 法 文 的 数学 原 
名 Les mathématiques (多 数 )，Bourbaki 派 把 它 改 成 la mathé 
matique 《单数 )。 

为 此 Bourbaki 派 创 造 了 “构造 ” ( Strutures) 一 词 ， 统 一 
了 数学 研究 的 对 象 。 所 谓 构 造 ， 可 以 说 是 表示 一 个 集合 中 各 元 
素 之 间 的 关系 而 把 他 们 组 织 起 来 的 一 种 方式 。 试 举 一 切 实数 所 
成 的 集合 R 为 例 ， 在 R 的 各 元 素 一 一 实数 一 一 之 间 存 在 着 下 
面 三 种 关系 : 1° 实数 可 按 大 小 排列 ; 2" 任 两 实数 可 以 相 加 相 乘 
以 得 另 一 实数 ; 3" 一 串 实 数 有 时 有 极限 值 把 这 种 关系 抽象 化 ， 
可 能 得 到 集合 的 三 种 构造 。 

1" 序 次 构造 ”两 个 元 素 间 可 有 某 种 关系 > 满足 下 列 条 件 : 

a>b 有 6>c, Warc. 

2 代数 构造 ”有 一 种 或 数 种 满足 适当 条 件 的 结合 〈 或 运 


* 本 文摘 自 《数学 通报 )，1994 年 第 4 期 。 
08 


算 ) 方法 可 从 两 元 素 得 一 第 三 元 素 ， 视 所 加 的 条 件 不 同 可 得 不 
同 的 代数 构造 如 群 (Groupes) 环 (anneau) 体 (Corps) 等 ， 
上 面 所 说 的 实数 集合 R 是 一 个 “ 体 ”。 

3" 拓 扑 构 造 ” 在 原来 的 集合 中 有 满足 适当 条 件 的 一 组 部 分 
集合 ， 由 此 可 导出 极限 和 连续 等 观念 。 有 了 拓扑 构造 的 集合 称 
为 空间 (espace)。 | 

上 面 屡次 提 到 的 “条 件 ” 一 词 ， 在 数学 上 称 为 公理 (Ax- 
iomes) 。 

在 Bourbaki 派 的 分 析 之 和 下， 数学 无 非 是 许多 简单 与 复杂 ， 
普遍 与 特殊 的 种 种 构造 的 研究 。 上 面 所 说 的 三 种 构造 可 以 说 是 
数学 的 “基本 构造 "。 在 一 个 集合 里 面 同 时 讨论 几 种 不 同 的 基 
本 构造 ， 用 知 干 公理 把 它们 联系 起 来 ， 则 可 得 到 比较 复杂 的 
“联合 构造 ”"。 例 如 实数 集合 R 即 是 序 次 ， 代 数 ， 拓 扑 三 位 一 
体 的 一 种 联合 构造 。Lattice FTW AMEE AFR RAUL AB 
种 结合 方法 的 一 种 序 次 和 代数 的 联合 构造 ， 研 究 这 一 类 构造 的 
数学 部 门 就 叫 造 Lattice theory。 同 样 ， 研 究 代 数 与 拓扑 的 联合 
构造 者 叫 拓扑 代数 学 。 在 一 个 空间 的 某 种 部 分 集合 间 定 义 种 种 
结合 法 则 而 研究 之 者 叫 代数 拓扑 学 。 若 把 所 讨论 的 集合 加 以 明 
确 的 规定 ， 则 我 们 又 可 得 到 特殊 的 数学 部 门 ， 如 实 变数 或 复 变 
” 数 函 数论 等 ， 那 时 候 的 集合 是 实数 集 或 复数 集 ， 不 再 是 任意 的 
集合 了 。 总 之 ， 数 学 建筑 就 如 一 座 城 市 以 三 种 基本 构造 为 中 
心 ， 以 各 种 联合 构造 为 郊外 。 它 的 中 心 时 时 在 重建 与 改造 ， 它 
的 郊外 则 不 断 膨 胀 与 扩展 。 

Bourbaki 派 依 照 他 们 的 观点 计划 写 一 部 大 书 统 括 数学 全 
部 。 这 部 书 的 第 一 篇 讨论 分 析 学 的 基本 构造 拟 分 六 卷 。 卷 一 论 
集合 和 构造 的 意义 兼 及 序 次 构造 ， 全 书 计 一 册 。 卷 二 论 代 数 构 
造 已 出 四 册 。 卷 三 论 拓扑 构造 已 全 出 , 计 五 册 , 卷 四 论 一 个 变数 
的 实 变数 函数 ， 已 出 一 册 。 卷 五 论 积分 ， 卷 六 编 Espaces Vec- 
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toriels topologiques， 都 未 出 书 。 这 一 部 份 在 三 四 年 中 可 以 出 
全 。 那 时 候 Bourbaki 派 理想 中 的 数学 城 的 中 心 部 分 可 以 说 是 
落成 了 。 这 部 书 的 其 他 部 分 拟 讨 论 数学 的 上 层 建筑 ， 内 容 和 篇 
数 却 尚 元 有 具体 计划 。 全 部 写成 至 少 尚 需 20 年 ， 可 能 要 写 50 
年 。 | 

Bourbaki 派 每 年 在 巴黎 举行 公开 的 演讲 会 三 次 ， 又 在 
Nancy 和 Strastourg 每 年 举行 不 公开 的 集会 若干 次 ， 讨 论 书 籍 
的 编写 问题 。 | 
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中 国 古 代数 学 对 世界 文化 的 伟大 页 献 


自 秦 至 西汉 中 期 这 两 百 来 年 间 ， 我 国 工 农业 生产 与 科学 技 
术 有 了 很 大 的 进步 ， 从 而 促进 了 数学 的 迅猛 发 展 ， 出 现 了 一 批 
高 水 平 的 数学 家 ， 如 张 蔡 、 耿 寿 昌 等 。《 周 佣 算 经 》、《 许 商 算 
术 》 与 《 杜 忠 算术 》( 后 二 者 已 失传 )， 都 在 这 时 期 出 现 。 我 国 
最 主要 的 一 部 传 于 后 世 的 数学 著作 《 九 章 算术 》)， 也 基本 上 成 
书 于 西汉 初 年 ， 其 内 容 为 以 后 一 千 多 年 的 辉煌 成 就 商定 了 基 
础 。 从 西汉 以 旋 宋 元 ， 随 着 我 国 社会 经 济 和 劳动 人 民 创 造 性 发 
展 ， 数 学 人 才 与 数学 创作 仍 世 代 不 绝 ， 中 国 的 数学 ， 在 世界 上 
可 以 说 一 直 居 于 主导 地 位 并 在 许多 主要 的 领域 内 遥遥 领先 ， 直 
到 宋 未 明 初 ， 宋 明理 学 成 为 垄断 一 切 的 统治 思想 ， 明 代 并 以 八 
股 取 士 ， 以 及 其 他 一 些 原因 ， 科 学 技术 的 发 展 受到 扼杀 ， 除 了 
民间 的 计算 技术 还 有 重要 发 展 外 ， 数 学 已 相应 地 大 为 衰落。 从 
明示 利 玛 赛 怀 着 不 良 企 图 以 介绍 西方 数学 为 名 打 入 我 国 统治 集 
团 内 部 以 来 ， 我 国 数学 与 古代 相 比 已 谈 不 上 什么 创造 ， 基 本 上 
依靠 国外 的 技术 输入 ， 在 外 国人 屁股 后 面 息 行 了 。 正 如 毛 主 席 
批评 的 那样 “ 言 必 称 希腊 ， 对 于 自己 的 祖宗 ， 则 对 不 住 ， 忘 记 
了 。” 西 方 的 大 多 数 数学 史家 ， 除 了 言 必 称 希腊 以 外 ， 对 于 东 
方 的 数学 ， 则 牌 曲 历史 ， 制 造 了 不 少 巴 比 伦 神 话 与 印度 神话 ， 
把 中 国 数学 的 辉煌 成 就 尽量 贬低 ， 甚 至 视而不见 ， 一 笔 抹 化 。 
在 闭 封建 半 殖 民 地 社会 中 生活 过 来 的 一 些 旧 知识 分 子 ， 接 触 的 


* 本 文摘 自 《 数 学 学 报 》，1975 年 ， 第 18 期 。 
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数学 都 是 “西方 ”的 ， 看 到 的 数学 史 都 是 “西方 史家 ”的 ， 对 
于 祖国 古代 数学 十 分 无 知 ， 因 而 对 于 西方 数学 史家 的 一 些 捏 造 
与 焉 曲 无 从 辨别 ， 不 是 跟着 言 必 称 希 腊 ， 就 只 好 不 虹 声 。 

但 是 ， 被 颠倒 了 的 历史 必须 匡 倒 过 来 ! 

中 国 十 代数 学 的 成 就 在 本 世纪 五 六 十 年 代 ， 或 更 早 的 中 外 
中 小 学 数学 教 本 中 ， 可 找到 许多 具体 的 例子 。 

有 一 本 西方 数学 史 [l2]j， (这 基本 上 是 一 本 比较 好 的 数学 
E) 说 : “在 许多 中 学 中 ， 代 数学 现 仍 被 教 成 一 堆 公 式 而 不 是 
一 种 演绎 的 科学 。” 

在 谈 到 代数 学 的 东方 起 源 时 又 说 : 

“今日 学 校 中 的 代数 学 和 几何 学 仍然 保持 这 些 不 同 来 源 的 
标志 ”。 

这 里 所 谓 代 数学 的 东方 起 源 或 东方 数学 ， 乃 是 针对 “由 一 
些 定 义 、 假 定 和 公理 到 定理 的 一 种 严格 逻辑 的 演绎 法 ”作为 处 
理 问 题 准 则 的 西方 (或 希腊 ) 式 数学 来 说 的 。 这 本 书 所 说 的 东 
方 ， 原 意 是 指 巴 比 伦 或 是 印度 ， 而 事实 上 这 个 东方 应 指 中 国 才 
算 确 当 。 

中 小 学 数学 中 的 算术 、 代 数 这 些 部 分 ， 从 记 数 、 以 至 解 联 
立 线 性 方程 与 二 次 方程 ， 实 质 上 都 是 中 国 古 代数 学 家 的 发 明 创 
造 ， 早 就 见 之 于 中 国 的 《 九 章 算术 》 甚 至 是 《 周 佣 算 经 》 等 
Po EREZIE (!31)，《 九 章 算术 》 完 成 于 公元 50—100 
年 间 。 但 除 个 别 片 段 外 ， 基 本 内 容 应 完成 于 公元 前 200 年 或 更 
前 一 些 〈 这 是 某 些 西方 数学 史家 的 意见 。 有 的 甚至 提早 到 公元 
前 1000 4F, flim), 5—8 CAAA) BRR SE 
(131) 成 书 于 公元 前 100 年 前 后 。 

下 面 是 关于 算术 代数 部 分 发 明 创 造 的 一 张 中 外 对 照 表 ， 这 
里 应 该 指出 ， 表 中 虽 列 有 印度 的 发 明 ， 但 诚 如 一 位 印度 数学 史 
专家 Kaye 所 说 的 那样 : 印度 与 中 国 的 数学 有 很 多 平行 之 处 ， 
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而 印度 是 欠 了 中 国 的 债 (参阅 例如 Cajori, !6]， 页 97 与 84， 又 
如 Scottt9] ) 。 

中 国 劳 动人 民 ， 在 长 期 的 实践 过 程 中 ， 创 造 与 发 展 了 记 
数 、 分 数 、 小 数 、 正 负数 以 及 无 限 逼 近 任 一 实数 的 方法 ， 实 质 
上 达到 了 整个 实数 系统 的 完成 。 特 别 是 自古 就 有 了 完美 的 10 
进位 位 值 制 的 记 数 法 。 这 是 中 国 的 独特 创造 ， 是 世界 其 他 古代 
民族 都 没有 的 。 这 一 创造 对 世界 文化 贡献 之 大 ， 如 果 不 能 与 火 
的 发 明 相 比 ， 也 是 可 以 与 火药 、 指 南 针 、 印 刷 术 一 类 发 明 相 媲 
美的 。 
代数 学 无 可 争辩 地 是 中 国 的 创造 ， 这 从 《 九 章 算术 》 等 书 
中 可 以 看 出 。 可 以 说 在 16 世纪 以 前 ， 除 了 阿拉 伯 某 些 著作 之 
外 ， 代 数学 基本 上 是 中 国 一 手包 办 了 。 但 中 国 古 代数 学 的 成 就 
决 不 止 于 算术 与 代数 方面 ， 以 几何 而 论 ， 希 腊 欧 几 里 得 几何 的 
lb ohio esc GĦ +H Bourbaki, [5]) 或 勾 股 定理 。 

一 定理 我 国 古 代 自 然 也 早已 有 之 。 在 《有 周 佣 算 经 》 es 
aeai 

“EKREHE, UHU PAW, HAAR, AL REA 
He, FM AAR, BBEA.” 

不 仅 如 此 ， 勾 股 定 理 还 被 具体 用 于 勾 股 弦 的 直接 互 求 ， 甚 
至 应 用 于 测 日 之 高 远 这 一 类 复杂 问题 。 这 与 欧 几 里 得 几何 中 理 
论 脱 离 实际 的 情况 是 杀 不 相同 的 。 中 国 的 几何 学 与 希腊 的 几何 
学 有 许多 不 同 之 处 ， 其 详细 比较 有 待 阐发 。 

对 于 三 角 学 中 国 也 是 最 早 发 明 者 之 一 。 西方 数学 史家 一 般 
都 把 《天 文书 》 (Almagest) 的 作者 托 雷 米 (Ptolemy， 公 元 
150 年 左右 ) 作为 三 角 术 的 创始 人 ， 而 把 中 国 的 三 角 术 视 为 是 
受 了 他 的 影响 。 


* 勾 股 的 勾 字 ， 古 代 均 作 句 ， 本 书 引 用 的 原文 均 用 句 。 
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但 事实 上， 西方 的 三 角 本 是 先 有 球面 三 角 后 有 平面 三 角 。 
托 雷 米 的 三 角 术 由 测 天 而 来 ， 因 而 是 球面 三 角 术 。 至 于 平面 三 
角 术 则 述 至 公元 1250 年 才 由 波斯 天 文学 家 纳 速 刺 丁 所 建立 。 
但 我 国 一 开始 建立 的 就 是 平面 三 角 术 ， 并 且 中 国 的 三 角 术 来 源 
于 《 周 甬 算 经 );。 东 西方 三 角 术 的 发 展 途径 是 刚巧 相反 的 ， 很 
难 谈 到 有 什么 相互 影响 。 如 果 说 有 影响 ， 那 么 《 周 佣 算 经 》 早 
于 《天 文书 》 有 好 几 百 年 ， 只 有 说 托 雷 米 受 到 中 国 的 影响 才 更 
合 情 理 。 上 面 所 引 西方 数学 史家 关于 中 国 三 角 学 之 说 显然 是 颠 
倒 了 历史 事实 。 

在 西欧 ，16 世纪 中 出 现 了 不 少 描述 三 角 测 量 的 图 画 ， 其 
中 有 一 张 名 为 “ 鼓 皮 三 角 法 ”， 所 画 犹 如 周 佣 赵 夹 注 所 附 的 日 
高 图 (也 即 重 差 原 理 图 ) 的 一 个 翻版 ， 这 也 可 以 见 到 我 国 三 角 
测量 术 的 先进 程度 。( 画 见 Smith, [10]， 页 355) 

到 西欧 17 世纪 以 后 才 出 现 的 解析 几何 与 微 积 分 ， 乃 是 通 
向 所 谓 近 代数 学 的 主要 的 两 大 创造 ， 一 般 认为 这 些 创造 纯粹 是 
西欧 数学 的 成 就 。 但 是 中 国 的 古代 数学 决 不 是 不 起 着 重大 作用 
(其 或 还 是 决定 性 的 作用 ) 的 。 

先 说 解析 几何 ，Smith (I11]， 页 316,) 曾 认为 解析 几何 
的 发 展 有 三 个 主要 阶段 : (1) 坐标 系统 的 发 明 ; (2) 几何 与 代 
数 间 一 一 对 应 的 认识 ; (3) 函数 y= f(x) 的 图 形 表 示 。 第 
一 阶段 属于 古代 ， 第 二 阶段 属于 中 世纪 ， 第 三 阶段 则 是 近代 
的 。 

西方 向 来 认为 17 世纪 的 Descartes (以 及 Fermat) 是 解析 
几何 的 创始 人 ， 但 实际 上 在 Descartes 的 有 关 主 要 著作 中 既 无 
坐标 也 无 坐标 轴 的 概念 ， 更 无 所 谓 直线 与 曲线 的 方程 。 
Descartes 的 贡献 在 几何 与 代数 建立 关系 方面 ， 在 他 的 主要 著 
作 中 ， 给 出 了 二 次 方程 的 几何 解法 ， 但 阿拉 伯 最 早 的 代数 学 即 
Al Khowarizmi 〈 花 刺 子 模 ) 的 著作 《公元 9 that) 也 早已 用 
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另 一 种 较 Descartes 更 好 的 方法 给 出 了 二 次 方程 的 几何 解 。 事 
实 上 ， 玫 何 与 代数 的 统一 处 理 力 是 我 国 古代 数学 的 一 个 传统 特 
色 , 从 《 九 章 算 术 》 以 来 就 向 来 如 此 。 花 刺 子 模 的 著作 据 Ca- 
jori[6] 与 希腊 印度 无 关 ， 如 果 不 是 阿拉 伯 自 己 的 发 明 创 造 ， 则 
必然 渊源 于 中 国 ， 从 著作 的 风格 看 来 ， 后 者 是 不 无 可 能 的 。 这 
一 段 历史 自然 是 值得 重视 并 子 以 澄清 的 。 现 已 知 花 刺 子 模 在 
842—847 曾 出 使 波斯 以 北 当 东西 方 商业 要 冲 的 西 突 厥 可 萨 国 ， 
而 可 萨 通 中 国语 ， 朝 廷 依 中 国 礼仪 (1131，Addenda)， 详 情 有 
待 进一步 调查 。 

至 于 第 一 阶段 ， 西 方 数 学 史家 比较 一 致 地 认为 真正 的 坐标 
概念 出 现 于 14 世纪 中 叶 Oresme 关于 以 “经 度 ”、 “纬度 ”来 表 
示 点 的 位 置 的 一 个 著作 。 据 Smith 指出 ([11]， 页 320 Œ), 
Oresme 的 著作 可 能 导 源 于 10 世纪 时 的 一 个 作品 。 这 里 10 tt 
纪 的 作品 估计 应 是 阿拉 伯 的 。 在 我 国 ，《 周 佣 算 经 》 中 已 有 
“分 度 以 定 则 正 督 经 纬 ” 以 及 “ 游 仪 所 至 之 尺 为 度数 ”等 语 ， 
注 中 并 屡 言 “ 引 绳 至 经 纬 之 交 ， 以 望 之 。” 中 国 又 有 世界 上 最 
早 的 星 表 ( 甘 石 星 经 ， 战 国 中 叶 ， 公 元 前 三 百 五 六 十 年 )， 公 
元 2 世纪 张衡 就 作 星 图 与 浑 天 仪 ， 又 有 世界 上 最 早 的 石刻 星 图 
( 宋 ， 公 元 1247 年 ， 在 苏州 )。 我 国 的 天 文 数学 历来 紧密 结合 。 
由 此 可 以 看 到 以 经 纬度 表 星 的 位 置 的 这 种 坐标 概念 我 国 是 最 早 
的 创始 人 之 一 。 我 国 又 是 罗盘 的 发 明 者 并 曾经 是 航海 最 发 达 的 
国家 之 一 。 用 经 纬度 表 位 置 的 概念 与 方法 在 后 来 必然 有 所 发 
展 ， 其 演变 以 及 与 阿拉 伯 西 欧 的 关系 ， 是 值得 把 它 追 查 清楚 
的 。 

微 积分 ， 这 是 使 西欧 数学 一 路 而 届 世 界 领导 地 位 的 重大 发 
明 创 造 ， 我 国 似乎 是 没有 份 的 。 但 是 微 积分 的 发 明 从 Kepler 
到 牛顿 有 一 段 艰难 的 过 程 。 在 作为 产生 微 积分 所 必要 的 准备 条 
件 中 ， 有 些 是 在 我 国 早 已 有 之 ， 而 为 希腊 式 的 数学 所 力 所 不 及 
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的 。 例 如 〈 见 Scott, [9]， 页 138): 

“极限 的 概念 ， 作 为 微分 学 的 真正 基础 ， 对 于 希腊 头脑 来 
说 完全 象 是 一 个 外 国人 。” 

希腊 数学 中 被 认为 最 辉煌 的 创造 之 一 的 无 理 数 论 ， 对 于 极 
限 来 说 是 华而不实 的 。 而 刘 微 以 至 宋代 的 我 国 十 进位 小 数 的 记 
数 法 ， 却 与 极限 概念 一 衣 带 水 。 十 进位 小 数 迟 至 16 世纪 在 西 
欧 重 被 发 明 以 来 ， 直 接 导 致 了 对 数 的 发 明 。 作 为 微 积分 先驱 者 
之 一 的 Kepler, “广泛 应 用 了 对 数 与 十 进位 分 数 ， 且 热 情 地 传 
播 这 方面 的 知识 。” (Cajiori, [6]， 页 160)， 是 有 一 定 的 道理 的 。 
面积 体积 的 计算 乃 是 导致 微 积 分 发 明 的 另 一 重要 问题 。 然 而 ， 
原来 希腊 欧 几 里 得 以 至 阿 基 米 德 所 使 用 的 “穷竭 法 ”是 很 不 得 
力 的 ，Kepler 用 之 劳 而 少 功 ， 直 到 合 利 略 的 学 生 Cavalieri 放弃 
了 严密 的 穷竭 法 改 用 粗糙 的 不 可 分 量 法 才 取 得 了 重大 的 突破 。 
在 微 积分 的 创造 过 程 中 起 了 如 此 重大 作用 为 西方 数学 史家 盛 称 
的 所 请 Cavalieri 原理 ， 事 实 上 早 就 见 之 于 祖冲之 、 祖 蜡 父 子 的 
著作 ， 即 所 谓 “ 震 势 既 同 则 积 不 容 异 ”并 具体 用 之 于 球体 积 的 
计算 ， 比 Cavarieli 的 发 现 要 早 了 1100 多 年 。 

微 积 分 的 发 明 从 Kepler 与 Calileo 以 至 Newton 与 Leibniz 
经 历 过 一 段 艰苦 漫长 的 过 程 。 上 面 所 举 两 个 例子 可 以 说 明 发 明 
过 程 中 中 国 古 代数 学 的 作用 远 优 于 希腊 式 的 数学 ， 我 们 甚至 不 
无 理由 可 以 这 么 说 ， 微 积分 的 发 明 乃 是 中 国 式 数学 战胜 了 希腊 
式 数 学 的 产物 。 

中 国 古 代数 学 至 少 自 秦 汉 有 记载 以 来 ， 许 多 方面 一 直 居 于 
世界 上 遥遥 领先 的 地 位 ， 发 展 到 宋 元 之 世 ， 已 经 具备 了 西欧 
17 世纪 发 明 微 积 分 前 夕 的 许多 条 件 ， 不 妨 说 我 们 已 经 接近 了 
微 积 分 的 大 门 。 如 果 按 此 继续 发 展 下 去 ， 我 们 是 有 可 能 先 于 欧 
洲 发 明 微 积分 的 。 然 而 ， 宋 朝 的 程 朱 理学 已 使 当时 的 一 些 优秀 
数学 家 《例如 杨辉 ) 浪费 精力 于 纵横 图 之 类 的 数学 游戏 ， 陷 入 
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神秘 主义 ， 违 反 了 我 国 自古 以 来 的 优良 传统 ， 到 了 明 朝 八股 取 
士 ， 理 学 统治 了 学 术 界 的 思想 ， 我 国 的 数学 也 就 从 此 一 落 干 丈 
Ta 

西方 数学 史家 往往 以 希腊 式 的 严密 推理 相 标 榜 ， 并 以 中 国 
数学 从 来 没有 达到 演绎 科学 的 形式 相 指责 。 然 而 ， 我 们 已 经 看 
到 ， 在 微 积 分 的 发 明 上 希腊 形式 的 那 种 脆弱 性 以 及 中 国 式 数 学 
的 生命 力 。 某 些 数学 史家 例如 Bourbakit15] 也 曾 指 出 欧 几 里 得 
的 那 种 系统 阻碍 了 代数 学 的 发 展 并 使 之 瘫痪 。 在 将 Cavalieri 与 
bay BE OK EE LE BERT, Bourbaki 义 指 出 阿 基 米 德 只 能 得 到 Cava- 
lieri 原理 很 特殊 的 情况 ， 而 与 Cavalieri 作出 他 的 原理 用 了 不 很 
科学 的 所 谓 “ 证 明 ” 相 仿 ， 阿 基 米 德 为 了 获得 他 的 特殊 情况 的 
“证 明 ”， 也 不 得 不 把 他 著名 的 所 谓 阿 基 米 德 严 密 性 弃 之 脑 后 。 
我 国 古代 数学 并 没有 发 展 出 一 套 演 绎 推理 的 形式 系统 ， 但 却 另 
有 一 - 套 更 有 生命 力 的 系统 。 刘 徽 〈 九 章 注 》 序 中 说 “ 桥 理 以 
E, PARP”. IG 《海岛 算 经 》 本 来 有 注 有 图 ， 注 以 析 理 ， 
图 以 解体 ， 只 是 已 失传 而 已 ， 这 是 古代 数学 用 以 分 析 了 矛盾 解决 
矛盾 的 一 种 辩证 思维 方法 。 中 国 古 代 的 劳动 人 民 向 来 重视 实 
际 ， 善 于 从 实际 中 发 现 问题 提炼 问题 ,. 进而 分 析 问 题解 决 问 
题 ， 在 深入 广泛 实践 的 基础 上 建立 了 世界 上 最 先进 的 我 国 古 代 
数学 。 中 国 的 数学 是 牢 牢 扎根 于 广大 劳动 人 民 之 中 ， 是 导 源 于 
劳动 人 民 长 期 实践 经 验 的 基础 之 上 的 ， 这 与 希腊 几何 学 脱离 实 
际 脱离 群众 走 到 纯 逻 辑 推 理 的 形式 主义 道路 是 有 别 的 。 这 正 是 
直至 16 世纪 以 前 我 国 数学 在 许多 最 主要 的 领域 内 一 直 居 于 最 
先进 地 位 的 根本 原因 ， 也 是 在 微 积分 的 发 明 上 中 国 式 的 数学 远 
远 优越 于 希腊 式 数学 的 根本 原因 。 西 方 数学 史家 把 它 归 之 于 我 
国 数学 的 缺少 演绎 推理 与 历史 事实 完全 不 符 。 恩 格 斯 曾经 说 过 
( 见 [1 ) : 

“数学 演算 适合 于 物质 的 证 明 、 适 合 于 检验 ， 因 为 它们 是 
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建立 在 物质 直观 (尽管 是 抽象 的 ) 的 基础 上 的 ; 而 纯 逻 辑 演算 
只 适合 于 推理 证 明 ， 因 此 没有 数学 演算 所 具有 的 实证 的 可 靠 性 


这 是 我 国 数学 对 希腊 式 数学 来 说 具有 极 大 优越 性 的 一 个 很 
好 的 说 明 。 

钱 宝 琼 在 《中 国 古代 数学 的 伟大 成 就 》 一 文 [11 ) 中 曾 说 : 

“第 5 世纪 以 后 ， 大 部 分 印度 数学 是 中 国 式 的 ， 第 9 世纪 

后 ， 大 部 分 阿拉 伯 数 学 是 希腊 式 的 ， 到 第 10 世纪 中 这 两 派 

数学 合流 ， 通 过 非洲 北部 与 西班牙 的 回教 徒 ， 传 到 欧洲 各 地 ， 
于 是 欧洲 人 一 方面 恢复 已 经 失去 的 希腊 数学 ， 一 方面 吸收 有 生 
力量 的 中 国 数 学 ， 近 代数 学 才 得 开始 辩证 的 发 展 。” 

这 段 数学 发 展 过 程 可 概括 为 下 面 的 简 图 (c 表示 世纪 ): 


中 国 -一 ~ 印 a 
n ES a 
希腊 一 > 阿拉 人 
根据 前 面 的 论证 ， 我 们 认为 有 理由 可 以 进一步 说 ， 近 代数 
学 之 所 以 能 够 发 展 到 今天 ， 主 要 是 靠 中 国 的 数学 ， 而 非 希 腊 的 
数学 ， 决 定数 学 历史 发 展 进程 的 主要 是 中 国 的 数学 而 非 希腊 的 
数学 。 | 
LEME 31, CHER ARS Sob, VE 步 补充 用 


发 。 论 证 偏激 不 当 之 处 ， 则 和 希望 引起 争鸣 。 
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近年 来 中 国 数学 史 的 人 研究 


i A w 


本 文 的 讨论 限于 对 从 远古 时 代 至 公元 14 世纪 的 中 国 古 代 
数学 的 研究 。 近 年 来 ， 国 内 外 学 者 对 中 国 古 代数 学 的 研究 已 经 
莲 勃 开展 起 来 ， 对 中 国 古 代数 学 所 取得 的 成 就 有 了 更 深刻 的 认 
识 。 笔 者 在 此 将 随意 引用 其 中 一 些 成 果 ， 对 文中 所 表述 的 观 
点 ， 概 由 笔者 本 人 负责 。 

在 中 国 古 代数 学 史 研 究 中 ， 有 两 条 需要 严格 遵守 的 原则 ， 
即 

原则 一 : 所 有 研究 结论 应 该 在 幸存 至 今 的 原著 基础 上 得 
出 。 

原则 二 : 所 有 结论 应 该 利用 古人 当时 的 知识 、 辅 助 工 具 和 
惯用 的 推理 方法 得 出 。 

本 文 将 引用 下 烈 著作. 

《 九 章 算 术 》， 成 书 于 公元 1 世纪。 

《 九 章 算术 注 》， 刘 徽 闭 ， 成 书 于 公元 263 年 。 

《海岛 算 经 )》， 刘 徽 著 ， 成 书 于 公元 263 年 。 

(BILE), RILE, BFA 1247 年 。 

就 原则 二 来 说 ， 因 为 中 国 古 代数 学 中 没有 使 用 代数 符号 演 
算 和 添加 平行 线 证 明 几 何 题 的 传统 ， 所 以 我 们 强调 应 该 在 代数 


* 本 文摘 自 《中 国 数学 史 论 文集 》 (三 )， 山 东 教 育 出 版 社 ，1987 年 。 
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和 几何 的 推理 中 禁止 使 用 诸如 此 类 的 “现代 ”方法 。 中 国 古 代 
数学 独立 于 古 希腊 数学 和 作为 其 延续 的 西方 数学 ， 有 着 自身 发 
展 的 清晰 主线 ， 其 发 展 过 程 、 思 考 方法 和 表达 风格 亦 与 西方 数 
学 过 然 不 同 。 笔 者 在 开始 对 中 国 古 代数 学 成 就 进行 叙述 之 前 ， 
首先 在 此 指出 中 国 古 代数 学 的 一 些 特点 。 

第 一 ， 古 代 中 国人 没有 用 纸 笔 作为 计算 工具 ， 而 是 在 算 板 
上 用 算 筹 进行 一 切 计算 。 为 了 使 算 筹 运算 成 为 可 能 ， 早 在 远古 
时 期 ， 我 们 祖先 已 经 使 用 了 十 分 完善 的 十 进位 位 值 制 。 只 要 把 
筹 摆 在 板 上 的 适当 位 置 即 可 准确 表示 一 个 整数 ， 特 别 地 ， 十 进 
整数 中 的 零 和 有 零 本 身 都 通过 在 相应 位 置 上 空位 表示 。 事 实 上 ， 
我 国 古 代 把 数学 称 作 “ 算 术 ”， 正 好 反映 了 这 种 计算 的 方法 。 

第 二 ， 结 果 通 常 是 由 独立 问题 的 形式 来 表示 。 每 个 问题 由 
以 下 条 目 构成 : (一 ) 叙述 具体 数值 的 问题 ; (二 ) 问题 的 数值 
解答 ; (=) 术 文 ， 叙 述 获得 结果 所 用 的 方法 ， 在 大 多 数 场合 
相当 于 现在 的 “算法 "， 但 有 时 也 相当 于 现今 的 公式 或 定理 。 
值得 注意 的 是 ， (一 ) 中 的 具体 数值 ， 在 术 文 中 并 不 起 特殊 作 
用 ， 以 其 他 数值 代入 运算 也 同样 成 立 。 因 此 ， 术 文 是 一 般 方 
法 ， 条 目 (一 ) 中 的 具体 数值 只 是 作为 举例 说 明之 用 。 (四 ) 
有 时 有 “ 注 ” 或 “ 按 ”， 解 释 术 文 所 依据 的 理论 。 宋 代 以 后 的 
算 书 中 ， 常 会 有 条 目 (E) 演 草 ， 抄 录 获 得 最 终结 果 所 进行 运 
算 的 详细 步骤 。 


二 、 关 于 整数 理论 的 研究 


本 部 分 整数 系 指正 整数 。 

在 中 国 二 代数 学 中 ， 未 曾 出 现 素数 、 因 数 分 解 等 概念 ， 但 
是 发 明了 求 两 整数 的 最 大 公 因 数 的 方法 一 一 更 相 减 损 术 。 其 算 
法 如 下 : 

84 


“以 少 减 多 ， 更 相 减 损 ， 求 其 等 也 。” 

在 中 国 古 代数 学 中 ， 将 最 大 公 因 数 称 作 “等 ”。 

举 个 简单 的 例子 ， 用 更 相 减 损 术 求 得 24 和 15 的 最 大 公 因 
数 是 3， 其 步骤 如 下 : 

(24,15) 一 (9,15) 一 (9,6) 一 (3,6) 一 (3,3)。 (1) 

正如 刘 徽 在 《 九 章 算术 注 》 中 所 说 : “RAs, B 
等 数 之 重合 。” 此 术 所 依据 的 原理 是 在 更 相 减 损 过 程 中 整数 值 
逐渐 变 小 ， 而 最 大 公 因 数 不 变 。 | 

中 国 古 代 虽 然 未 出 现 过 素数 概念 ， 但 却 从 不 同 于 西方 数学 
的 角度 对 整数 理论 进行 了 相当 广泛 和 深入 的 研究 。 我 们 将 引用 
南京 大 学 莫 绍 把 和 西北 大 学 李 继 浆 的 两 项 研究 工作 。 

在 中 国 古 代数 学 发 展 的 漫长 过 程 中 ， 勾 股 形 一 直 是 数学 家 
们 研究 的 偏爱 对 象 。 特 别 是 勾 、 股 、 改 三 边 长 度 所 组 成 的 三 重 
整数 组 已 经 完全 可 以 确定 。 例 如 经 典 算 书 《 九 章 算 书 》“ 勾 股 ” 
章 中 就 出 现 了 以 下 8 个 三 重 数组 : (3, 4, 5), (5, 12, 13), 
(7, 24, 25), (8, 15, 17), (20, 21, 29), (20, 99, 101), 
(48, 55, 73), (60，91，109)。 这 些 三 重 数组 的 出 现 不 是 偶 
然 的 ， 在 勺 股 章 第 十 四 问 中 已 隐 含 给 出 这 种 数组 的 一 般 组 成 形 
式 。 今 将 此 题 照 录 如 下 : 

今 有 二 人 园 所 立 ， 甲 行 率 七 ， 乙 行 率 三 。 乙 东 行 。 甲 南 行 
十 步 而 绰 东 北 与 乙 会 。 问 甲乙 行 各 几何 。” 

术 文 为 “ 令 七 目 乘 ， 三 亦 目 乘 ， 并 而 半 之 ， 以 为 甲 斜 行 
率 。 和 代行 率 减 于 七 自 乘 ， 余 为 南 行 率 。 以 三 乘 七 为 乙 东 行 率 。 

如 前 所 述 ， 数 字 7 和 3 仅 起 举例 说 明 的 作用 ， 可 以 用 满足 
m>n>0 的 任意 数 对 m, n 替换 它们 。 术 文 所 说 就 是 三 边 成 
这 样 的 比例 : | | | 


2 2 2 2 
. m` tn i m 十 天 
4A: A ae = (m? — ]imn: >, 
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上 上述 8 个 三 重 数组 就 可 以 用 下 数 对 来 决定 : (m,n)= (2， 
1), (3,2),(4,3), (4,1), (5,2), (10,1)(8,3), (10,3)。 

刘 微 在 《 九 章 算术 注 》 中 ， 依 据 出 入 相 补 原理 对 此 问 作 了 
几何 证 明 。 本 文 第 三 部 分 将 详细 讨论 出 入 相 补 原理 。 刘 徽 的 证 
明 表 明 m:n 即 股 弦 和 与 久之 比 当 上 且 仅 当 色 股 汞 的 长 度 成 一 个 
BRL, min 是 一 个 整数 比 。 因 此 ， 利 用 术 文 所 给 的 方法 ， 
可 以 列 出 由 勾 股 弦 长 度 所 组 成 的 详尽 数 表 。 

中 国 古 代数 学 中 对 整数 理论 研究 的 第 二 个 例子 是 大 衍 求 一 
术 ， 即 著名 的 中 国 剩余 定理 。 最 近 的 研究 表明 大 衍 求 一 术 算 法 
来 源 于 汉代 以 来 的 历法 计算 ， 直 到 公元 1247 FRI B 
九 章 》 的 问世 ， 有 一 条 相当 清晰 的 发 展 路 线 。 秦 九 韶 在 书 的 序 
言 中 指出 :“ 独 大 衍 法 不 载 《 九 章 );， 未 有 能 推 之 者 ， 历 家 演 法 
BHI.” 秦 九 韶 第 一 次 系统 地 解释 了 大 衍 求 一 术 算 法 。《 数 书 
九 章 》 卷 一 、 二 共 九 问 ， 内 容 有 历法 计算 ， 修 筑 河 堤 ， 计 算 财 
物 ， 租 税 分 配 ， 出 售 谷物 ， 计 点 军队 ， 土 木 建筑 ， 甚 至 还 有 一 - 
个 盗 稻 案例 。 如 果 使 用 现代 符号 表示 ， 那 么 所 有 问题 都 可 归结 
为 以 下 形式 : 
| u=u; (modM;), 1<j<r. (2) 
其 中 u, M; 已 知 。 秦 九 韶 称 模 M, 为 定 母 〈 不 必 两 两 互 素 )， 
秦 给 出 一 种 方法 ， 可 以 反复 运用 更 相 减 损 术 把 定 母 化 为 两 两 互 
A, AKERS RRM, 两 两 互 素 的 情况 。 

在 现代 数学 中 这 一 问题 可 以 这 样 解决 : 

S Ph; (N) 表示 整数 N 的 欧 拉 函 数 ， 此 函数 可 以 将 N 
进行 素 因 数 分 解 得 到 。 

4 M=M,:M,°--°M,, 

(总 i; (3) 
则 (2) 的 解 为 
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u = 2 (wu;° N;) (modM )。 

读者 可 以 参看 Knuth: Art of Computer Programming 卷 2 
第 250 页 。 

(3) 的 方法 和 结果 似乎 很 简洁 漂亮 ， 然 而 用 此 法 计算 秦 九 
AAA 9 个 问题 ， 即 使 有 现代 计算 机 辅助 ， 得 到 最 终结 果 也 是 相 
当 困 难 的 。 

现在 ， 我 们 介绍 秦 九 韶 的 解法 。 


第 一 步 ， 令 R; WER Mi 后 的 余数 ， 称 为 奇数 ， 决 定 


K;， 使 之 满足 : 
K;*R;=1 (modM;). (4) 

最 后 结果 
u=3 (w Ki ) (mod). (5) 


K; PAF, OR K; 满足 (4) 的 算法 被 秦 氏 称 为 大 衍 求 
一 术 。% 此 术 的 第 一 步 是 将 四 个 已 知 数 1、0 (HEZA) R 
MM; 分 别 放 在 正方 形 左 上 角 (LU), APA (LL), AEA 


=- LU: Ri 王 RU (modM;), 
LL-R,;=— RL (modM,;)。 
算法 第 二 步 是 对 正方 形 四 个 数 进行 一 定 的 运算 ， 不 断 减 小 
右 方 的 数值 ， 但 保持 同 余 式 (6) 的 成 立 。 经 过 有 限 次 运算 后 ， 
右上 角 的 数值 将 减 小 为 1， 由 (6) 知 左 上 角 的 数值 就 是 所 求 
的 乘 率 K 。 通 过 下 面 对 算法 的 详细 叙述 ， 读 者 不 难看 出 ， 大 
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衍 求 一 术 所 依据 的 原理 本 质 是 与 求 两 数 最 大 公 因 数 的 更 相 减 损 
术 相 同 ， 只 不 过 大 衍 求 一 术 比 更 相 减 损 术 复杂 得 多 罢了 ， 求 乘 
率 的 算法 如 下 : 

“以 奇 为 右上 ， 定 母 为 右 下 ， 立 天 元 一 于 左上 。 先 以 右 行 
上 下 两 位 以 少 减 多 ， 所 得 商 数 ， 力 递 互 习 内 左 行 ， 使 右上 得 一 
Mik, AEA,” 

今 以 秦 书 第 九 问 为 例 。 这 是 一 个 盗窃 问 题 。 负 责 此 案 的 官 
员 使 用 这 种 算法 ， 就 可 判断 出 三 个 盗贼 每 人 所 窃 的 稻谷 数量 。 
计算 其 中 一 盗贼 所 窃 物 时 ， 其 相应 乘 率 : 


wee weet ewww soo ‘ ~ ee ee wee ee ee í 5 Teme zn =-- ea» 22- 
' . ‘ 


1 14: :1 14:1:1 «14 1 4 
19, 5: i1 5 1 5 
pos A 238 42 23 a 3 1 
koe oa a :4 1 4 1 
er i . 
一 -~ 一 -~ 停止 ， 天 = 15。 
:4 1 


读者 可 将 这 一 过 程 与 (1) 的 计算 过 程 作 一 番 比 较 ， 便 不 
难 体会 大 衍 求 一 术 与 更 相 减损 术 的 异同 之 处 。 

此 例 的 数值 是 秦 书 九 问 中 最 简单 的 ， 但 若 用 (3) 的 方法 
计算 则 不 是 一 柑 易 事 。 另 有 三 问 中 出 现 了 庞大 的 天 文 数字 ， 如 
用 (3) 的 方法 最 终 将 鞭 长 莫 及 ， 但 秦 九 施用 大 衍 求 一 术 轻 松 
地 解决 了 这 九 个 问题 。 


= Jl 何 


通常 认为 ， 中 国 古 代 没 有 几何 学 。 事 实 上 却 不 是 这 样 ， 中 
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国 古 代 在 几何 学 上 取得 了 极其 辉煌 的 成 就 。 人 们 的 误解 可 能 是 
因 为 中 国 古 代 几 何 学 在 内 容 和 形式 上 都 与 欧 几 里 得 几何 通 然 不 
同 的 缘故 。 这 种 不 同 表现 在 以 下 几 方 面 : 

第 一 ， 中 国 上 古代 几何 没有 采用 定义 公理 一 一 定理 一 一 
证 明 这 种 欧 氏 演绎 系统 ， 取 公理 而 代 之 的 是 几 条 简洁 明了 的 原 
理 ， 在 此 基础 上 推导 出 各 种 不 同 的 几何 结果 ， 刘 微 在 《 九 章 算 
术 注 》 中 就 是 这 样 做 的 。 

第 二 ， 中 国 古 代 几 何 与 欧 氏 几何 研究 的 侧重 点 不 同 。 我 们 
祖先 对 直线 的 垂直 性 感 兴趣 ， 而 欧 氏 几何 重视 平行 性 的 研究 。 
在 中 国 古 代数 学 数 干 年 的 发 展 过 程 中 ， 勾 股 形 在 几何 研究 中 始 
终 占据 着 主要 地 位 。 其 次 ， 古 代 中 国人 对 角 缺 乏 兴 趣 ， 重 视 对 
距离 的 研究 ， 而 欧 氏 几何 则 把 角 的 研究 放 在 重要 地 位 。 

第 三 ， 中 国 古 代 几 何 学 总 是 与 应 用 问题 紧密 相 联 ， 测 量 、 
面积 和 体积 的 研究 占据 了 研究 的 中 心地 位 。 

第 四 ， 中 国 上 古代 的 几何 总 是 与 代数 互相 渗透 ， 具 有 几何 代 
数 化 的 特点 。 中 国 古 代数 学 的 几何 代数 化 在 宋 元 时 期 达到 了 项 
蜂 。 李 约 渗 指出 ， 几 何人 代数 化 是 解析 几何 产生 的 前 奏 曲 (也 是 
关键 的 一 步 )。 

我 们 用 下 面 几 例 来 进一步 贸 述 这 些 观 点 。 

例 1 日 高 术 

“ 立 两 表 于 洛阳 之 城 ， 令 高 八 尺 。 南 北 各 尽 平地 ， 同 日 度 
其 正中 之 景 。 以 景 差 为 法 ， 表 高 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 所 
得 加 表 高 即日 去 地 也 。” Bp 


日 高 aE eu + 表 高 。 


在 汉代 的 一 些 著 作 中 已 出 现 了 这 个 公式 ， 后 来 的 历法 书 中 

也 常 引 用 它 计 算 日 高 。 显 然 ， 这 个 公式 估 值 过 于 粗糙 而 实际 上 

不 能 使 用 。 刘 微 用 海 咏 代替 日 高 术 中 的 太阳 ， 将 日 高 术 改 造成 
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为 海 西 公式， 成 为 一 个 地 面 测 量 实 际 可 行 的 精确 公式 。 《海岛 
BA) 包含 9 个 类 似 公 式 ， 上 面 这 个 公式 是 第 一 个 ， 也 是 最 简 
单 的 。 古 代 对 这 个 古老 公式 曾 有 证 明 及 附 图 ， 宋 代 书 中 记载 了 
这 一 事实 ， 以 后 便 失 传 了 。 笔 者 根据 3 世纪 赵 殉 所作 的 证 明 片 
汤 和 残缺 不 全 的 彩 图 ， 按 照 逻 辑 顺序 重 排 了 语句 ， 作 出 了 日 高 
术 及 海 品 公 式 的 证 明 。 图 1 中 Y 代表 黄色 ，B 代表 青色 。 

“WP (Y) 与 黄 乙 (Y.) 其 实 相 等 。 黄 甲 与 青 丙 (B;) 
HE, RSAC (Be) 相连 ， 其 实 亦 等 。 青 两 与 青 已 其 实 亦 
等 。 以 表 高 乘 表 相 与 为 黄 甲 之 实 。 以 影 差 为 黄 乙 之 广 而 一 ， 所 
得 则 变 为 黄 乙 之 交 。 上 与 日 齐 ， 按 图 当 加 表 高 。” 


参看 附 图 ， 证 明 是 很 清楚 的 。 


太 
阳 


fey gan 


— -一 一 一 ”地平 区 


表 距 一 一 一 
IZ 1 

例 2 出 入 相 补 原理 

例 1 中 的 面积 相等 关系 是 运用 出 入 相 补 原理 得 出 的 。 在 经 
典 著 作 《 九 章 算术 》 中 可 以 看 出 出 入 相 补 原理 已 经 形成 ， 并 用 
简洁 的 语言 清楚 地 表达 出 来 。 出 入 相 补 原理 的 含义 为 ， 一 个 平 
面 或 立体 的 图 形 被 分 割 成 几 部 分 后 ， 面 积 或 体积 的 总 和 保持 不 
变 。 这 个 简单 的 原理 被 古人 成 功 地 运用 ， 解 决 了 各 种 各 样 的 复 
杂 问 题 ， 有 时 问题 解决 的 十 分 巧妙 ， 例 1 仅 是 其 中 一 例 。 仍 以 
勾 股 形 的 三 边 为 例 。 这 三 边 可 以 形成 几 种 和 与 差 . 例如 勾 股 
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和 、 股 弦 差 等 等 ， 连 同 三 边 有 9 个 数 。 在 《 九 章 算术 》 ARR 
中 ， 有 许多 问题 是 已 知 这 9 个 数 中 的 两 个 利用 出 入 相 补 原理 求 
勾 、 股 、 弦 。 如 第 十 四 问 已 知 勾 弦 和 与 股 的 比值 ， 可 得 出 整 勾 
股 数 的 一 般 公 式 ， 如 同 第 二 部 分 中 已 给 出 的 公式 。 刘 徽 用 出 入 
相 补 原理 证 明了 这 一 结果 ， 如 图 2 所 示 CR 表示 红色 ，Y R 


示 黄 色 ): 
EA %  F 


B: 股 一 n= 二 3 


名 
a ay 


A+ =m =7 


图 2 
c+ d= 3%? -47 =d+ e= =n’, 
2EFGH = EFKL = m? + n? = (H + 3%)? + BR’, 
a+ Y=3%-m=5%- (4Q+5%), 
b+ R = EFIJ —- EFGH=4-m=4-(4 + 3%) 


-p2 mitn? 
2 Q 


在 《 数 书 九 章 》 中 有 一 个 已 知 三 角形 三 边 求 三 角形 面积 的 
A 

4: 三 角形 面积 * = 短 边 *… 长 边 ? 

E parma — sey 
2 es 

这 公式 显然 与 海伦 公式 等 价 。 以 公式 的 繁琐 与 海伦 公式 的 
简洁 比较 ， 肯 定 此 公式 不 是 由 海伦 公式 得 出 来 的 。 笔 者 按照 中 
国 古 代数 学 的 传统 风格 ， 应 用 《 九 章 算术 》 中 基于 出 入 相 补 原 
理 的 一 些 公 式 ， 重 新 构造 了 一 个 证 明 ， 可 以 很 自然 地 得 到 秦 九 
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韶 的 公式 。 | 

出 入 相 补 原理 事实 上 也 是 中 国 古 代 求 平方 根 或 立方 根 方法 
和 二 次 方程 解法 的 基础 ， 因 而 中 国 古 代 代 数 的 本 质 是 具有 几何 
性 的 。 用 出 入 相 补 原理 可 以 很 自然 地 得 出 《 海 久 算 经 》 中 的 所 
有 复杂 公式 ， 但 是 如 果 用 欧 氏 几何 的 方法 推导 这 些 公 式 就 很 困 
难 ， 至 少 会 使 人 有 不 自然 的 感觉 。 

例 3 立体 体积 

运用 出 入 相 补 原理 可 以 决定 多 边 形 的 面积 ， 但 不 能 决定 所 
有 多 面体 的 体积 。 刘 征 意 识 到 这 一 点 ， 并 出 色 地 解决 了 这 个 问 
题 。 斜 解 正方 体 成 两 个 相等 部 分 ， 叫 做 闭 士 。 斜 解 闭 十 成 两 部 
Sd, FP RE AB or OY PA, Fe a. x A 
限 以 清晰 的 逻辑 推理 过 程 ， 得 出 了 结论 ， 笔 者 将 其 命名 为 刘 徽 
原理 。 

“BBE, Ka, PAZ.” 

用 刘 徽 原理 和 出 入 相 补 原理 ， 可 以 求 出 任何 多 面体 的 体 
积 。《 九 章 算术 〉》 商 功 章 的 许多 公式 便 是 这 样 得 出 的 。 在 刘 微 
对 其 原理 的 简洁 严密 的 证 明 中 ， 有 将 一 个 大 效 古 分 割 为 较 小 的 
阳 马 的 过 程 。 如 下 图 3 所 示 : 


sa AAVA 


从 图 中 可 以 看 出 
一 个 大 阳 马 -AAKER = 2 (一 个 小 阳 马 - BT 
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Hite ) o 

AEBS El, MARR RY, RARUA TE MX 
徽 所 说 : 

“E> o>, HRM. FAEN, MMI. HERZ, 
KBR RR.” | 

对 阳 马 术 的 更 详细 的 论述 可 参看 Wagner 的 一 篇 出 色 论 
文 ， 发 表 于 Historia Math. 6 (1979), P169—188, 

刘 微 还 研究 了 曲面 体 求 积 问题 ， 其 中 有 著名 的 球体 积 问 
题 。 他 得 出 的 结论 是 : 球 的 体积 依赖 于 一 个 奇特 的 立体 的 体 
积 ， 这 个 立体 是 一 个 立方 体 的 两 个 内 切 圆 柱 的 公共 部 分 。 刘 徽 
不 仅 思 维 精密 而 且 态 度 严 肃 ， 他 自己 虽然 未 能 解决 这 个 问题 ， 
但 把 这 个 问题 留 给 后 人 。 他 说 : “KEHE, RRE, W 
AN ASE, LARGE” 

公元 5 世纪 ， 大 数学 家 、 天 文学 家 和 工程 学 家 祖冲之 的 儿 
FHR, AE TRL, ATEST REHAR. WERN 
了 一 条 原理 ， 等 价 于 后 来 重新 发 现 的 Caralieri 原理 ， 即 

“ 缘 磊 势 既 同 ， 则 积 不 容 异 。 

在 此 不 准备 用 较 多 篇 幅 氢 述 祖上 蜂 球 体积 公式 的 精采 证 明 。 
刘 徽 虽然 没有 明确 提出 这 一 原理 ， 但 他 在 多 种 简单 曲面 体 体积 
的 推导 中 确实 使 用 了 这 一 原理 。 有 鉴于 此 。 笔者 倡议 以 “ 刘 祖 
原理 ”取代 我 们 中 国学 者 常用 的 “ 祖 蚌 原理 ”的 命名 。 

总 而 言 之 ， 古 代 中 国人 以 令 人 陶醉 的 方式 运用 出 入 相 补 原 
理 、 刘 徽 原理 和 刘 祖 原理 ， 这 些 原理 已 足以 建立 起 立体 一 一 无 

论 是 否 曲 面体 一 一 的 整个 体积 理论 。 


四 、 代 数 


代数 无 疑 是 中 国 古代 数学 中 最 发 达 的 部 门 。 应 该 指出 ， 中 
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国 古 代 的 代数 实际 上 是 方程 解法 的 同 义 语 。 探 究 方程 源流 ， 可 
以 发 现 方程 问题 是 由 两 个 不 同方 面 发 展 而 来 的 。 其 一 是 远古 时 
期 的 物 物 交换 导致 的 到 不 足 术 发 展 而 成 方程 术 。《 九 章 算术 》 
的 方程 章 叙述 了 联 立 线性 方程 组 的 解法 ， 这 时 引入 了 负数 概 
念 。 刘 徽 在 注 文中 说 :“ 并 引 为 行 ， 故 谓 之 方程 ”因而 可 以 这 
样 解释 :“ 方 程 ” 的 “ 方 ” 即 是 正方 形 或 矩形 ，“ 程 ”是 将 数字 
以 矩阵 形式 排列 在 算 板 上 。 

〈 九 章 算术 》 所 给 出 的 解 联 立 线性 方程 组 的 解法 ， 是 进行 
行列 之 间 的 运算 ， 类 似 于 今天 的 消去 法 。 在 刘 徽 注 中 还 可 以 看 
到 将 数字 和 矩阵 变 为 标准 形 的 详细 过 程 。 

方程 的 第 二 个 来 源 是 测量 和 几何 问题 。 在 求 太阳 高 度 时 ， 
产生 了 日 高 公式 和 太阳 距 观 测 者 水 平 距离 的 公式 。 太 阳 与 观测 
者 的 距离 是 利用 勾 股 定理 和 开平 方 运算 得 出 的 。 勾 股 定理 和 开 
平方 法 的 证 明 都 可 用 出 入 相 补 原理 推出 。《 九 章 算术 》 第 九 章 
中 有 一 问 由 出 入 相 补 原理 自然 导出 了 一 个 二 次 方程 ， 并 将 解法 
命名 为 “ 带 从 开平 方法 "， 这 一 名 称 不 仅 揭示 了 解 此 类 方程 的 
方法 ， 而 且 也 显露 了 其 根源 。 

唐 朝 初 年 ， 我 国 已 有 了 三 次 方程 解法 ， 宋 代 高 次 方程 的 数 
值 解法 发 展 到 了 高 峰 ， 这 时 的 解法 与 1819 年 霍 纳 发 明 的 方法 
本 质 上 完全 相同 。 

宋 元 时 期 (10 至 14 H) 最 重要 的 数学 成 就 是 天 元 概念 
的 引进 。 天 元 相当 于 今天 的 未 知 数 。 尽 管 在 数 千年 的 数学 历史 
发 展 中， 方程 解法 始终 占据 着 中 心地 位 ， 但 是 直到 宋 元 时 期 才 
第 一 次 引进 未 知 数 的 清晰 概念 和 使 用 系统 的 方程 解法 。 当 时 的 
数学 家 已 认识 到 了 天 元 术 的 巨大 作用 。 朱 世 杰 在 其 著作 中 写 
道 :“ 今 以 天 元 演 之 ， 明 源 活 法 ， 省 功 数 倍 。” 

这 一 时 期 ， 天 元 术 不 断 发 展 ， 最 终 产生 了 四 个 未 知 数 的 高 
次 联 立 方程 组 的 解法 ， 几 何 代数 化 、 多 项 式 运算 和 消去 法 也 随 
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之 得 到 了 发 展 。 方 程 发 展 的 两 条 主线 到 此 时 合 二 为 一 ， 解 方程 
的 理论 更 接近 现代 代数 的 有 关内 容 。 由 于 当时 所 有 的 运算 要 在 
算 板 上 上 进行， 多 项 式 不 同类 项 的 系数 要 摆 在 板 上 的 不 同位 置 ， 
这 就 将 未 知 数 的 个 数 限 制 为 最 多 是 4。 在 当时 与 外 部 世界 如 阿 
拉 伯 的 交流 日 益 加 强 的 情况 下 ， 如 果 放 弃 算 板 而 及 用 其 他 系 
统 ， 数 学 将 面临 一 个 空前 繁荣 的 时 代 。 但 事与愿违 ， 由 于 种 种 
原因 ， 到 元 朝 末 年 ， 深 入 的 研究 工作 停止 了 ， 数 学 处 于 停 沾 不 
前 的 境地 。 当 明 末 利 玛 罕 到 中 国 时 ， 几 乎 没有 一 个 中 国 高 级 知 
识 分 子 懂得 《 九 章 算 术 》! 


五 、 结 束 iF 


本 文 因 篇 幅 所 限 ， 不 讨论 极限 概念 、 高 阶 内 差 公 式 和 级 数 
求 和 等 成 就 。 简 而 言 之 ， 中 国 古 代数 学 的 大 多 数 成 就 具有 构造 
性 、 算 法 化 和 机 械 化 的 性 质 ， 因 此 大 多 数 的 “ 术 ” 可 以 无 困难 
` 地 转化 为 程序 用 计算 机 来 实现 。 中 国 古 代数 学 家 善于 从 简明 的 
事实 得 出 深刻 的 结论 ， 并 总 结 成 简洁 的 原理 。 正 是 这 些 简单 易 
明 、 而 应 用 广泛 的 原理 ， 形 成 了 中 国 古代 数学 的 独特 风格 。 中 
国 古 代数 学 的 研究 方法 是 从 研究 具体 问题 入 手 ， 从 中 提出 简单 
明了 的 原理 和 一 般 方法 。 代 数 化 和 十 进位 位 值 制 这 样 杰出 的 成 
就 也 是 在 这 种 思想 的 指导 下 取得 的 。 总 之 ， 中 国 古 代数 学 有 其 
自身 的 长 处 ， 当 然 也 有 传统 的 不 足 。 我 们 既 不 能 象 明 先祖 们 那 
样 妄 自 菲 薄 ， 漠 视 我 们 祖先 所 取得 的 成 就 ， 亦 不 可 仿效 唐人 ， 
妄 自尊 大 ， 拒 绝 接受 外 国 的 先进 技术 。 只 要 我 们 充分 认识 我 们 
传统 思想 方法 的 威力 ， 同 时 吸收 外 国 的 先进 科学 技术 ， 可 以 预 
见 中 国 数学 将 进入 一 个 辉煌 灿烂 的 新 时 代 。 
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从 《 数 书 九 章 》 看 中 国 传统 数学 
构造 性 与 机 械 化 的 特色 ， 


在 已 译 成 中 文 斯 特洛伊 克 著 的 《数学 简 史 ) 中 中 ， 有 一 段 
耐人寻味 的 议论 : 

在 一 切 古 代 东 方 数学 中 没有 任何 地 方 足以 使 我 们 发 现 

我 们 所 谓 证 明 的 任何 企图 。 从 未 用 过 推理 ， 而 仅仅 是 列 出 

某 些 规则 来 :“ 如 此 做 ， 做 这 个 "。.…… 对 于 我 们 这 些 被 欧 

几 里 得 的 严格 推理 所 教育 的 人 ， 这 整个 的 东方 思考 方法 在 

最 初 似乎 是 惊异 而 又 高 度 地 令 人 不 满 。 但 是 当 我 们 认识 到 

我 们 讲授 给 我 们 今天 的 工程 师 们 和 技术 人 员 们 的 数学 大 部 

仍 是 “如 此 做 ， 做 这 个 ”的 方式 ， 而 很 少 有 严格 的 证 明 企 

图 时 ， 这 种 惊异 就 会 消灭 了 。 在 许多 中 学 中 ， 代 数学 现 仍 

被 教 成 一 堆 公 式 而 不 是 一 种 演绎 的 科学 。 东 方 数 学 似乎 从 

未 由 它 所 由 而 生 的 几 千 年 来 技术 学 和 行政 问题 的 影响 下 解 

放出 来 。 

斯 特洛伊 克 看 出 了 以 中 国 包括 印度 在 内 为 代表 的 所 谓 东 方 
数学 ， 与 以 欧 几 里 得 为 代表 的 数学 有 着 本 质 上 的 差别 ， 而 且 直 
到 现在 东方 数学 在 中 学 教育 中 还 占据 着 统治 地 位 ， 可 谓 见 解 精 
辟 独 到 ， 值 得 称道 。 | 

但 是 ， 对 于 所 谓 东 方 数学 缺少 推理 证 明之 说 ， 则 不 能 不 也 
以 澄清 。 


* 本 文摘 自 《 秦 九 韶 与 数 书 九 章 》( 吴 文俊 主编 ), 北京 师范 大 学 出 版 社 ,1987 年 。 
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欧 几 里 得 创造 了 一 套用 定义 、 人 公理、 定理 构 成 的 逻辑 推理 
演绎 体系 ， 自 有 其 独到 之 处 ， 但 并 不 是 必须 按照 这 一 格式 才 算 
是 逻辑 推理 。 固 然 牛顿 的 《原理 》 是 按照 欧 岂 里 得 的 格式 来 写 
作 的 ， 但 币 卡 儿 的 《方法 》 3 就 没有 照 此 办 理 ， 总 不 能 说 笛 卡 
儿 就 没有 推理 没有 证 明了 。 不 仅 是 17、18 世纪 的 大 量 数 学 著 
作 没有 遵守 欧 几 里 得 的 格式 ， 即 使 是 现代 流行 的 数学 刊物 ， 也 
可 以 看 到 不 少 重要 的 论文 写作 是 没有 遵守 这 一 格式 的 。 

至 于 我 国 的 数学 经 典 著作 ， 则 更 是 另 有 一 种 独特 的 表达 方 
式 ， 与 欧 几 里 得 的 方式 尽管 大 相 径 庭 ， 却 同样 能 起 到 一 定 的 演 
绎 推理 与 证 明 的 作用 ， 国 内 论 者 已 多 ， 不 再 重 述 。 特 别 值得 一 
提 的 是 李 继 闵 同志 的 看 法 ， 我 国 古 代数 学 往往 寅 理 于 算 ， 不 证 
自明 ， 下 文 当 再 说 明 此 点 。 

其 次 ， 公 理 、 定 义 、 定 理 的 表达 方式 ， 并 不 能 保证 逻辑 推 
理 就 能 严密 无 间 。 欧 几 里 得 《几何 原本 》 (以 下 将 简称 《 原 
A), BE [2] ) 在 逻辑 上 弊病 甚 多 ， 这 在 19 世纪 数学 批判 性 
浪潮 中 已 多 所 指摘 ， 即 使 Hilbert 的 《几何 基础 》 一 书 被 认为 
已 商定 了 所 谓 欧 风 里 得 几何 的 严密 基础 ， 作 者 近年 也 已 为 文 指 
出 ， 欧 几 里 得 的 证 明 方 式 是 不 可 能 达到 应 有 的 严密 程度 的 ， 而 
且 是 几乎 无 可 挽救 的 。 由 于 离 题 过 远 ， 在 此 不 再 深 论 。 

另 一 面 ， 我 国 的 古代 数学 并 没有 采用 欧 风 里 得 的 演绎 形 
式 。 但 同样 达到 正确 结论 ， 其 成 果 之 辉煌 ， 远 非 同 时 期 世界 其 
他 地 区 的 数学 可 以 比拟 。 象 刘 徽 〈 九 章 注 》 中 所 表现 的 推理 论 
证 之 严密 细致 ， 当代 数学 家 如 Wagner 等 也 已 为 之 心 折 。 不 能 
否认 欧 岂 里 得 的 演绎 体系 与 表达 形式 有 某 种 优越 之 处 ， 但 不 能 
与 推理 的 严密 性 视 为 等 同 。 而 我 国 古 算 的 表达 形式 有 其 另外 优 
越 的 一 面 ， 非 欧 几 里 得 体例 所 能 及 ， 作 者 以 后 有 机 会 当 专文 评 
述 ， 在 此 不 再 深 论 。 

总 之 ， 形 式 应 为 和 内容、 目的 服务 ， 数 学 的 内 容 实 质 才 是 主 
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要 的 一 面 。 就 内 容 实质 而 论 ， 所 谓 东 方 数 学 的 中 国 古 代数 学 ， 
有 具有 两 大 特色 ， 一 是 它 的 构造 性 ， 二 是 它 的 机 械 化 。 

19、20 世纪 之 交 ， 数 学 应 否 构 造 性 地 发 展 曾经 引起 激 列 
的 争论 。 并 因此 而 深刻 影响 了 当代 数学 的 发 展 。 对 于 构造 性 概 
念 的 本 身 ， 数 理 逻 辑 学 家 还 分 成 了 五 个 不 同 的 层次 。 对 这 些 论 
争 将 由 专门 家 来 讨论 ， 非 本 文 所 能 及 。 就 本 文 所 拟 讨论 的 《 数 
书 九 章 》 来 说 ， 不 妨 把 构造 性 与 机 械 化 的 数学 看 作 是 可 以 直接 
施用 之 于 现代 计算 机 的 数学 。 我 国 古代 数学 ， 总 的 说 来 就 是 这 
样 一 种 数学 ， 构 造 性 与 机 械 化 ， 是 其 两 大 特色 ， 算 筹 算盘 ， 即 
是 当时 施用 没有 和 存储 设备 的 简易 计算 机 。 

就 《 数 书 九 章 》 而 论 ， 我 们 将 就 三 个 方面 来 举例 说 明 。 


一 、 质 数 与 等 数 


欧 几 里 得 《几何 原本 〉 共 分 13 篇 ， 其 中 7、8、9 三 篇 是 
数论 。 质 数 概念 是 整个 数论 的 基石 ， 该 书 第 9 篇 命题 20 证 明 
了 质数 的 数目 比 任 何 指定 数目 都 要 多 。 欧 几 里 得 一 书 原来 的 证 
ARRAS NAR, PORWR, MEE MAY 
证 法 ， 则 如 下 述 。 假 定 只 有 有 限 个 质数 pi pro +, Pr» TE 
出 pi1p2… pn +1， 于 是 不 论 这 数 本 身 是 否 质 数 ， 都 将 引出 节 
盾 ， 因 而 有 任意 大 的 质数 ， 如 所 和 欲 证 。 

这 是 一 种 典型 的 非 构 造 性 的 证 法 ， 只 证 明了 任意 大 质数 的 
存在 ， 但 对 于 如 何 给 出 比 一 个 数 更 大 的 质数 来 并 未 提供 任何 线 
索 p l 

在 我 国 ， 则 根本 没有 质数 的 概念 ， 自 然 谈 不 上 葛 基 在 质数 
概念 上 的 数论 等 分 支 学 科 的 形成 。 

但 是 ， 数 学 决 不 能 认为 是 单纯 作为 推理 训练 之 用 的 学 问 ， 
更 不 能 沦 为 数字 游戏 之 学 。 数 学 之 所 以 重要 ， 主 要 是 因为 能 有 
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助 于 人 类 认识 自然 、 控 制 自然 ， 为 解决 应 用 中 产生 的 各 种 问题 
提供 有 效 手段 。 就 这 一 点 来 说 ， 我 国 古 代 没 有 质数 的 数论 要 比 
欧 几 里 得 的 数论 不 仅 毫 无 还 色 ， 而 且 要 优越 得 多 。( 数 书 九 章 》 
中 的 大 簿 求 一 术 ， 就 是 我 国 古代 数论 的 一 项 代表 性 的 成 就 。 

大 衍 求 一 术 ， 向 被 誉 为 中 国 剩余 定理 ， 但 在 国外 文献 阐述 
中 国 剩余 定理 时 ， 往 往 局 限于 诸 定 母 两 两 互 质 的 特殊 情形 ， 而 
在 原来 的 大 衍 求 一 术 中 ， 却 没有 这 一 限制 。 在 大 衍 求 一 术 中 ， 
并 不 需要 质数 与 互 质 这 些 概念 ， 而 代 之 以 连环 求 等 的 方法 ， 巧 
妙 地 得 到 了 一 般 情形 的 解法 。 : 

求 等 之 等 的 等 数 ， 即 是 现代 通称 的 最 大 公约 数 。 在 《 原 
本 》 第 7 篇 的 第 1，2，3 三 个 命题 ， 即 是 关于 求 若 干 整 数 (E 
实 上 不 超过 3 个 ) 的 最 大 公约 数 ， 这 在 后 世 被 称 为 欧 几 里 得 算 
法 。 

在 我 国 ， 求 两 数 最 大 公约 数 即 等 数 用 更 相 减 损 之 术 ， 将 两 
数 以 小 减 大 累 减 以 得 之 。 如 求 24 与 15 的 等 数 ， 其 逐步 减损 如 
FRR: 

(24,15)—(9, 15) >(9, 6) (3, 6) > (3, 3) 

每 次 所 得 两 数 与 前 两 数 有 相同 的 等 数 ， 而 两 数 之 值 逐步 减 
少 ， 因 而 到 有 限 步 后 必然 获得 相同 的 两 数 ， 也 即 所 求 的 等 数 ， 
其 理由 不 证 自明 。( 参 阅 沈 康 身 同志 的 有 关 著 作 [4] 。) 

这 个 寅 理 于 算 不 证 自明 的 方法 ， 是 完全 构造 性 与 机 械 化 
的 ， 尽 可 以 据 此 编 成 程序 上 机 实施 。 

欧 几 里 得 算法 与 上 述 更 相 碱 损 之 术 实质 上 是 相同 的 ， 但 
《原本 》 除 了 引进 许多 概念 、 定 义 以 外 ， 还 给 出 了 一 个 证 明 。 
这 个 证 明 占用 了 足 足 三 页 的 篇 幅 (Heath 的 注释 已 除去 不 算 )， 
不 仅 党 长 艰 汲 ， 而 且 依 据 Heath 有 下 面 的 注释 : 

请 注意 欧 几 里 得 假定 了 下 面 的 事实 作为 一 个 公理 ， 即 

如 果 a, b 都 被 c 除 尽 ， 则 a 一 pb 也 能 被 < 除 尽 。 在 下 一 
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命题 中 ， 他 也 假定 了 一 个 公理 ， 即 在 同样 情形 下 c 也 能 除 

R at po。 

这 个 注释 无 异 是 说 ， 欧 几 里 得 的 原 证 在 逻辑 上 并 不 严密 而 
且 有 漏洞 ， 它 隐 含 了 一 些 不 该 略 去 的 公理 ， 岂 仅 是 证 明 繁 长 星 
vE m G o 

《原本 》 第 7 篇 的 命题 1 与 2， 虽 然 等 价 于 后 世 通 称 的 欧 
几 里 得 算法 ， 但 就 其 证 明 原 来 的 叙述 方式 来 说 ， 既 不 是 构造 性 
的 ， 也 不 是 机 械 化 的 。 即 使 按照 后 世 已 经 转化 加 工 成 真正 算法 
的 形式 ， 在 整个 欧 几 里 得 体系 中 ， 也 只 能 算是 一 个 例外 。 这 和 与 
贯穿 在 我 国 古代 数学 中 构造 性 与 机 械 化 的 算法 成 果 相 比 ， 是 不 
可 同日 而 语 的 。 

我 国 古 代数 学 中 有 等 数 而 没有 质数 ， 没 有 质数 该 怎么 办 ? 
BAPE lA] EE A Oxe, EIME, RES ERM K 
衍 求 一 术 提 供 了 不 用 质数 概念 的 又 一 实例 。 | : 

ERE BET FS TB YE OR SY ORO RR 
辛 ， 但 不 难 纠 正 ， 稍 加 改动 即 可 ， 可 以 参阅 本 书 有 关 论 文 。 

明代 以 来 我 国 数学 日 益 衰微 ， 九 章 之 学 几 已 潭 没 无 闻 。 一 
目 利 玛 赛 东 来 ， 数 学 舞台 遂 为 欧 几 里 得 之 学 所 垄断 独占 。 清 代 
虽 不 乏 有 志 有 为 的 杰出 之 士 ， 致 力 于 发 掘 古籍 发 扬 古 学 ， 但 终 
究 因 衰微 日 入 ， 往 往 只 知 以 欧 几 里 得 之 学 生 据 硬 套 ， 对 古籍 强 
为 穿 辫 作 解 。 有 计算 经 验 者 都 知道 要 把 一 数 分 解 成 质数 因子 并 
非 易 事 ， 而 求 两 数 的 等 数 却 要 容易 得 多 。 清 张 敦 仁 等 以 质数 概 
EE EEE KARR, PRS KR, MCRL 
为 难 ， 我 认为 不 足 为 法 ， 是 不 可 取 的 。 


增 乘 开 方 法 与 正 负 开 方 术 


从 《 九 章 》 中 开平 、 羡 方 发 展 至 宋 元 时 期 增 乘 开 方 法 与 正 
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负 开 方术 的 求 方程 数值 解法 ， 是 中 国 古 代数 学 构造 性 与 机 械 化 
思想 方法 的 又 一 代表 性 成 就 。 

为 简单 起 见 ， 试 考虑 下 面 形 式 的 方程 

x +a” ltet a, 1 并 一 Cn (1) 
其 中 a; 都 >>0。 计 算数 学 应 讲求 正确 与 效率 ， 我 们 试 就 这 种 方 
程 对 宋代 古 法 作 一 检查 。 检 查 方 法 将 使 用 一 个 简单 的 计算 硕 对 
这 种 方程 求解 来 作出 判 浙 。 

作者 曾 用 一 种 HP25 型 的 袖珍 计算 器 做 过 这 种 检查 工作 。 
这 种 HP25 有 8 个 存储 单元 可 以 存放 数值 ， 利 用 这 8 个 单元 就 
可 以 编 一 个 小 程序 解 高 至 5 次 的 方程 (1)， 而 且 可 达到 任意 预 
定 的 精度 ， 所 用 方法 在 于 利用 我 国 独创 的 十 进位 位 值 制 数 字 表 
达 法 逐步 求 得 解 的 各 位 数字 。 例 如 对 zx*= 2 求 2 的 平方 根 时 ， 
将 逐步 求 出 1，1.4，1.41，1.414，1.4141，… 其 每 次 修正 数 
值 为 0.4，0.01，0.004，0.0001， 而 最 后 到 1.4141 为 止 时 所 
达 精 度 为 0.0001。 

今 以 3 次 方程 (1) 为 例 ， 利 用 HP25 编程 序 如 下 。 

HP25 的 8 个 存储 单元 记 作 加， 田 ，…， 回 。 我 们 将 所 设 
方程 系数 aj, a2, a AITAD, B, B), BARROW Bik 
似 解 设 为 zo FFA], ERR IBIE RUBIA c FEAL), Bi 
次 近似 解 ze 改进 为 下 一 次 的 zo+ c， 又 所 预定 要 求 的 精度 设 
A 6=0.0,1 存 入 回 。 这 里 没有 用 到 存储 单元 儿 ， 团 ， 说 明 本 
例 还 没有 使 用 上 HP25 的 全 部 潜力 ， 实 际 上 同样 可 以 解 $ 次 方 
程 。 

先 将 a;，c，5， 以 及 尝试 解 ro FAW, I, BI, Hl, 
加，[j 后 ， 即 可 依照 下 面 的 程序 逐步 按键 求 得 所 要 求 精度 的 数 
值 解 ， 程 序 右 面部 分 是 简单 的 说 明 。 
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RCLO 

ENTER ^ 
ENTER 4 
ENTER + 


将 回 中 的 ro 取出 3 次 


za+aizi+a2zo 一 4 一 ((zo+aJ)zo+a2)zo 


一 as 的 计算 步骤 将 所 得 存 显示 中 


g:x=0 
g:zxz<0 
sTO +3 eek a cia: 


比较 回 中 的 < 与 加 中 的 8, 相 碱 所 得 。 8 存 显 
RCL7 示 中 


>0 
> [asso BRPRMSOM cot 


BRPH—OM con 


将 [加 中 ze BMA zo tc 并 返回 第 2 步 重新 开始 


加 中 的 数 即 所 求解 并 在 显示 中 展 出 


ALA 


用 这 一 方法 求 方程 实 解 所 依据 的 原理 ， 从 计算 过 程 即 已 完 
全 清楚 ， 已 可 不 加 辞 费 不 证 自明 ， 而 且 所 得 结果 是 绝对 精确 的 
( 指 到 预定 精度 而 言 )， 用 不 着 顾虑 是 和 否 收敛 以 及 收敛 快慢 的 问 
题 。 

对 于 一 般 形 式 的 方程 ， 可 用 益 积 减 从 正 负 开 方 等 术 ， 其 理 
相同 ， 可 参见 本 书 有 关 论 著 。 

我 国 古 算 只 涉及 求实 根 ， 其 实 求 复 根 也 一 样 可 以 。 因 为 每 
一 个 复 系 数 求 复 根 的 方程 ， 相 当 于 两 实 系 数 的 实 变 方程 组 。 若 
变量 为 zx、y， 可 依 宋 元 时 期 消 元 的 方法 得 到 一 只 有 r 的 实 系 
数 方 程 ， 即 可 依 增 乘 开 方 与 正 负 开 方 之 术 求 得 z、y 的 实数 
解 ， 也 就 是 原来 复方 程 的 复数 解 。 

目前 通行 的 方程 求 数值 解法 是 Newton JE — ARM TERE, 
这 种 方法 在 初始 值 的 选取 ， 收 敛 与 精度 ， 系 数 稍 有 偏差 时 的 影 
啊 ， 都 存在 者 复 欢 甚至 颇 为 严重 的 问题 。 当 前 Berkeley 的 
Smale 与 Princeton 的 Kuhn 都 从 不 同 的 角度 对 Newton 法 进行 
了 理论 探讨 ， 可 见 其 问题 之 不 简单 。 与 我 国 古 法 相 较 ， 古 法 之 
直 捷 了 当 且 可 排除 各 种 病态 的 优越 性 是 颇 为 显著 的 。 


三 、 大 衍 求 一 术 


大 衍 求 一 术 是 我 国 古 代数 学 构造 性 与 机 械 化 思想 方法 的 又 
一 范例 。 这 在 国外 称 为 中 国 剩余 定理 ， 但 往往 只 涉及 定 母 两 两 
互 质 的 情形 ， 用 现代 语言 可 表述 如 下 : 
RA n 个 两 两 互 质 的 正 整 数 区 /|，…，mp,， 又 设 ui +e, 
un 为 已 知 整 数 ， 则 有 唯一 的 一 个 宇 0 而 过 mx = mm m, 的 
整数 使 | | 
u==u;modm,, i<j 


103 


在 Knuth) 一 书 中 ， 对 中 国 剩余 定理 给 出 了 两 个 证 明 ， 一 
个 是 非 构 造 性 的 ， 另 一 个 是 构造 性 的 。 这 两 证 明 颇 可 说 明 构 造 
性 与 非 构 造 性 的 区 别 ， 故 录 之 于 此 。 

韭 构 造 性 证 明 。 唯 一 性 的 证 明 是 容易 的 ， 故 只 须 证 明 存 在 
性 即 足 。 为 此 ， 对 任 一 n >0 W0 而 < 的 整数 全 体 为 
[nj ， 文 对 任 一 整数 vw， 记 lm) PHS v ttm, 同 余 的 唯一 整 
数 为 vw;,， 考 虑 对 应 关系 

ay XX (m,), 
A: 
WO 
显然 [mm 中 不 辐 的 v 将 对 应 不 同 的 (vi,…, vn), 因 和 集合 [mx] 与 
(mi) X: X [zx] 中 的 个 数 相同 , HA 是 一 对 一 的 。 特 别 对 于 
每 一 组 (mi X… x [ma 中 的 数 , AM Cu, wu) 必 有 一 x 与 
之 对 应 , 这 就 是 要 证 明 的 定理 。 

与 前 面 所 引 《原本 》 中 质数 个 数 无 限 这 一 定理 的 证 明 相 
仿 ， 这 是 一 种 典型 的 非 构 造 性 证 明 。 这 种 证 法 简单 美妙 ， 但 对 
要 求 得 的 u 并 不 提供 任何 求法 的 线索 。 构 造 性 的 证 明 则 不 然 ， 
不 仅 证 明 zx 的 存在 ， 同 时 也 给 出 了 u 的 求法 甚至 显 罗 公式 。 
下 面 的 证 明 就 属于 这 一 种 ， 也 在 Knuth 同 书 中 给 出 。 

构造 性 证 明 。 对 任意 数 n, th op (n) 是 它 的 Euler 数 。 
作 

M; = (m/m,)?", 1SjRn, 
则 据 整 数论 定理 ,任意 满足 
u=(u; Mit + uM, modm 
的 数 u ARETE u=u;modm,;,, 1SjSn, FHRAMRSO 而 < 
m Hu 即 合 所 求 。 

证 明 中 的 pq (n) Æ Euler HR, Bn 而 与 n 互 质 的 正 

整数 个 数 。 如 果 ”分 解 成 质 因子 的 乘积 
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n = pli ps, 
其 中 是 不 同 质数 ， 则 Euler 证 明 


Wi 
E n 本 身 是 质数 p HF, 
e(p)=p-—1, PIM pgp(83)= 82。 
但 对 一 般 的 n, 则 须 先 分 解 成 质 因 子 再 求 出 oln), 例如 
n = 225600 = 2°-3-5*-47, 
故 


p(225600) = 2°-3+5*+47-— + 4+ + = 2° -5:23 


= 58880. 

由 于 分 解 因 子 并 非 易 事 , 而 所 得 p(n ) 在 n 稍 大 时 即 相 当 大 ， 
M; 因而 wx 依 上 证 的 计算 量 将 很 可 观 , 甚至 可 使 一 台 现 代 的 计 
算 机 也 难以 处 理 。 

我 国 古 代数 学 没有 质数 概念 ， 自然 更 没有 Euler 函数 以 及 
整数 理论 ， 但 同样 解决 了 这 一 问题 ， 而 且 原 理 浅 显 ， 计 算 简 
易 ， 甚 至 解决 得 更 彻底 一 包括 了 诸 m 不 必 两 两 互 质 的 情 
形 。 | 

AWARE, REEE m 两 两 互 质 的 情形 。 不 论 是 
Knuth 所 载 的 构造 性 证 法 〈 以 下 简称 西法 )， 还 是 秦 九 韶 的 大 
衍 求 一 术 ， 其 基本 原理 可 以 说 都 如 下 述 : 

假定 有 一 组 整数 N;， 使 


a Omodm;, i Æj aes 
则 任意 使 


u=(Cu,N,+°: + u,N,)modm 


的 整数 u 都 能 满足 同 余 式 
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u=u;modm;,1SjSno 
在 西法 中 ,所 取 N; 是 
N;= M, = (m/m), 
其 依据 是 整数 论 中 的 一 条 定理 ,其 中 gp(mj) 的 概念 与 公式 以 及 
定理 的 证 明 都 是 颇 费 周折 的 。 
在 秦 法 大 衍 求 一 术 中 , 则 是 先 定 ,使 
k;(m/m;)=1modm;, 
再 取 N;=k;(m/m;), 
计算 简单 而 理论 依据 已 富 于 计算 之 中 , 可 以 不 证 自明 。 
在 大 衍 求 一 术 中 , 所 用 专门 术语 是 


mj; 一 一 定 母 ,m= mim m, Í PE, 


m/m; WIR, Cm/ m) Xt mj ZR nj A BW, 
总 数 。 
> 


k; x n;=1modm,, MAE * At R=1 mod 定 母 ， 
uw = lu; * k; (m/m), RM = SRB * 用 数 。 
求 一 术 的 最 主要 一 步 在 于 从 奇数 与 定 母 求 乘 率 , 即 已 知 nj mj 
时 求 &;, 即 解 
Ri * n;=1modm;o 
解法 的 出 发 点 是 考虑 更 一 般 形式 的 同 余 式 
x * b=cmoda, 
Hoa, b, cMECMBRMM r AMPK, 在 c=1 而 6，a 各 
Kin;, m;, Pra z BARF ko 
上 面 的 同 余 式 有 两 个 明显 的 解答 : 
c=b5 时 ，xz 二 1， 即 1x 奇 数 寺 奇数 ， 
c= 一 a 时 ，xz = 二 0， 即 0x 奇数 寺 一 定数 ， 
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而 在 。” c=1 时 ，xz 应 = 乘 率 。 
上 面 两 个 显然 的 同 余 式 可 以 把 其 中 出 现 的 四 数 置 于 一 个 方 
阵 的 四 角 来 简单 地 表示 ， 即 置 : 


Ak 右上 | | 1 奇数 
AF ç &F 0 定数 


方 阵 四 角 的 数 符合 下 面 的 关系 式 : 
左上 数 * R= LM mod (HE), 
左下 数 * 奇数 圭一 右 下 数 mod ( 定 母 )。 
开始 时 位 于 方 阵 右 方 上 下 的 奇 定 二 数 可 以 很 大 ， 求 一 术 将 四角 
之 数 递 互 累 乘 累 减 ， 使 右 方 两 数 逐 步 减 小 ， 但 却 依然 保持 上 面 
两 个 关系 式 成 立 。 到 右上 角 之 数 减 小 至 1 时 ， 左 上 数 由 于 上 关 
系 式 就 给 出 了 所 求 的 乘 率 。 | 
将 四 和 角 之 数 递 互 累 相 乘 减 以 减 小 右 方 二 数 而 保持 两 关系 式 
之 法 ， 实 质 上 与 古 法 求 两 数 的 等 数 时 以 少 减 多 更 相 减 损 以 减少 
两 数 之 值 ， 而 使 等 数 重生 不 变 的 更 相 减 损 之 术 理 由 是 相同 的 ， 
只 是 更 为 复杂 而 已 。 这 可 以 说 是 求 一 术 的 真 髓 。 
现 取 ABALA) 中 余 米 推 数 题 为 例 来 对 求 一 术 作 一 具体 
说 明 。 该 题 是 一 件 盗 窃 案 的 侦破 术 ， 原 题 照 录 如 下 。 
MAK, HEEE- RIP, PER, Tine 
数 。 今 左 壁 第 剩 一 合 ， 中 间 第 剩 一 升 四 合 ， 右 壁 第 剩 一 
合 ， 后 获 贼 ， 系 甲乙 丙 三 名 。 甲 称 当 夜 摸 得 马 构 ， 在 左 壁 
F, BEAR, LAMAKE, EPS, BAR, WK 
BERR, CHAS, BAR, BURA, FARK, 
索 到 三 器 ， 马 构 满 容 一 升 九 合 ， 木 履 容 一 升 七 合 ， 漆 桩 容 
一 升 二 合 。 欲 知 所 失 米 数 ， 计 赃 结 断 三 盗 各 几何 。 
今 以 合 为 单位 ， 则 依 题 意 
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剩 米 数 = 余 数 u;=1, 14, 1, 
ia or ey fet = KE BE m =19, 17, 12, 
HE m =m ,m,m3, 19 * 17 x 12=3876, 
ATX m/m,; = 204, 228, 323, 
奇数 = mi BR m/m,;, 2A =14, 7, 11, 
AOR FE =k, =15, 5, 11. 
这 里 乘 率 k 的 求法 依 大 衍 求 一 术 如 下 表 所 示 : 


i 置 奇 右上 、 和 定居 在 下 , 立 
天 元 一 于 左上 。 
先 以 右上 除 右 下 , 所 得 
商 数 。 
与 左上 一 相生 入 左下 。 


然后 乃 以 右 行 上 下 、 以 
4 | DRS, BERS, eR 


数 。 


EF. 
S ome 
Pe [me 
[oes 


PT 
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其 余 两 个 乘 率 的 求法 也 一 样 ， 算 式 如 下 : 
3K ka, tk. * 7=1mod17, 


be 


得 k2 =A ERS. 
SR k3 使 K3 * 11=1mod12, 


F 
Job 


得 k; = 7 ER 11. | 
计算 乘 率 &A 的 过 程 颇 为 简单 ， 且 其 原理 正 与 求 等 数 的 原 
理 类 似 ， 颇 为 显然 ， 即 所 谓 理 在 算 中 ， 不 用 多 加 辞 费 ， 已 可 不 
证 目 明 。 
若 用 西法 ， 其 计算 量 就 要 大 得 多 。 试 将 两 种 方法 列表 比较 
如 下 。 | 
lmod19, 
求 ‘me 
1modl2。 
在 《 数 书 九 章 》 所 列 大 入 求 一 术 的 9 个 问题 中 ， 余 米 推 数 
中 的 数 都 不 大 ， 但 西法 的 计算 量 已 颇 可 观 。 在 另 一 题 古 历 会 积 
中 ， 出 现 了 
At BW = 9253, A = 225600, 
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k;* (my m,/m;) =lmodm; 
N; =k; (my m,/m;) 
ki* (17x 12) Sk, * 14=1mod19 
=k, =15 
N,=15* (17 * 12) 
k2 * (19% 12) =k, * 7=1mod17 
>h,=5 
N,=5* (19 * 12) 
ks* (19x17) =k; * limod12 
=>h,=11 

Ns=11x (19*17) 


u = 204 + 14 * 22817 + |u=15 * (17 * 12) +5* (19 * 12) 
323*mod3876 : +11%* 《19 * 17) mod3876 


按 大 衍 求 一 术 计 算 ， 易 从 
k * 9253=1mod225600 


No (mi m,/ m)? p 


(17 x 127)9(139) = 20418 


N= (19 * 12)’ =228" 


Na = (19*7)°(2) = 3234 


算得 
k=172717。 
eo REE, WU AIT 
N = 9253702290) = 9253°880, 

即使 一 台 现 代 化 的 计算 机 ， 也 是 难于 完成 这 一 计算 任务 的 。 

最 后 我 们 想 指 出 ， 载 于 Knuth 一 书 的 西法 ， 自 然 早 已 有 
之 ， 但 是 由 于 用 到 Euler 序数 ， 因 而 此 法 出 现 的 最 早年 限 是 18 
世纪 。 至 于 大 衍 求 一 术 ， 则 即使 算 完全 是 秦 九 韶 一 人 的 创造 ， 
其 出 现 的 最 低 年 限 ， 也 至 迟 是 13 世纪 一 一 1247 年 。 
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我 国 上 古代 测 望 之 学 重 差 理论 评介 
莱 评 数学 史 人 研究 中 某 些 方法 问题 


| a 


《中 国 古 代数 学 对 世界 文化 的 伟大 贡献 》 一 文 曾经 指出 : 

“代数 学 无 可 争辩 地 是 中 国 的 创造 ，…… 甚至 可 以 说 在 16 
世纪 以 前 ， 除 了 阿拉 伯 某 些 著 作 之 外 ， 代 数学 基本 上 是 中 国 一 
手包 办 了 的 ”。 

“中 国 的 劳动 人 民 …… 实 质 上 达到 了 整个 实数 系统 的 完成 。 
特别 是 自古 就 有 了 完美 的 10 进位 值 制 的 记 数 法 。……。 这 一 
创造 对 世界 文化 贡献 之 大 ， 如 果 不 能 与 火 的 发 明 相 比 ， 也 是 可 
以 与 火药 、 指 南 针 、 印 刷 术 一 类 发 明 相 媲美 的 ”。 

不 仅 在 数学 系统 的 完成 上 或 是 在 代数 学 的 创立 上 ， 就 是 在 
几何 学 上 ， 我 国 古 代 也 有 着 极其 辉煌 的 成 就 。 我 国 古 代 的 几何 
学 ， 立 足 于 广大 劳动 人 民 的 丰富 实践 经 验 ， 从 天 文 观察 与 工农 
业 建 设 中 发 现 问题 ， 提 出 问题 ， 抓 住 了 几何 学 的 核心 与 实质 ， 
建立 了 具有 我 国 特色 的 几何 学 体系 。 既 有 丰硕 的 成 果 ， 又 有 系 
统 的 理论 ， 其 内 容 有 许多 是 微 积 分 得 以 创立 的 关键 所 在 ， 是 希 
腊 的 几何 学 所 未 能 做 到 的 。 但 是 大 多 数 西方 数学 史家 对 几何 学 
一 向 标榜 欧 几 里 得 体系 ， 推 崇 备 至 ， 而 对 中 国 古 代 的 几何 学 则 
以 为 不 足 道 ， 甚 至 认为 一 无 所 有 。 对 此 ， 我 们 有 着 截然 不 同 的 


* 本 文摘 自 《 科 技 史 文 集 》( 第 8 辑 )， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1982 年 。 
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看 法 。 我 国 的 数学 工作 者 们 ， 也 应 该 认真 调查 、 弄 清 事实 以 明 
辩 是 非 ， 而 不 能 把 西方 言论 视 为 当然 。 

恩格斯 曾经 说 过 : | 

“和 其 它 科学 一 祥 ， 数 学 是 从 人 的 需要 中 产生 的 ; BMI 
量 土地 和 测量 容积 ， 从 计算 时 间 和 制造 器 咀 产 生 的 。” 

我 国 古 代 人 民 ， 正 如 其 他 各 地 的 许多 古代 民族 一 样 ， 观 天 
测 地 ， 从 事 土 地 的 丈量 、 容 积 的 测量 、 时 间 的 计算 等 等 生产 活 
动 ， 在 此 基础 上 创造 了 我 国 固有 的 古代 几何 学 。 从 远古 时 期 
起 ， 即 有 了 一 般 形式 的 勾 股 定理 ， 并 应 用 之 于 测 日 之 高 远大 
小 ， 具 见 《 周 体 算 经 》 一 书 。 秦 汉 时 期 又 发 展 了 勾 股 理论 并 导 
致 二 次 方程 ， 成 为 我 国 一 千 多 年 代数 学 莲 勃 发 展 的 主要 源泉 之 
一 。 到 和 瑶 晋 时 期 ，《 局 体 算 经 》 以 之 观 天 者 ， 刘 徽 以 之 测 地 ， 
建立 了 测 高 望 远 的 重 差 理论 。 另 一 面 ， 土 地 的 丈量 与 容积 的 测 
量 产生 了 面积 与 体积 理论 ， 并 提炼 出 出 入 相 补 这 一 一 般 原理 ， 
到 5 世纪 南北 朝 时 期 又 提出 了 祖 眶 原理 。 这 些 一 般 原理 的 建 
立 ， 说 明了 我 国 古代 人 民 不 仅 能 紧密 联系 实际 ， 善 于 分 析 问 题 
解决 问题 ， 而 且 有 着 高 度 的 抽象 与 概括 能 力 。 不 仅 脱离 实际 把 
量度 排斥 于 几何 学 之 外 的 欧 几 里 得 所 无 法 比拟 ， 甚 至 也 是 虽 重 
视 实际 但 偏重 技术 缺少 概括 的 阿 基 米 德 与 海伦 所 不 及 。 这 些 原 
理 ， 不 仅 使 欧洲 直至 19 世纪 末 才 弄 清 楚 的 体积 问题 早 在 祖 眶 
时 代 即 已 具备 了 完满 的 基础 ， 且 为 后 世 微 积分 的 建立 创造 了 条 
件 ， 而 且 ， 与 希腊 欧 几 里 得 几何 的 形 数 割 裂 者 恰恰 相反 ， 我 国 
在 数学 发 展 过 程 中 自始至终 是 把 空间 形式 与 数量 关系 融合 在 一 
起 的 ， 因 而 数 系统 的 建立 与 至 于 完备 ， 以 及 代数 学 的 发 生发 
展 ， 也 始终 与 几何 学 的 发 展 贯穿 在 一 起 。 到 宋 元 之 世 天 元 一 一 
也 即 未 知 数 概 念 的 明确 引入 ， 代 数 式 与 其 代数 运算 的 阐明 ， 以 
及 几何 代数 化 方法 的 逐渐 成 熟 ， 更 为 解析 几何 的 创立 开辟 了 道 
路 。 诚 如 上 篇 文中 所 说 : 
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“…… 到 宋 元 之 世 ， 已 经 具备 了 西欧 17 世纪 发 明 微 积分 前 
夕 的 许多 条 件 。 不 妨 说 我 们 已 经 接近 了 微 积分 的 大 门 ”。 

由 于 我 国 数学 上 成 就 之 极端 重要 与 丰富 多 采 ， 即 使 只 局 限 
于 几何 学 范围 ， 也 决 非 少 数 几 篇 文章 就 能 曾 明 。 本 文 将 只 就 几 
何 学 成 就 的 一 个 角落 一 一 重 差 理论 作 一 分 析 介 绍 。 抛 砖 引 玉 ， 
希望 其 他 同志 能 从 各 个 不 同方 面 与 角度 进一步 深入 阑 发 。 


二 、 重 差 理论 历史 


由 于 中 国 古 代 经 典 著作 中 史料 不 为 一 般 读者 所 知 ， 流 传 不 
广 又 不 易 找到 ， 故 把 有 关 重 差 理论 的 片段 罗列 于 下 ， 作 为 全 文 
讨论 的 依据 。 

重 差 理 论 来 源 于 量 日 之 高 远 ， 而 量 日 高 远 法 主要 见于 公元 
前 50 至 100 4E RBH UHRA, SKB ( 《淮南 子 》 
(公元 前 120 年 左右 ) 与 《 周 礼 . 地 官 》 也 有 类 似 的 记述 ) 如 
F; 

“HMKAR, BEZAB—RAT. Me, th, ES 
者 ， 句 也 。 正 南 千 里 ， 句 一 尺 五 寸 ， 正 北 千 里 ， 句 一 尺 七 寸 。 
seese (RAIA Ro RWS, WORE, MARA PA 
HMM. WW ELE, WASE., SRMBSAR, WA 
FAR, HAR. DO. REAR, HMR. BRS 
Ho AEDE BITI.” 

除 文字 记载 外 ， 至 今 河南 登 封 县 告 成 镇 即 十 阳 城 ， 还 有 周 
代 观 景 台 的 遗址 [ 丙 3). 

三 国 吴 人 赵 兢 为 《 周 佣 算 经 》 作 注 ， 作 有 《日 高 图 》 与 
《日 高 图 说 》。《 日 高 图 说 》 全文 如 下 : 

“ 黄 甲 与 黄 乙 其 实 正 等 。 以 表 高 乘 两 表 相 去 为 黄 甲 之 

实 。 以 影 差 为 黄 乙 之 广 而 一 ， 所 得 则 变 为 黄 乙 之 赛 ， 上 与 
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日 齐 。 按 图 当 加 表 高 。 今 言 八 万 里 者 ， 从 表 以 上 复 加 之 。 

青 丙 与 青 已 其 实 亦 等 。 黄 甲 与 青 丙 相连 ， 黄 乙 与 青 已 相 

连 ， 其 实 亦 等 。” 

赵 爽 日 高 图 的 原 图 早已 遗失 。 现 传 各 本 中 原 图 俱 误 ， 如 图 
lo REKE ZRS RELE mE 2。 


= w 
H ZG 

FA FA 

FA FA 

甲 甲 
È R R z: 
成 成 成 Zs 

图 1 


公元 3 世纪 魏 刘 征 作 《 九 章 算术 注 )。 序 中 说 : 

“eevee 〈《 周 官 》 大 司徒 职 ， 夏 至 日 中 立 八 尺 之 表 ， 其 景 尺 
有 五 寸 ， 谓 之 地 中 。 说 云 ， 南 戴 日 下 万 五 千里 。 夫 云 尔 者 ， 以 
术 推 之 。 按 《 九 章 算术 》 立 四 表 望 远 及 因 木 望 山 之 术 ， 皆 端 旁 
互 见 ， 无 有 超 洲 车 斯 之 类 。 然 则 苍 等 为 术 犹 未 足以 博 群 数 也 。 
徽 寻 九 数 有 重 差 之 名 ， 原 其 指 趣 乃 所 以 施 于 此 也 。 几 望 极 高 、 
测 绝 深 而 兼 知 其 远 者 必用 重 差 。 句 股 则 必 以 重 差 为 率 ， 故 日 重 
差 也 。 立 两 表 于 洛阳 之 城 ， 令 高 八 尺 。 南 北 各 尽 平地 ， 同 日 度 
其 正中 之 景 。 以 景 差 为 法 ， 表 高 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 而 一 ， 所 
得 加 表 高 ， 即 日 去 地 也 。 以 南 表 之 景 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 而 
一 ， 即 为 从 南 表 至 南 戴 日 下 也 。 以 南 戴 日 下 及 日 去 地 为 句 股 。 
为 之 求 弦 ， 即 日 去 人 也 。…… 虽 天 圆 窒 之 象 犹 日 可 度 ， 又 况 泰 
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山 之 高 与 江海 之 广 哉 。 徽 以 为 今 之 史籍 且 略 举 天 地 之 物 ， 考 论 
PRR, MFR, WARS, MR, HATER, WIE 
古人 之 意 ， 缀 于 句 股 之 下 。 度 高 者 重 表 ， 测 深 者 累 矩 ， 孤 离 者 
三 望 ， 离 而 又 劳 求 者 四 望 。 触 类 而 长 之 ， 则 虽 幽 遐 施 伏 ， 靡 所 
KN. THAT, FETTER.” 

日 


图 2 | 
这 一 序 中 概括 了 日 高 理论 中 的 三 个 基本 公式 (CARRE) 
与 刘 徽 《 九 章 算 术 注 》 中 求 日 径 的 部 分 都 已 略 去 ): 


日 去 地 FERN, ey, 
_ 南 表 景 x 表 间 


日 去 人 = v( 南 戴 日 下 )?+ (日 去 地 )?。 
刘 徽 把 这 一 量 日 高 的 理论 施 之 于 量 “ 泰 山 之 高 与 江海 之 
T”, EEZ, HJER, NURTAS, ATAR F” 
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原来 这 一 重 差 理 论 是 作为 《 九 章 算 术 注 》 十 卷 中 的 第 十 卷 附 于 
勾 股 章 之 后 的 。 唐 代 把 第 十 卷 重 差 和 九 章 分 离 而 另 本 单行 ， 改 
称 《海岛 算 经 )。 原 作 有 注 有 图 。 但 此 后 注 图 都 已 失传 。 现 存 
(海岛 算 经 》 只 剩 九 题 ， 其 中 第 一 题 望海 岛 照 录 如 下 : 

“ 今 有 望海 岛 。 立 两 表 齐 高 一 焰 ， 前 后 相去 干 步 。 令 后 表 
与 前 表 参 相 直 。 从 前 表 却 行 一 百 二 十 三 步 ， 人 目 著 地 取 望 岛 
峰 ， 与 表 末 参合 。 从 后 表 却 行 一 百 二 十 七 步 ， 人 目 著 地 取 望 岛 
峰 ， 亦 与 表 未 参合 。 问 岛 高 及 去 表 各 几何 。 

RE: WFAA. MEHR, RZ. MEMA 
B, BPI AGR 

求 前 表 去 岛 远 近 者 ， 以 前 表 却 行 乘 表 间 为 实 ， 相 多 为 法 ， 
除 之 ， 得 岛 去 表 里 数 。” 

按 我 国 古 算 书 中 的 “ 术 ” 可 泛 指 方法 、 定 理 、 公 式 或 理 
论 。 这 里 的 “ 术 ” 所 涉及 的 理论 可 概括 为 下 面 两 个 基本 公式 ， 

岛 高 = PTT + 表 高 ， 


ae _ 前 表 却 行 x RA 
A fee ky = 相 多 © 


这 两 公式 也 即 前 面 关 于 日 高 的 基本 公式 ， 也 可 与 《 周 佣 算 经 》 
UREK (HARIH) HX. 

《海岛 算 经 》 其 余 八 题 依 次 是 : 

2. 望 松 3. BRB 4. BS 5. 望 楼 6. Biko 7. 
望 清 渊 8. AF 9. 临 邑 。 诸 题 不 论 是 重 表 、 累 矩 、 三 望 、 
四 望 ， 都 是 从 不 同 测 点 获得 不 同 的 测 望 数据 ， 相 互 较 核 ， 取 其 
差 值 为 法 而 给 出 明显 公式 。 所 依据 重 测 取 差 的 方法 原则 各 题 是 
一 致 的 ， 与 重 差 之 名 正 相 符合 。 为 此 ， 我 们 将 把 这 一 测 望 理论 
称 为 重 差 理 论 ， 所 得 诸 公 式 统称 为 重 差 公 式 。 在 各 个 特殊 情形 
则 将 称 为 日 高 公式 、 海 名 公式 、 松 高 公式 等 等 。 
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Za ERAT RBH ARK WN iE 


刘 征 的 《海岛 算 经 》 原来 有 注 有 图 。“ 析 理 以 辞 ， 解 体 用 
图 "， 所 谓 注 即 相当 于 现代 的 分 析 与 证 明 。 可 异 注 图 都 已 遗失 。 
后 世 以 迄 近 代 有 不 少 中 外 人 士 曾 补 作证 明 。 现 择 其 重要 者 依 历 
史 先 后 次 序 介绍 于 下 ， 再 于 下 节 讨 论 其 正 误 得 失 。 

现存 最 早 讨论 《海岛 算 经 》 诸 题 的 证 明 者 见于 宋 杨辉 的 
《 续 古 摘 奇 算法 》( 公 元 1275 年 )。 杨 于 书 未 有 海岛 题解 云 : 

“ 魏 刘 徽 注 九 章 ， 立 重 差 ， 著 于 句 股 之 下 ， 以 阐 世 术 。 夫 
度 高 测 深 ， 句 股 之 法 则 ， 无 自 而 可 知 。 故 重 表 、 累 矩 、 三 望 、 
四 望 ， 旁 求 审 察 。 是 以 松山 高 下 ， 方 邑 大 小 ， 其 重 表 也 。 岸 望 
谷 深 ， 帆 望 津 广 ， 其 累 矩 也 。 登 望 松 高 ， 遥 望 波 口 ， 非 三 望 之 
术 乎 。 清 渊 白石 ， 登 山 临 咏 ， 非 四 望 之 术 平 。 海 岛 去 表 为 之 ， 
篇 首 因 以 名 之 ， 实 九 章句 股 之 遗 法 也 。” 

“迄今 千 余 载 间 ， 唐 李 淳 风 而 续 算 草 ， 未 闻 解 白 作 法 之 旨 
者 。 辉 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 ， 乃 见 先 贤 作 法 之 万 一 。 若 和 欲 尽 
传 ， 岂 不 轻易 秘 则 。 或 不 传 流 ， 杰 无 以 伸 前 贤 之 美 。 本 经 题目 
广远 ， 难 于 引证 ， 学 者 非 之 ， 今 将 孙子 度 影 量 笔 题 问 ， 引 用 详 
解 ， 以 验 小 图 。 姑 以 一 问 ， 其 余 好 学 君子 自 能 触 类 而 考 ， 何 必 
轻 传 。” 

杨辉 的 另 一 现存 著作 《乘除 通 变 本 末 》 上 着 (1274 年 ) 

中 也 说 : 

Ee BE, PA HE, BERLE RA PRR, IRA 
曾 说 其 源 。《 议 古 根源 》 (12 世纪 刘 益 著 ， 现 已 失传 ) 原 无 细 
草 ， 但 依 术 演算 ， 亦 不 知 其 由 。” 

观 此 ， 杨 辉 认 为 没有 必要 给 出 《海岛 算 经 》 九 问 的 全 部 证 
明 ， 而 着 重 在 望海 岛 第 一 题 的 详细 分 析 : “ 姑 以 一 问 ”，“ 解 白 
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作法 之 虽 ”， 而 “说 其 源 "”， 以 “ 见 先 贤 作 法 之 万 一 "。 其 余 则 
留待 “好 学 君子 ”“ 触 类 而 考 ”"。 从 “ 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 ” 与 
“以 验 小 图 ”等 语 ， 可 能 杨辉 所 见 即 系 刘 微 原来 的 “ 海 号 小 
图 ”， 至 于 现存 杨辉 的 原 图 则 大 体 如 图 3。 杨 的 分 析 是 把 图 3 
分 解 成 两 个 小 图 即 图 4、5， 每 图 相当 于 一 个 较 简 单 的 孙子 度 
影 量 竿 问题 。 杨 并 指出 证 明 的 依据 可 归结 为 下 述 原 理 ， 即 杨 所 
说 的 “ 源 ”: 

“ 凡 股 中 容 横 ， 句 中 容 直 ， 二 积 皆 同 。” 换言之 ， 即 图 4、 
5 中 的 

面积 甲 = 面积 乙 。 


age as 


图 4 图 5 
明 末 (16、17 世纪 之 交 ) 西方 殖民 国家 的 先遣 部 队 耶 稣 
教会 教士 为 便于 传教 以 奴役 中 国人 民 ， 借 宣扬 数学 历法 等 科学 
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文化 之 名 而 进入 明 室 宫 庭 。 由 于 明 季 八股 取 士 ， 理 学 统治 了 学 
术 界 的 思想 ， 科 学 技术 的 发 展 受到 摧残 ， 当 时 中 国 古 代 的 传统 
数学 几 已 失传 。 士 大 夫 如 徐光启 等 为 传 入 的 西方 天 文 历 算 所 
惑 ， 与 来 华 教 士 利 玛 赛 等 争 相 结 纳 ， 除 翻译 《几何 原本 》 Fb, 
MRE 《测量 法 义 》 (1607 一 8) 一 书 。《 测 量 法 义 》 共 15 题 ， 书 
前 题 有 利 玛 密 口 授 ， 徐 光 启 笔 受 。 该 书 主要 介绍 欧洲 的 测量 方 
法 ， 而 其 中 第 10 题 以 表 测 高 的 后 面部 分 所 谓 “ 和 谷 测 甲乙 之 高 ， 
reses 若 成 不 和 欲 至 乙 或 不 能 ， 则 用 两 表 较 算 ……, ”其 内 容 即 与 
《海岛 算 经 》 第 一 题 无 异 (图 6). 


图 6 

在 《测量 法 义 》 之 后 ， 人 徐光启 又 著 QUEER). FSR 
i: 

“ 九 章 算法 句 股 篇 中 故 有 用 表 用 抢 尺 测量 数 条 。 与 今 译 
(测量 法 义 》 相 较 ， 其 法 略 同 ， 其 义 全 天， 学 者 不 能 识 其 所 由 。 
BARC, VISIR, MBER, SARE, MRD, He 
求 同 异 ， 以 族 讨 论 。 其 旧 篇 所 有 ， 今 译 所 无 者 ， 仍 补 论 一 则 ， 
共 为 测量 异同 六 首 如 左 。” 

《测量 异同 》 中 所 列 6 首 中 第 4 首 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 、 
无 高 之 远 以 及 第 6 首 以 重 矩 兼 测 无 广 之 深 、 无 深 之 广 ， 即 《 测 
量 法 义 》 中 的 第 10 题 后 面部 分 也 即 《海岛 算 经 》 的 第 一 题 。 
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不 论 是 利 玛 罕 口授 的 《测量 法 义 》 或 是 徐光启 补 作 的 《 测 
量 异 同 》， 在 证 以 表 测 高 题 即 海岛 公式 时 ， 痢 用 相似 三 角形 与 
比例 ， 并 引述 《几何 原本 》 中 的 命题 。 《测量 法 义 》 中 的 证 明 
依 自 成 向 前 抑 退 后 至 子 而 分 成 两 种 情形 ， 又 比较 两 影 的 长 短 ， 
DERAM. CHEFE ERSEK M, WME GUEA X) 
中 证 明 的 主要 部 分 介绍 如 下 ， 见 附 图 6 成 向 前 至 子 的 情形 ， 其 
PAT SERARX, CO. AAA: 


由 相似 三 角形 得 己 辛 : 辛 丁 = 已 庚 : 庚 甲 ， 
交换 比例 项 得 CO: OR = 辛 丁 : 庚 甲 。 
同样 FH: AB = HS: BEA, 
AIST = Ss, A: AB R= eT BA, 
ECHEM, E B= AR, 

则 得 已 辛 :已 康 = Co: AR. 
由 比例 定理 ， 得 Cs OR = Ue: Os, 
与 前 第 二 等 式 比 较 ， 得 WE: CAH HET: Be, 
交换 比例 项 得 G06 367 = CH: A, 
或 Nae eT = Fe: ABE, 
即 两 测 较 : 表 目 较 = 上 距 较 : 甲 庚 。 
由 此 得 甲 庚 之 高 。 


加 目 至 足 之 数 ， 即 得 甲乙 之 高 。 

在 清 初 数学 这 一 阵地 实质 上 已 为 西 算 所 完全 占领 ， 我 国 古 
代 传 统 数学 几 成 绝学 。 直 至 乾隆 三 十 八 年 〈 公 元 1773 年 ) H 
始 编辑 《四 库 全 书 》， 古 典 数 书 陆续 发 现 ， 引 起 了 研究 古典 数 
学 的 高 潮 。19 世纪 初 李江 作 《 九 章 算 术 细 草图 说 》 与 《 海 吗 
Wem ee), A CURR) TER PERSP Ab ch UE AA. FA 
《 重 差 图 序 》 说 : 

“FAIL. BA IA AA, RON Sh tL. AJE A 
相 比 ， 所 作 四 率 ， 二 、 三 率 相 乘 与 一 、 四 率 相 乘 同 积 。 如 欲 作 

121 


图 明之 ， 第 取 一 、 三 率 联 为 一 边 ， 又 取 二 、 四 率 联 为 一 边 。 作 
AFCA HS, ARAM. RUB ARN ERIRE SS 
二 ， 则 形势 验 侨 。 旧 图 于 形 外 别 作 同 积 二 方 ， 至 两 形 相 去 辽 远 
者 ， 又 必 宛 转 通 之 ， 篆 可 不 必 也 。 图 中 以 四 边 形 五 边 形 立 说 ， 
似 与 句 股 不 类 。……… 

ASA Ew Blt AE IA”, tO E 
著作 中 “ 旧 图 ”已 无 ， 而 代 之 以 李 所 补 作 之 图 。 现 将 李 所 作 海 
岛 题 的 图 (图 7) 与 证 明 大 意 概述 如 下 : 


图 7 

在 图 7 中 甲乙 为 海岛 ， 两 丁 与 已 庚 为 前 后 两 表 ， 戊 与 辛 为 
着 地 人 目 。 作 已 王 与 丙 戊 平行 ， 则 因 人 已 庚 辛 之 公 甲 展 已 ， 与 
ABBES AHURA, BEE: 已 庚 = 已 丙 : 甲 展 。 故 

甲 展 = GENEL RARA. 

车 与 利 玛 窦 、 徐 光 启 的 证 明 比较 ， 可 见 李 多 添 了 一 条 平行 
线 ， 至 于 其 他 诸 题 的 证 法 也 类 似 ， 但 添 线 更 多 ， 推 理 更 繁 。 

近 几 十 年 对 《海岛 算 经 》 诸 题 的 证 明 则 往往 应 用 代数 。 例 
如 三 上 义 夫 在 《中 日 数学 史 》 一 书 介 绍 (海岛 算 经 》 时 说 (图 
8): 

海岛 术 文 相当 于 公式 


ab 
d-c’ 


HWA z=at 


122 


| d 

图 8 

三 上 自 言 不 知 刘 徽 用 什么 方法 获得 这 两 公式 ， 但 认为 可 能 自 下 
两 比例 式 或 与 之 相当 的 等 式 导出 ， 


ee & 
| 


yte c’ rr 

并 认为 “ 重 差 ”一 词 意 指 比 例 的 重复 应 用 ， 而 比例 方法 在 《 九 
章 算 术 》 勾 股 章 中 多 次 出 现 ， 以 为 上 说 佐证 。 三 上 还 因此 说 : 

“ 刘 徽 对 这 些 复 杂 问 题 的 研究 ， 说 明 他 对 代数 处 理 的 某 些 
方面 颇 为 娴熟 。 如 果 对 《 九 章 算 术 》 中 某 些 章 节 的 内 容 细 加 推 
敲 ， 我 们 就 不 能 不 把 代数 学 的 诞生 ， 归 功 于 中 国 在 它 历 史上 上 早 
期 的 数学 家 们 。 这 个 时 期 比 秦 九 前 与 李 冶 出 现 的 13 世纪 要 早 
得 多 ， 而 一 般 〈 按 应 指 西方 数学 史家 ) 相信 和 秦 李 之 时 才 是 中 国 
代数 学 诞生 的 时 代 。 正 因为 如 此 ， 所 以 我 们 特别 强调 刘 徽 关于 
这 些 复 杂 问 题 的 考虑 ， 它 们 出 现 于 公元 3 世纪 时 ， 在 天 元 本 代 
数学 电光 初 露 之 前 整整 有 一 干 年 。” 

近代 如 李 健 、 钱 宝 琛 等 对 《海岛 算 经 》 诸 题 都 有 注释 与 证 
AA (Z 1 一 7]。 但 他 们 的 证 明基 本 上 沿袭 利 玛 窦 、 徐 光 启 与 李 
治之 法 ， 添 作 平 行 线 (与) 用 相似 三 角形 ， 或 如 三 上 义 夫 那 样 
应 用 代数 符号 列 出 方程 并 进行 代数 运算 以 求解 。 有 人 还 甚至 应 
用 了 三 角 函 数 来 证 明 。 国 外 一 些 学 者 如 李 约 琶 等 也 大 都 用 类 似 
方法 。 但 有 别 于 此 ， 特 别 应 该 提 到 的 是 李 癸 在 《 重 差 术 源 流 及 
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其 新 注 》 (A 1j 一 文中 关于 杨辉 海 名 公式 分 析 的 一 个 介绍 。 
现 将 李 便 此 说 全 文 照 录 如 下 。( 图 9，10): 


图 10 

“其 法 于 ABE 直角 三 角形 (参阅 图 9 一 一 编者 )， 知 AB = 

4], BE=}, AE=3%; CD= 余 勾 ，DE = 余 股 ， 而 AE 弦 之 
内 外 。 分 二 勾 股 ; 其 一 ， 勾 中 容 横 ， 如 CF 长 方形 ， 其 一 ， 股 
中 容 直 ， 如 BC 长 方形 ， 二 积 之 数 皆 同 ， 即 呈 BC = 吃 CF。 故 


_ BDx CD 
DE ° 


于 海岛 第 一 题 (参阅 图 10 一 一 编者 )， 因 只 BC SCF, 
而 DE = 小 余 股 ; 又 因 吕 BJ =OJH, Ti KL = 大 余 股 ， 故 
BJ -BC = OJH - ©CF, MODI = 中 JH- 中 CF， 即 
CDx DK= (KL-DE) XAG; -.cyXd= (a-b) XAG, 
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AG 


xd 
Bl AG=c,Xd/ (a-b), 而 z= 一 一 Feie 


RI SZ RE OLE RA) A — FE 43 题 称 
“SLATE Xt Ai os RTE BS”. RA, me Mth”. 


四 、 对 这 些 论证 的 评论 


上 节 所 列举 各 家 的 论证 ， 我 们 认为 除 杨辉 的 论证 以 及 李 伍 
对 杨辉 的 论证 所 作 和 解释 以 外 ， 其 他 则 不 仅 与 中 国 上 古代 几何 学 的 
真意 不 符 ， 说 得 严厉 一 些 ， 可 以 说 所 举证 明 都 是 “错误 ” 
的 。 

上 列 各 家 证 明 除 杨 、 李 的 论证 外 可 分 两 大 类 。 其 一 是 添 一 
些 平行 线 或 (与 ) 利用 相似 对 应 边 成 比例 等 定理 。 其 二 是 把 所 
求 高 远 作 为 未 知 数 用 x，y 等 表示 ， 依 相似 三 角形 列 出 代数 方 
程 而 求解 。 

先 就 第 一 类 证 明 来 说 。 平 行 线 与 相似 形 理论 都 是 欧 几 里 得 
几何 学 中 的 重要 构成 部 分 。 这 些 原 始 直观 的 概念 自然 会 以 某 种 
形式 出 现 于 我 国 古代 几何 学 中 ， 事 实 上 也 确 是 如 此 ， 但 显然 从 
未 占据 象 在 欧 几 里 得 系统 中 那样 特殊 的 地 位 。 就 作者 的 调查 ， 
在 我 国 经 典 算术 中 只 发 现 宋 秦 九 辣 《 数 书 九 章 》(1247 Æ) 中 
第 六 卷 田 域 类 漂 田 堆积 题 的 附 图 中 添 有 一 条 平行 线 。 但 这 在 我 
国 古 代 文 献 中 似 是 一 个 例外 ， 且 术 文 无 法 理解 ， 不 能 用 一 般 相 
似 三 角形 边 成 比例 的 定理 来 解释 。Libbrecht (A6) 曾 指出 后 
人 必 有 莫 改 。 附 图 的 来 历 有 待 查 明 ”。 不 论 如 何 ， 我 国 古 代 几 


* 补 记 现 查 知 ， 据 宋 景 昌 《 数 书 九 章 杞 记 》〉， 现 存 图 为 后 人 改作 ,已 非 《 永 
FRAC SL) 中原 图 ， 平 行 线 系 沈 钦 裴 所 添 入 。《 札 记 》 引 沈 氏 之 言 日 :“ 更 增 一 虚线 ， 
与 …… 平 行 ， 则 比例 之 理 显 锋 *。 这 又 一 次 说 明 古 希腊 的 平行 线 理论 与 我 国 古 代 几 
何 无 舟 ， 节 种 随便 依据 欧 几 里 得 几何 来 解释 我 国 古代 几何 的 做 法 都 是 极为 错误 的 。 
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何 学 目 有 其 独特 的 体系 ， 从 内 容 到 方法 都 与 欧 几 里 得 体系 异 其 
旨 趣 。 我 国 从 来 没有 象 西 方 那样 在 一 条 还 是 凡 条 平行 线 上 纠缠 
不 清 而 男 有 发 展 重点 ， 这 正好 说 明 我 国 几何 学 的 特点 与 其 高 超 
之 处 。 

就 在 同 - 一 书 《 数 书 九 章 》 中 ， 第 七 、 八 两 卷 测 望 九 问 大 都 
与 《海马 算 经 》 诸 题 类 似 ， 其 中 望 山 高 远 一 题 更 与 望海 怠 题 类 


同 ， 而 附 图 残缺 。 宋 景 昌 在 读 《 数 书 万 章 》 后 所 作 《 札 记 》 中 


依据 明 《永乐 大 典 》 将 该 图 补 入 。 图 中 并 无 平行 线 (图 11). 
利 玛 塞 与 徐 光 司 在 《测量 法 义 》 与 《测量 异同 》 的 证 明 中 也 无 
平行 线 之 设 。 直 到 李江 证 中 才 出 现 一 条 平行 线 。 可 以 想见 平行 
线 的 添 入 是 直到 欧 儿 里 得 几何 在 我 国 知 识 分 子 中 已 牢 牢 扎根 的 
清 代 才 想到 使 用 的 。 这 说 明 钱 宝 下 在 重 绘 日 高 图 时 所 添 的 -~ 条 
平行 线 (图 2 中 右 下 方 ) 还 远 脱离 了 我 国 古代 的 实际 情况 。 它 
的 答 入 是 坚 无 根据 的 。 


ras 

至 于 相似 形 理论 ， 则 相似 勾 股 形 对 应 勾 股 成 比例 的 命题 在 

我 国有 着 悠久 的 历史 。 不 仅 刘 徽 《 九 章 注 》 勾 股 章 自 第 14 是 

以 下 至 最 后 第 24 题 的 证 明 中 每 题 都 曾 用 到 这 一 命题 ， 早 在 

( 周 散 算 经 》 中 即 已 是 求 日 径 方法 的 依据 。 但 在 十 籍 中 这 不见 
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到 有 -一 般 相 似 三 角形 的 论述 。 应 用 一 般 的 相似 三 角形 来 证 明 
《海岛 算 经 》 诸 公式 也 是 缺乏 根据 的 。 

因 之 第 一 类 的 证 明 可 以 认为 是 利 玛 窦 等 传 入 西 算 以 后 我 国 
自 徐 光 启 以 下 应 用 西方 欧 几 里 得 几何 所 作 ， 而 与 中 国 的 古代 几 
何 学 并 不 相干 。 这 些 证 明 往 往 要 添 许多 平行 线 ， 推 理 过 程 也 鼎 
繁复 而 不 自然 。 例 如 钱 宝 琼 就 曾 评论 过 李江 的 证 明 : “图 中 添 
kit, RARER GX Be RU” PRE CHEER) 中 
自己 也 说 :“ 图 中 以 四 边 形 五 边 形 立 说 ， 似 与 勾 股 不 类 。” 事实 
上 ， 欧 几 里 得 几何 学 演绎 体系 的 一 个 根本 弱点 ， 是 它 难以 据 此 
以 获得 新 事实 。 如 果 事 先 没有 其 他 方法 得 到 正确 结论 ， 即 使 要 
证 也 无 从 证 起 。 以 《海岛 算 经 》 诸 题 公式 之 复杂 以 及 测量 方式 
之 奥妙 ， 如 果 没 有 一 个 深 竹 的 思想 作为 指导 ， 是 很 难得 出 这 些 
公式 来 的 。 而 这 正 是 欧 几 里 得 体系 所 无 能 为 力 的 。 

第 二 类 代数 方法 的 证 明 则 更 一 无 是 处 。 代 数学 是 我 国 独 特 
的 创造 之 一 ， 自 《 九 章 算术 》 以 至 宋 元 发 展 线索 极为 分 明 。 但 
未 知 数 作 为 一 个 独立 而 明确 的 概念 出 现 ， 则 是 在 宋 金 时 代 十 
二 、 三 世纪 时 ， 即 所 谓 天 元 一 。 从 一 个 未 知 数 到 几 个 未 知 数 、 
列 出 方程 以 及 各 种 代数 式 的 运算 规律 则 一 直到 元 代 始 集 其 大 
成 。 毛 主席 曾 指出 ， 从 认识 的 感性 阶段 上 升 到 理性 阶段 以 及 新 
概念 的 产生 ， 都 是 一 种 认识 上 的 飞跃 。 从 《 九 章 算术 》 的 线性 
联 立 方程 以 及 某 些 二 次 方程 的 雏 型 到 天 元 -一 以 至 近代 的 代数 符 
号 系统 与 运算 体系 要 经 历 过 多 次 这 种 认识 上 的 飞跃 。 每 一 次 飞 
跃 都 要 在 大 量 实 践 活动 的 基础 上 经 过 相当 长 的 时 间 往 往 几 十 百 
年 之 久 才 能 出 现 。 用 现在 遂行 的 代数 学 对 十 代 的 数学 作 一 些 单 
纯 的 注释 以 方便 现代 读者 自然 是 无 可 厚 非 也 是 既 值 得 做 又 应 该 
做 的 工作 。 但 若 据 以 推理 ， 以 现代 数学 来 代替 一 千 多 年 以 前 的 
数学 ， 则 是 绝对 不 能 允许 的 。 

即 如 以 三 上 义 夫 对 《海岛 算 经 》 的 解释 来 说 ， 江上 所 举 ; 
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pee ea a 
两 个 比例 式 ， 应 用 了 相似 勾 股 形 的 比例 关系 。 后 者 屡 见 于 《 九 
章 算 术 》 勾 股 章 的 刘 徽 注 中 ， 这 里 ox, WV Üy b 等 可 作为 
“Wee”, “去 山 远 ”等 等 的 简写 ， 自 然 是 可 以 的 。 但 三 上 从 这 
两 式 作 一 些 代数 运算 以 导出 z，y 并 据 以 说 刘 徽 已 拥有 宋 元 时 
期 的 一 些 代数 学 知识 。 则 是 缺少 根据 而 是 违反 时 代 的 。 三 上 针 
对 当时 许多 西方 数学 史家 往往 一 笔 抹 伊 中 国 古 代数 学 成 就 的 帝 
国 主义 作风 ， 依 据 他 对 中 国 古 代数 学 比较 丰富 的 知识 来 予以 驱 
斥 ， 这 种 坚持 正义 的 精神 中 国人 民 应 给 以 高 度 评价 。 尽 管 如 
此 ， 他 的 论证 不 仅 不 符 舍 实际 情况 ， 还 应 认为 是 “错误 ”的 。 

至 于 用 三 角 函 数 来 证 明 《海岛 算 经 》 诸 题 则 更 可 不 必 讨 
论 。 

总 之 ， 那 种 用 现代 代数 方法 来 证 明 《海岛 算 经 》 诸 题 的 尝 
试 在 方便 现代 读者 来 说 自然 有 其 积极 意义 的 一 面 。 但 此 外 则 充 
其 量 只 是 用 现代 方法 验证 了 刘 微 的 那些 公式 与 定理 都 正确 无 误 
而 已 。 这 非特 完全 不 足以 反映 当时 的 数学 情况 ， 反 而 使 古代 辉 
煌 的 成 就 因 之 而 淹没 不 彰 。 这 正 象 用 17 世纪 以 来 的 微 积分 这 
一 现代 化 武器 把 阿 基 米 德 计算 抛物 线 弓 形 面积 的 公式 重新 证 明 
一 遍 。 这 在 现代 自然 是 轻而易举 的 事 ， 对 稍 学 过 一 些微 积分 者 
也 只 是 一 个 简单 的 练习 。 但 若 因 此 而 得 出 结论 说 阿 基 米 德 的 结 
果 与 定理 没有 错 ， 则 不 但 没有 什么 意义 可 言 ， 甚 至 颠倒 了 历 
史 ， 反 而 把 阿 基 米 德 的 重要 贡献 贬低 了 。 


五 、 数 学 史 研 究 中 的 方法 问题 
我 们 所 以 不 惜 用 大 量 篇 幅 列举 海岛 公式 的 后 代 各 种 证 明 ， 


指出 它们 的 不 当 之 处 ， 并 且 强 调 除 个 别 如 杨辉 、 李 但 男 当 别 论 
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外 ， 这 些 证 明 特 别 是 滥用 代数 符号 者 都 是 “错误 ”的 ， 旋 是 因 
为 这 些 错 误 方法 已 泛滥 于 绝 大 多 数 流行 的 数学 中 著作 之 中 ， 致 
使 古代 数学 的 真实 情况 不 仪 淹 没 不 彰 ， 而 旦 面目 全 非 ， 许 多 巴 
rife tits. EU REAP RAB AP PA Pre, Xe 
因 之 一 。 下 面 是 一 个 典型 的 例子 。 

斯 特洛伊 克 的 《数学 简 史 》 [A14]】 在 论 及 公元 前 近 二 和 干 
年 巴比伦 的 数学 时 ， 举 出 了 一 个 记载 于 巴比伦 泥 板 的 例 
T: 

由 两 个 正方 形 并 组 成 一 个 面积 为 1000， 一 正方 形 边 为 他 
正方 形 边 的 2/3 减 10。 两 正方 形 的 边 如 何 ? 

根据 这 一 类 例子 作者 就 下 结论 说 : 

“ 汉 穆 拉 比 时 代 的 巴比伦 人 已 完全 具有 了 处 理 二 次 方程 的 
技术 。 他 们 能 解 两 个 变数 的 一 次 和 二 次 方程 ， 甚 而 至 于 包括 二 
次 和 四 次 方程 的 问题 。 

另 一 个 数学 史家 Scott 在 这 一 问题 上 他 所 著 《数学 史 》 
(A11) 11 页 第 1 行 虽然 也 有 其 他 类 似 的 诬 论 但 态度 要 严肃 些 。 
HWE 《数学 史 》 中 有 关 的 一 段 译 述 如 下 ， 以 与 上 文 对 照 : 

“巴比伦 人 曾 被 认为 具有 解 从 两 个 未 知 数 得 出 二 次 方 

程 的 方法 的 知识 。 这 种 论断 是 由 于 他 们 企图 解决 下 面 的 问 

题 而 产生 : 已 知 长 方形 的 周 与 面积 ， 求 它 的 边 ， 即 解 方程 

组 ZX+y 二 a，xy= 二 5 (作者 注 : 这 种 等 间 是 一 种 大 错 

误 )。 这 种 问题 在 古代 是 很 普遍 的 ; 这 可 能 是 为 了 否决 茶 

种 广泛 流传 的 信念 而 引起 ; 这 种 信念 认为 一 个 平面 形 的 面 

积 由 它 的 周 界 所 完全 决定 ， 正 象 在 圆 与 正方 形 的 情形 那 

样 : 相同 周 界 的 图 形 具 有 相同 的 面积 。 只 要 这 种 信念 依然 

存在 ， 丧 失 道 德 的 商人 们 就 有 无 限 的 机 会 。 这 个 问题 曾 被 

希腊 人 有 系统 地 处 理 过 (作者 注 : 这 个 说 法 是 不 正确 的 )。 

至 于 巴比伦 人 的 方法 则 是 经 验 的 (作者 注 ， 重点 是 作者 所 
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加 )。 他 们 的 方法 是 把 周 界 保持 不 变 而 把 面积 所 能 取得 的 
不 同 数值 确定 出 来 。 例 如 对 一 个 周 长 为 40 的 长 方形 来 说 ， 
结果 可 列表 如 下 : 


at 6=20 
a b 面积 ab 
10 10 100 
12 96 
14 84 
4 16 64 


如 此 等 等 。” 

我 们 把 两 个 数学 史家 著作 中 的 某 些 片段 并 列 如 上 ， 读 者 们 
可 相互 比较 ， 目 己 作 出 结论 。 

十 代 巴 比 化 人 就 象 古 代 许 多 其 他 民族 一 样 ， 从 事 各 种 生产 
活动 ， 观 察 天 象 ， 进 行 计算 ， 为 此 付出 了 辛勤 劳动 。 他 们 对 科 
学 文化 所 作 贡 献 在 我 们 现代 的 日 常生 活 中 还 留 下 痕迹 ， 留 传 至 
今 的 巴比伦 泥 板 上 各 种 天 文 数 表 的 记录 都 是 人 类 伟大 的 文化 遗 
产 。 但 是 ， 一 切 科 学 归根 结 底 都 来 自生 产 实践 也 受 着 当时 生产 
条 件 的 制约 而 不 能 超越 时 代 。 知 道 长 方形 的 周 长 与 面积 以 求 边 
这 一 类 问题 ， 在 击 代 许多 不 同 民 族 中 本 来 是 会 自然 产生 的 。 但 
生产 的 发 展会 推动 数学 的 前 进 ， 随 之 而 在 这 类 问题 的 解法 上 也 
会 显 出 先后 进展 的 痕迹 。 试 以 我 国 为 例 。 以 有 书 可 稽 的 标准 来 
i, MWER CORR TAG) 包括 了 二 十 来 个 定理 ， 其 中 最 后 
一 个 定理 即 是 已 知 义 股 和 与 义 股 积 求 勺 与 股 的 明显 公式 ， 在 
《 九 章 算术 》 义 股 章 中 更 有 不 少 比 它 复杂 得 多 的 问题 与 解法 . 
但 这 些 解 法 都 是 纯 几 何 的 ， 大 都 依据 出 入 相 补 原理 .上 自 此 以 
ja, (RU AAA Fa A HE, Wie AS CP AT EK RERE) te 
F (1275 年 ) Proll at CIM ARO (12 考 纪 ) 的 22 问 中 ， 
有 8 个 部 是 已 知 直 田 长 冰 和 或 差 以 及 下 用 田 积 要 求 长 痊 -- 类 的 
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器 题 ， 所 用 方法 都 是 增 乘 开 方 法 。 到 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》 
(1299 年 ) 开 方 释 锁 门 共 34 问 中 ， 第 8 至 第 11 四 题 也 是 这 一 
类 问题 ， 但 已 进步 到 使 用 天 元 术 。 据 朱 世 杰 原 注 : 谓 “ 按 此 以 
十 法 演 之 ”， 除 重 述 了 前 面 所 引见 于 赵 爽 《 句 股 圆 方 图 说 》 中 
Ay “Pre” Ob, Heit: “ 今 以 天 元 演 之 ， 明 源 活 法 ， 省 功 数 
倍 ”。 在 《 算 学 启蒙》 (1299) 中 ， 朱 世 杰 还 只 用 一 个 未 知 数 天 
元 一 ， 到 了 《四 元 玉 鉴 》 (1303 年 )， 则 在 两 仪 合 轮 门 的 12 个 
同类 问题 中 ， 朱 都 列 天 元 地 元 两 个 未 知 数 的 联 立 方程 组 来 求 
解 。 我 国 而 代 算 书 散 失 者 多 而 留存 者 少 。 但 即 就 现 有 存 书 有 案 
AKH, A Cay RAT ID) 与 《 九 章 算术 》 的 几何 解法 到 
朱 让 杰 联 立方 程 组 的 解法 ， 发 展 线索 仍 极 为 分 明 。 其 间 相 隔 一 
干 多 年 ， 不 知 要 经 爵 多 少 次 认识 上 的 飞跃 才能 达到 。 单 是 从 村 
宪 、 刘 益 的 增 乘 开 方 到 李 治 的 天 元 术 ， 再 从 一 个 未 知 数 的 天 元 
本 到 两 个 未 知 数 的 天 地 两 元 之 术 ， 每 一 步 都 是 极 不 容易 的 发 明 
创造 。 这 本 来 符合 马列 主义 的 认识 论 而 是 科学 发 展 的 客观 规 
律 。 我 们 可 以 说 《 句 股 圆 方 图 说 》 与 《 九 章 算术 》 中 的 几何 解 
法 是 导致 我 国 宋 元 代数 的 某 种 源泉 与 滥 盘 ， 起 过 一 定 的 推动 启 
发 作用 ， 但 决 不 能 贸然 视 之 为 就 是 代数 学 。 正 是 同样 的 理由 ， 
尽管 我 们 驻 重 古代 巴比伦 人 的 伟大 成 就 ， 但 是 把 近代 的 代数 轻 
易 地 加 之 于 十 代 巴比伦 人 身上 ， 不 能 不 说 是 十 分 荒 廖 的 。 


六 、《 海 岛 算 经 》 的 发 展 与 影响 


自 刘 徽 以 后 ， 虽 然 史 料 残 缺 ， 但 《海岛 算 经 》 直到 明 末 仍 
有 踪迹 可 寻 ， 现 根据 不 完全 调查 而 有 书 可 稽 者 扩 述 如 下 : 

天 文 观 察 上 重 差 方法 的 应 用 散 见 于 历代 史书 中 天 文 志 、 律 
历 志 以 及 天 文 著作 中 。 

(ET) CRSA) WESA GLERA) 一 卷 。 


唐 初 王 孝 通 《 辑 古 算 经 》 表 称 “ 徽 … 造 重 差 之 法 ”。 

唐 初 将 刘 徽 《 九 章 注 》 第 十 卷 重 差 那 一 卷 单行 而 改称 为 
《海岛 算 终 》， 立 于 学 官 ， 成 为 《十 部 算 经 》 的 一 部 。 

南北 朝 祖冲之 、 北 周 甄 弯 、 唐 李 淳 风 等 都 曾 为 《 周 佣 算 
经 》 或 “与 ) 《海岛 算 经 》 作 注 。 

南北 朝 何 承 天 、 隋 刘 灶 、 唐 李 淳 风 等 对 《有 周 骨 算 经 》 量 日 
影 “ 句 之 损益 寸 和 于 里 ”以 及 其 后 张衡 、 郑 玄 等 从 其 说 者 多 有 所 
批判 。 历 代 曾 为 此 去 全 国 各 地 实测 倒影 ， 远 至 交趾 地 区 ， 尤 以 
唐 一 行 与 元 郭守敬 的 规模 与 影响 最 大 。 

唐 李 淳 风 注 《 周 骨 》， 批 评 “ 用 日 以 为 高 下 ”为 “ 语 术 相 
违 ， 是 为 大 失 ”。 李 又 推广 原 求 日 高 术 到 “地 有 高 下 ”不 平 的 
情形 ， 就 “ 表 望 不 同 ” 作 “后 高 前 下 术 ” 等 六 术 。 

(RE) RA CORBA —%, SER 《新 重演 议 海 岛 
BA) 一 卷 。 

CRE) (4% 462, WH) 谓 楚 衍 (11 世纪 初 ) “于 OLS 
算术 》… 《海岛 算 经 》 诸 算 经 尤 得 其 妙 。” 按 早期 的 高 次 方程 
数值 解法 即 增 乘 开 方法 的 开创 者 页 宪 (11 世纪 ) 是 楚 衍 的 弟 
子 。 

BIL BAE) (1247 年 ) 第 七 、 八 两 卷 为 测 望 九 
间 ， 第 十 六 卷 有 军旅 类 的 望 知 敌 众 ， 其 中 陡 岸 测 水 、 表 望 方 
城 、 望 敌 远近 与 表 望 浮 图 诸 题 ， 秦 都 说 “以 重 差 求 之 ”或 “ 重 
差 入 之 ”。 而 望 山高 远 一 题 更 与 《海岛 算 经 》 第 一 题 海 岛 无 异 ， 
但 改 《 海 岛 算 经 》 中 的 人 目 著 地 为 目 高 5 尺 。 

宋 杨辉 现存 算 书 中 曾 三 引 《海岛 算 经 )， 并 对 海岛 一 题 进 
行 分 析 ( 见 前 节 )。 从 所 说 “ 尝 置 海岛 小 图 于 座 右 ， 乃 见 先 贤 
作法 之 万 一 ”， 推 起 杨辉 还 见 到 过 刘 微 至 少 是 海岛 一 题 的 原 图 。 

南宋 有 《海岛 算 经 》 刻 本 ， 据 杨辉 引述 现 传 本 与 南宋 刻本 
除 先 后 次 序 可 能 有 不 同 外 内 容 无 异 。 
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TRAR 《四 元 玉 鉴 》 (1303 Æ) 中 卷 勾 股 测 望 门 八 问 中 
第 4 至 第 8 依次 类 同 于 《海马 算 经 》 中 的 望海 铝 、 望 松 、 望 
Ba. ZR BAA. 

AA 《永乐 大 典 》 (1403—1408 年 ) 收 有 《海岛 算 经 >， 现 
在 的 传 本 即 从 其 中 辑 出 。 | 

明 吴 敬 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》 (1450 年 ) 引用 了 《海岛 算 
经 》 题 称 为 “ 古 问 ”。 

明 周 述 学 《神道 大 编 历 学 算 会 》(1558 年 ) 卷 3 勾 股 有 两 
题 与 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 S， 第 8 两 问题 目 数据 全 同 ， 
而 这 两 问 又 与 《海岛 算 经 》 中 的 望 松 与 望 清 渊 两 题 类 辣 。 

明 程 大 位 《算法 统 宗 》 (1592 年 ) 卷 九 勾 股 章 之 末 重 述 了 
杨辉 对 海马 一 题 的 分 析 。 

明 末 利 玛 窦 、 徐 光 启 关于 测量 的 译 著 都 有 重 差 一 类 问题 ， 
己见 前 节 。 详 细 分 析 见 下 面 第 八 节 。 

HER GARY) 中 说 :“ 望 海岛 上 日 有 图 解 "， 可 知 直到 
19 世纪 之 初 李江 时 还 可 能 见 到 原来 的 海岛 残 图 BB 
Wo 

刘 徽 《海岛 算 经 》 的 原来 理论 与 证 明 可 能 在 唐 宋 时 期 即 已 
鲜 有 人 知 而 失传 ， 这 从 杨辉 据 图 以 求 “ 源 ” 可 以 推 知 一 二 。 但 
《海岛 算 经 》 却 在 另 一 方面 对 我 国 的 数学 起 着 巨大 的 推动 作用 
并 影响 及 于 后 世 近 代数 学 的 发 展 。 

宋 元 之 世 我 国 数学 有 着 多 方面 的 重大 成 就 ， 天 元 术 的 创立 
是 其 中 之 一 。 一 般 认为 高 次 代数 方程 数值 解法 是 宋 元 时 期 数学 
发 展 高 潮 的 顶峰 。 国 外 对 我 国 古代 数学 所 推崇 的 主要 是 祖冲之 
圆周 率 以 及 这 一 成 就 。 但 是 ， 我 们 认为 与 天 元 术 相 伴 而 生 的 几 
何 代 数 化 、 代 数 方法 在 几何 上 的 应 用 以 及 代数 式 的 使 用 与 代数 
运算 的 系统 化 等 要 比 这 一 成 就 意义 重大 得 多 。 而 重 差 理 论 在 这 
方面 所 起 的 作用 是 不 小 的 。 检 查 一 下 天 元 术 与 重 差 理论 的 有 关 
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论述 可 以 为 它们 的 相互 关系 提供 -一些 线索 。 
首先 是 秦 九 谓 的 《 数 书 九 章 }。 按 秦 著 中 测 望 九 间 与 望 知 
ASR ANA ARAL AR CR, PARRA, MA BURRS. A 
几 题 虽 提 到 用 重 差 求 之 ， 实 则 与 重 差 术 并 无 关系 。 这 些 都 说 明 
秦 本 人 对 色 股 之 术 不 甚 娴熟 ， 对 重 差 之 术 更 不 理解 ， 而 且 朴 忽 
大 意 ， 但 不 能 因 这 些 扎 竟 而 抹 仇 其 主要 功绩 ， 按 测 望 问题 在 秦 
全 书 中 所 占 份 量 颇 多 ， 在 《海岛 算 经 》 之 后 我 国 算 书 中 还 是 第 
一 次 作 这 种 较 有 系统 的 收 辑 ， 足 见 秦 的 重视 。 测 望 九 问 之 中 ， 
有 四 问 都 用 列 高 次 代数 方程 求解 。 虽 然 据 钱 宝玉 意 见 ， 秦 对 天 
元 术 似乎 并 不 了 解 ， 但 从 《 九 章 算 术 》 勾 股 章 第 20 出 方 邑 望 
木 题 的 开 带 从 平方 历经 唐 王 孝 通 开 带 从 立方 与 宋 贾 宪 增 乘 开 方 
一 脉 相 承 ， 应 无 疑 为 天 元 术 的 前 身 ， 虽 无 天 元 之 名 而 有 天 元 之 
。 秦 之 测 望 九 问 显示 出 与 解 高 次 方程 以 及 天 元 术 的 密切 关 
秦 的 这 -一 功绩 应 子 和 肯定 。 
至 于 朱 世 杰 《 四 元 所 鉴 》 勾 股 测 望 八 问 则 全 部 用 天 元 术 求 
， 在 八 问 中 第 五 问 以 下 都 与 《海岛 算 经 》 诸 题 类 间 ， 其 他 三 
问 都 与 勾 股 也 与 泰 的 某 些 问题 相似 。 这 些 问 题 显 系 从 《 九 章 
算术 》 色 股 章 出 方 城 诸 题 推 衔 而 来 。 只 是 有 时 改 方 城 为 圆 城 问 
题 要 难得 多 ， 非 单纯 的 勾 股 术 所 能 解 ， 因 而 也 促进 了 天 元 术 与 
一 般 代 数 运算 方法 的 发 展 。 东 汉 末 郑玄 引 郑 众说 “ 今 有 重 差 句 
AE”, XU “SEE PESO". BES ARK 
是 密切 相关 的 。 在 朱 之 前 旱 在 12 世纪 之 中 ， 勾 股 问 题 就 已 成 
为 天 元 术 重 要 的 问题 来 源 。 例 如 在 杨辉 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 
(1275 年 ) 一 书 中 编 入 了 已 失传 的 刘 益 所 著 《 议 而 根源 》 (12 
世纪 ) 二 百 问 中 的 二 十 二 问 ， 其 中 有 两 问 都 是 用 天 元 术 求解 的 
勾 股 问题 。 李 冶 的 《 测 圆 海 镜 》 (1248 Æ) 与 《 益 古 演 段 》 
(1259 Æ) 则 全 都 是 以 勾 股 为 主题 的 天 元 术 应 用 。 由 此 可 见 勾 
股 曾 为 天 元 术 提 供 了 许多 具体 的 问题 实例 。 重 差 术 估计 也 起 着 
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同样 的 作用 。 现 将 朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 4 e 
城 也 即 《海岛 算 经 》 的 望海 岛 题 朱 氏 的 术 与 草 照 录 如 下 〈 略 去 
求 表 去 城 部 分 )， 以 与 海岛 术 相 比较 : 


RRE 现代 语言 译文 

AREA: 解法 : 

立 天 元 一 为 城 高 Fok tay = x 

如 积 求 之 ， 得 一 干 四 百 四 列 方程 得 
十 为 正 实 ， 四 十 为 益 方 ~40.x +1440=0 

Se Nee ett 解 之 得 2 = 48036 R 

yd: 

立 天 元 一 为 城 高 置 城 高 = r 

又 为 大 名 KW = x 

以 两 表 退 行 相 减 ， 余 四 十 两 表 退 行 差 = 后 表 退 行 - 
尺 ， 为 两 表 退 行 差 前 表 退 行 =40 RK 

又 为 小 股 | 小 股 = 40 R 

ft. Aa ee | SOR 

态 以 两 表 退 行 差 加 表 间 得 大 股 = 两 表 退 行 差 + KH 
一 百 二 十 尺 为 大 股 e120 六 

以 表 高 为 小 色 小 勾 = 表 高 12 尺 

乘 之 ， 得 一 千 四 百 四 十 为 大 股 x 小 勾 = 1440 与 左 
同 数 | 相同 

消 左 得 1 三 a 移 项 整理 得 40x — 1440=0 

LE PRM, FSA Sper — 1440 — 36 5a 
尺 为 城 高 40 


《四 元 玉 鉴 》 其 他 诸 题 解法 仿 此 。 据 此 我 们 认为 重 差 与 勾 
股 一 样 ， 对 天 元 术 的 发 展 都 不 仅 有 刺激 推动 作用 ， 甚 至 还 是 重 
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要 的 源泉 。 而 且 ， 重 差 诸 题 的 解法 只 涉及 一 次 方程 即 所 谓 开 无 
偶 平 方 ， 实 质 上 又 与 刘 徽 的 原 证 相同 ( 详 见 下 节 的 分 析 )， 只 
是 改 用 了 天 元 术 的 语言 而 已 。 相 反 勾 股 一 类 问题 所 引出 的 方程 
往往 是 高 次 或 (与 ) 多 元 的 ， 要 复杂 得 多 。 因 而 重 差 之 成 为 天 
元 术 实 例 ， 实 际 上 更 容易 更 简单 ， 出 现 得 也 可 能 较 早 。 只 是 数 
书 大 都 失传 ， 作 为 《四 元 玉 鉴 》 前身 而 为 祖 颐 为 朱 所 作 序 中 曾 
经 提 到 的 《 益 古 演 段 )、《 照 胆 》、《 铃 经 》、《 如 积 释 锁 》《( 如 积 释 
锁 细 草 》 《两 仪 群英 集 至 》 CREE) 等 书 内 容 都 已 无 法 考 
查 ， 不 能 追踪 重 差 与 天 元 术 的 关系 而 为 之 确证 而 已 。 

三 上 义 夫 曾 认 为 刘 徽 已 能 用 代数 方法 证 《海岛 算 经 》 诸 
题 ， 我 们 指出 过 这 个 说 法 是 不 成 立 的 。 三 上 以 及 其 他 人 士 例 如 
李 全 等 在 用 代数 方法 证 明 时 ， 都 列 出 两 个 未 知 数 的 方程 组 求 
解 。 从 现代 的 知识 说 来 这 种 做 法 是 颇 为 自然 的 。 然 而 朱 世 杰 
《四 元 玉 鉴 》 中 的 天 元 术 解 法 却 偏偏 只 用 一 个 未 知 数 一 一 天 元 ， 
虽然 《四 元 玉 鉴 》 中 用 天 元 、 地 元 两 个 未 知 数 求 解 的 问题 有 三 
十 六 问 之 多 。 由 此 也 可 证 明 非 但 这 些 代 数 证 法 远 不 是 刘 徽 原 
证 ， 甚 至 还 不 是 天 元 术 出 现时 应 用 于 《海岛 算 经 》 诸 题 的 证 
法 。 与 之 相反 ， 我 们 认为 正 是 刘 徽 的 《海岛 算 经 》 诸 题 曾 为 天 
元 术 提 供 了 具体 实例 并 促使 其 发 生发 展 ， 其 作用 可 能 不 在 勾 股 
一 类 问题 之 下 。 

17 世纪 解析 几何 与 微 积 分 的 创立 是 数学 发 展 史上 的 大 事 。 
解析 几何 的 诞生 一 般 认 为 主要 应 归功 于 币 卡 儿 Descartes. 但 是 
笛 卡 儿 一 无 坐标 系统 ， 二 无 正 负 线段 ， 他 的 主要 功绩 ， 不 少数 
学 史家 认为 是 在 于 代数 的 几何 应 用 与 几何 的 代数 化 ， 在 于 把 几 
何 图 形 表达 成 代数 形式 ， 因 而 为 研究 物理 世界 ( 笛 卡 儿 认 为 可 
归结 为 几何 学 ) 提供 了 数量 工具 。 有 人 并 因此 提出 “代数 几 
何 ” 应 是 一 个 比 解 析 几 何 更 合适 的 名 词 。 以 研究 笛 卡 儿 著 名 的 
Scott 认为 笛 卡 儿 的 成 就 是 ， 把 一 个 几何 问题 化 成 代数 形式 因 
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而 得 以 使 用 整个 代数 机 器 以 求解 。 然 而 ， 这 种 几何 与 代数 的 配 
合 、 代 数 的 几何 应 用 与 几何 的 代数 化 正 是 宋 元 天 元 术 的 主要 合 
义 之 一 。 而 且 就 在 宋 元 数 学 家 的 手 里 为 了 发 展 天 元 术 而 建立 了 
一 整套 的 代数 机 器 ， 包 括 天 、 地 、 人 、 物 等 元 的 正 负 乘 罕 及 其 
代数 式 ， 以 及 这 些 代数 式 的 运算 系统 的 建立 。 天 元 术 以 勾 股 重 
差 一 类 问题 作为 立 术 的 主要 来 源 , 以 天 、 地 、 人 、 物 等 元 代替 所 求 
线段 , 用 它们 的 代数 式 来 表示 几何 图 形 的 长 度 、 面 积 , 然后 运用 
相伴 发 展 了 的 那 套 代数 机 器 进行 求解 。 所 有 这 些 , TEE TI 
卡 儿 的 最 主要 的 贡献 所 在 , 是 解析 几何 得 以 创立 的 决定 性 的 一 
步 。 当 然 , 稍 卡 儿 在 变数 的 引入 以 及 就 在 解析 几何 上 的 其 他 种 
种 发 明 创 造 对 于 数学 的 发 展 有 着 划时代 的 功绩 , 他 对 世界 数学 
的 伟大 贡献 是 完全 肯定 的 。 然 而 无 视 于 我 国 天 元 术 在 这 一 方面 
所 起 的 重要 作用 , 而 单纯 强调 代数 方程 数值 解 的 成 就 (这 一 成 就 
的 辉煌 是 无 庸 置疑 的 ), 把 它 看 成 是 我 国 数学 的 “顶峰 ”, 则 实质 
上 无 异 是 贬低 了 我 国 对 世界 数学 的 伟大 贡献 。 同 样 ,我 们 认为 
如 果 把 (海岛 算 经 ) 的 功绩 局 限于 测 望 之 学 , 而 忽略 它 对 天 元 术 
发 展 的 影响 与 作用 , 则 对 它 的 估价 也 还 是 不 够 的 。 


七 、 海 岛 公 式 证 明 的 复原 


我 们 认为 ， 与 其 他 庄家 不 同 ， 杨 辉 对 海 号 公式 的 分 析 以 及 
李 伍 根据 杨辉 补 出 的 证 明 是 基本 上 正确 的 。 

先 考虑 “ 句 中 容 横 与 股 中 容 直 二 积 缘 同 ” 这 一 结论 (图 
9)， 这 是 整个 重 差 理论 的 基础 ， 也 就 是 杨辉 所 说 的 “ 源 ”"。 它 
的 来 历 可 能 有 二 。 其 一 是 根据 相似 勾 股 形 的 命题 ， 股 率 乘 见 
勺 ， 等 于 勾 率 乘 见 股 。 这 一 命题 在 《 周 佣 算 经 》 求 日 算术 中 即 
已 用 到 ， 而 见于 《 九 章 算 术 》 句 股 题 15 以 下 刘 徽 注 的 每 一 题 
中 。 另 一 是 出 入 相 补 原理 。 这 是 我 国 古 代 几 何 学 中 面积 体积 理 
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沦 的 结晶 。 所 谓 “ 出 入 相 补 ， 各 从 其 类 ”这 一 基本 原理 ， 明 确 
II a aera co 
章 算 术 》 的 勾 股 商 功 等 章 。 

在 图 9 的 情形 ， 出 入 相 补 原理 与 相似 色 股 形 命题 自然 是 等 
价 的 。 这 在 《 九 章 算术 》 勾 股 章 的 徽 注 中 也 可 看 出 。 按 勺 股 章 
共 24 题 ， 自 第 1 题 至 第 13 题 ， 微 注 的 证 明 都 用 出 入 相 补 ， 第 
17 题 以 下 都 用 相似 勾 股 形 ， 此 外 数 题 则 都 两 者 并 用 。 第 15 题 
色 中 容 方 问题 ， 更 详 述 两 种 证 法 ， 而 勾 股 章 自 17 题 以 下 求 邑 
方 与 量 木 高 井深 诸 术 ， 在 方法 上 显然 都 从 色 中 容 方 问题 演化 而 
来 。 两 种 方法 在 此 是 相通 的 ， 而 出 入 相 补 原理 是 一 个 更 高 更 普 
遍 的 概括 ， 这 一 普遍 原理 不 仅 是 我 国 古代 几何 学 的 一 个 结晶 ， 
且 其 影响 及 于 整个 数学 的 其 他 不 同 领 域 。 由 于 牵涉 面 较 广 ， 非 
简单 篇 幅 所 能 尽 ， 我 们 将 留待 其 他 机 会 再 作 详 细 讨 论 。 就 本 文 
当前 的 问题 来 说 ， 则 不 论 属 于 何 种 情形 ， 杨 辉 证 明海 品 公式 的 
“ 源 ” 应 系 直接 来 自 对 “海岛 小 图 ”的 观察 与 对 我 国 古 代 遗 产 
A RRS ir. ZC “ORR AE, med Cth”, AHL EVIL 
里 得 原本 之 说 ， 是 没有 任何 根据 的 。 

但 是 李 伍 根据 杨辉 分 析 补 作 的 证 明 ， 则 我 们 认为 是 大 体 上 
正确 的 ， 可 以 认为 实质 上 这 就 是 刘 徽 的 原 证 。 为 说 明 这 一 点 ，. 
我 们 把 证 明 重 述 如 下 ， 并 附 以 赵 丈 日 高 图 说 中 的 相应 语句 ， 作 
为 此 证 即 是 原 证 之 说 的 佐证 (图 12)。 


B D E KRO L 
= kR 一 一 一 一 
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E 明 赵 磷 日 高 图 说 
CaJp= JN, 黄 甲 与 黄 乙 其 实 正 等 ， 
CajB=cosH, Bp 黄 甲 与 青 丙 相连, 黄 乙 与 
一 JP +CICB = JN 青 己 相连 , Hac ops 
+ CAMT， 青 丙 与 青 己 其 实 亦 等 。 
CCB = MH., Mo a a 
"JD = CD x DK, 

CB =CICF, K 

“MH = CF, | (出 入 相 补 原理 ) 

由 此 得 MI = CQ. | 

JM = JI —- CQ= KL — DE, 7 以 影 差 为 黄 乙 之 广 ， 
MN = CDXDK, | 而 一 , 所 得 则 变 为 黄 乙 之 

Kl TE E z., 

日 高 AB | 
a ED 2 DK EBO 7 -与 日 齐 , 按 图 当 加 表 高 。 
= BEE 表 高 。 


去 表 延 公式 的 证 明 如 下 : 

H AIN = 谊 成 (出 入 相 补 原理 ), 得 

eve pp = ACMA | 

前 已 知 AG = Rese , 故 得 ”去 表 还 = HAS SR LUA 
对 于 上 面 补 出 的 原 证 再 作 一 些 补 充 说 明 如 下 : 

(1) 从 证 明 步 又 看 ， 现 存 赵 丈 《日 高 图 说 》 似 既 有 脱 尘 又 


ASCE, DSR HES RI (虽然 错误 极 多 ) BORK, 
现在 所 补 的 证 与 图 似 尚未 能 与 原文 完全 相符 (例如 有 甲乙 再 与 
戊 已 而 无 丁 )。 


(2) 证 明 还 可 以 简单 一 些 ， 例 如 PO. ON 线 即 可 上 略 去 ， 
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JH 也 不 必 分 成 黄 乙 与 青 己 两 部 分 ， 写 成 上 面 较 繁 的 形式 是 
依据 《日 高 图 说 》 的 术 文 ， 而 朱 世 杰 天 元 术 文 又 可 为 之 惰 证 ， 
Ie <3) 

(3) 与 朱 世 杰 天 元 术 文 (MERKE) 比较 ， 可 看 出 朱文 
(图 12) 中 

KA= AB， 小 股 = KO， 大 股 = DO， 小 勺 = CD。 故 大 
2] x pit = RE xA, BE SKN = 中 DM 或 相当 于 黄 甲 = 
黄 乙 〈 都 根据 出 入 相 补 原理 )， 朱 世 杰 的 解 术 无 疑 是 有 来 历 的 ， 
在 补 出 原 证 中 添上 PO 与 ON 等 线 者 与 此 正 相 符合 。 

(4) 与 钱 宝 琛 补 出 日 高 图 (图 2) 比较 ， 可 见 添 作 平 行 线 
之 非 理 ， 也 可 见 黄 乙 与 青 已 的 位 置 应 左右 对 易 。( 参 看 下 节 ) 

(5) 为 进一步 说 明 ， 补 出 《海岛 算 经 》 第 二 题 望 松 的 证 明 
”如 下 ( 题 与 术 文 从 上 略 ): 

附 图 13 中 AB= 松 高 ，CD、FG 为 前 后 两 表 ，CE = 入 
表 ，DI、GK 为 前 后 两 表 退 行 ， 依 据 望 海岛 题 表 去 山 公 式 ， 
可 知 视 ED. HG 为 望 松本 B 点 的 前 后 两 表 ， 而 与 CD. FG 
为 望 松 顶 A PAR KET, LF. MH 应 同 交 于 平地 上 J 点 ， 使 
GJ == 相 多 ， 而 AF. BH 应 同 交 于 后 退 表 处 点 ， 使 JK = 前 
RAT DI. 今 据 出 入 相 补 ， 有 中 FD =o FP, 中 HD= 号 
HQ。 相 减 得 号 EF =—NP-OHR, KONP=OEF + 0o 
HR， 即 松 高 x AS = 表 间 x 入 表 + 入 表 xXx 相 多 ， 也 即 《海岛 
算 经 》 的 松 高 公式 : 


wm - BAAS + Ak. 


RER 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 五 题 与 《海岛 算 经 》 望 
松 题 类 同 ， 但 易 松 生 山 上 为 方 城 上 成 柚 ， 朱 术 立 天 元 一 为 机 
高 ， 又 为 见 勾 差 即 图 中 AB。 相 多 即 GJ 为 股 差 率 ， 以 表 间 加 
BÆRI DJ Ay WU, ARE CE WAAR, WN 2H x fie 
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差 率 = 见 股 差 x 勾 差 率 也 即 前 面 的 号 NP = 中 ER。 得 方程 解 之 
得 柚 高 。 由 此 解法 也 可 为 所 补 原 证 中 添 作 诸 线 的 一 个 汶 证 。 


A 
wel m 
D 


R] 13 
(6) 今 再 补 出 《海岛 算 经 》 第 四 题 望 谷 的 证 明 如 下 : 
图 14 中 AB= RE, CD., EF 为 岸上 重 矩 之 勾 ，CG、 


有 
zZ 
x 
凶 


X| 14 
EH 为 测 谷 深 处 A 点 所 得 入 股 。 依 出 入 相 补 得 EHK = — HB, 
一 GL = GB, #4 HO = 器 HC -CAaGM, GM =w 
HC 一 "HO， 由 此 即 得 《海岛 算 经 》 中 的 合 深 公式 : 
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Yr WRX m FE JAJ x ER — ge 
R= FR ER Jlo 


RER 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 望 门 第 七 题 与 《 海 串 算 经 》 Be 
ARKE, MARERE CFAA RAA, 
天 元 术语 言 表 达 而 已 。 

《7) RIER 《四 元 玉 鉴 》 勾 股 测 户 站 第 六 第 八 两 问好 《 海 
MZ) PH Seva, ARR eth ty CE ab TT ZS) 
RL- FEB RIL a FRERE A, Ba ae 
方 。 这 些 都 足以 说 明 一 方面 朱 书 这 一 部 分 渊源 于 《 海 始 算 经 》 
原 普 ， 男 方面 《 海 钙 算 经 》 为 天 元 术 提 供 了 最 简单 最 直接 的 素 
材 ， 因 而 应 是 天 元 术 产 生 的 早期 的 推动 力 。 

(8) 《海马 算 经 》 其 他 诸 题 ， 都 易 从 海 品 公 式 以 及 松 高 谷 
深 等 公式 推出 。 这 些 让 了 明 都 简单 直观 ， 容 易 为 一 般 人 所 接受 ， 
这 下 是 我 国 圳 代 几 何 学 的 一 个 特色 。 且 证 明 直 接 导 致 《 海 贤 算 
经 》 诸 间 康 来 给 出 公式 的 形式 ， 与 之 相反 ， 不 论 如 李江 用 欧 凡 
里 得 几何 或 后 世 请 人 如 李 例 [ 乙 2) 用 近代 的 代数 ， 证 明 都 颇 
繁复 ， 尤 其 要 再 经 历 … 盘 曲折 与 演算 ， 才 能 凑 出 《海岛 算 经 ?》 
原来 的 公式 有 形式。 这 也 说 明 这 些 证 法 与 刘 微 原意 沁 无 共同 之 
处 ， 而 上 面 所 提出 的 证 明 ， 才 是 符合 刘 徽 原意 的 证 明 、 

(9) 从 李江 GRAAF), FIER USI DHR, Bei 
“两 形 祖 去 辽 远 ”而 须 “ 宛 转 通 之 ”， 正 是 出 入 相 补 的 特色 ， 因 
而 可 以 相信 这 一 旧 图 即 如 图 12 那样 。 至 于 所 谓 “ 皆 可 不 必 也 ” 
之 语 ， 如 果 把 李江 《 海 咏 算 经 细 草 图 说 》 与 我 们 补 作 的 图 与 让 
明 相 对 防 ， 优 劣 判 然 。 这 正好 说 明明 末 以 来 中 国 固 有 的 几何 学 
已 为 欧 几 里 得 几何 所 排挤 殖 尽 ， 清 代 学 者 如 李江 几 已 一 无 所 
知 ， 只 能 屈从 于 欧 几 里 得 的 一 统 天 下 而 已 。 

丢 开 对 天 元 术 所 起 的 推动 作用 不 谈 ， 只 从 测 望 这 一 角度 来 
说 ，《 海 怠 算 经 》 工 意 造 术 之 深 ， 也 非 西方 如 海伦 等 所 能 企及 。 
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而 且 ，《 海 品 算 经 》 似 已 发 展 成 一 个 完整 的 系统 理论 。 仗 据 刘 
RM 《 九 章 算 森 注 》 原 序 中 所 说 : “ 度 高 者 重 表 ， 测 深 者 累 矩 ， 
MR a=, Bin Mek ae, Akin a, M AR 
A, BEATA A, PRT. FM DES”. WPR E A ho 
BA LE, ANE HE Go {ay “BR EK”, ARELA Bett h fal Ak i 
表 ， 作 出 测量 的 有 具体 方案 来 。 刘 徽 诛 意 虽 然 已 不 得 而 知 ， 但 这 
对 于 现代 的 数学 工作 者 来 说 ， 仍 是 一 个 值得 思考 与 解决 的 问 
题 。 而 且 ， 重 差 理论 中 以 量 长 代 殖 角 的 测量 这 一 方法 所 隐 含 的 
以 多 次 简易 测量 代 蔡 较 难 测量 的 原理 在 现代 的 各 种 技术 问题 上 
可 能 还 是 有 现实 意义 的 。 


八 、 利 玛 赛 来 华 时 期 的 测 望 理论 及 其 影响 


综观 我 国 测 望 理论 的 历史 演变 过 程 ， 明 代 以 至 利 玛 罕 、 徐 
光 启 时 期 可 以 说 是 一 个 转折 点 。 在 第 六 节 中 已 经 指出 ， 我 国 古 
代 测 望 理论 从 《 周 骨 算 经 》 时 起 ， 以 迄 宋 元 之 世 不 仅 一 直 在 发 
展 ， 而 且 在 推动 天 元 术 的 发 展 因 而 对 近代 代数 学 与 解析 几何 的 
影 啊 是 无 可 估量 的 。 到 了 明 朝 八股 取 士 ， 理 学 统治 了 学 术 界 的 
思想 ， 数 学 已 趋 误 微 ， 但 《海岛 算 经 》 仍 有 传 者 。 到 利 玛 罕 于 
1582 年 来 任 ，1600 年 进入 明 室 宫廷 ， 士 大 夫 如 徐光启 、 李 之 
党 争 相 结 纳 ， 推 党 西学 而 对 于 自己 多 所 谈 毁 ， 更 使 我 国 古 代 传 
GRU RR ii, 《海岛 算 经 》 理 论 也 竞 成 绝学 。 

公元 1607 年 (明神 宗 万 历 35 年 ) 利 玛 窦 与 徐光启 共 译 
《 儿 何 原本 》，3 引 入 了 古 希 腊 的 欧 几 里 得 几何 学 。1607 1608 
Fla), MAPS SEDI, PROGRES CAS) 一 书 ， 把 西 
方 的 测量 技术 传 入 了 了 我国。 分 析 一 下 《 测 晤 法 义 》 一 书 的 内 容 
与 方法 ， 对 于 了 解 它 的 意义 是 必要 的 。 

《测量 法 义 》 书 首 “ 最 目 ” 云 : 


“ 先 造 器 ， 次 论 景 ， 本 题 15 首 ， 附 三 数 算法 ”。 

“ 造 器 ”明确 测量 目的 与 所 用 仪器 :“ 测 量 者 ， 以 测 望 知 山 
后 柚 台 之 高 、 井 谷 之 深 、 土 田 道里 之 远近 也 。 其 法 先 造 一 测 望 
Zi, SAE”, 

“ 论 景 ”指出 测量 方法 : 

“法 中 候 用 直 景 倒 景 布 算 ， 故 先 正 解 二 景 之 义 ， 次 解 其 转 
QTE, UR”. 

其 次 是 “本 题 15 首 "， 列 举 各 种 具体 问题 的 测量 方法 。 最 
后 的 附录 “三 数 算法 ” 系 比 例 算 法 ， 则 即 《 九 章 算术 》 PHS 
AR 

Ci YE SD OP ATR RE AE, 15 题 中 ， 除 第 9 题 
HFA, 26810, 11, 14 用 表 ， 第 12 题 用 矩 尺 外 ， 其 余 ， 都 用 
定 度 。 算 度 、 矩 斥 与 平 镑 特别 是 矩 度 是 当时 欧洲 所 用 主要 的 测 
Bia. PE SHRA 16 世纪 中 意大利 Tartaglia ( 因 解 三 次 
方程 而 为 后 世 所 知 ) 为 炮兵 发 射 炮 弹 而 设计 [B]， 其 中 附 图 
与 《测量 法 义 》 中 和 矩 度 图 完全 相同。 至 于 表 则 为 我 国 自 古 所 用 
的 传统 测量 仪器 ， 而 不 见于 西方 。 例 如 在 《测量 法 义 》 之 后 耶 
钙 会 教士 罗 雅 谷 、 汤 在 望 所 著 《测量 全 义 》 一 书 仪器 图 说 部 分 
曾 列 举 西方 古今 所 用 各 种 测量 仪器 ， 即 无 表 的 名 目 。Smith 一 
书 [A13】 几何 工具 一 章 论 之 其 详 ， 也 无 表 的 使 用 ， 只 说 古 曾 
有 之 而 已 。 

Gunther 一 书 [A5] 有 一 章 专 论 古 代 测 望 仪 器 ， 也 只 说 而 
代 有 表 ， 现 已 不 用 。 大 抵 以 表 测 量 是 古代 许多 民族 所 共同 有 过 
的 实践 活动 ， 但 只 有 我 国 才 发 展 到 重 差 术 这 样 的 理论 高 度 。 这 
正 显示 出 我 国 在 数学 上 独特 的 创造 力 ， 为 世界 其 他 任何 民族 所 
不 能 企及 的 。 

就 测量 方法 而 论 ， 则 《测量 法 义 》15 题 中 ， 除 第 10 题 以 
表 测 高 用 表 两 测 ， 第 15 题 用 表 四 测 ， 以 及 第 6 题 以 目测 高 的 
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后 面部 分 用 和 窍 度 两 测 外 ， 其 余 都 用 1 测 。 其 中 两 测 以 上 诸 题 都 

是 我 国 古 代 的 经 典 成 果 ， 在 第 二 节 末 早已 指出 ， 重 测 正 是 重 差 

理论 的 指导 思想 ， 徐 光 启 继 《测量 法 义 》 之 后 作 《测量 异 间 》， 
序言 中 称 : 

“ 九 章 算法 ， 句 股 篇 中 故 有 用 表 用 和 矩 尺 测 量 数 条 UF 

者 注 : REER KARER ASFA), 2S 

译 《 测 量 法 义 》 相 较 ， 其 法 略 同 …。 既 具 新 论 ， 以 考 旧 义 

… 今 悉 存 诸 法 ， 对 题 肪 列 ， 惟 求 同 异 … 共 为 测量 异同 六 首 


在 徐 列 举 异 同 六 首 之 中 ， 第 5 首 以 四 表 测 远 ， 与 《测量 法 
X B 14 题 以 四 表 测 远 类 同 ， 徐 也 指出 “此 旧 法 与 今 译 间 ”。 
实则 此 题 即 《 九 章 算术 》 勾 股 章 的 第 22 题 立 四 表 求 木 去 人 。 
又 《测量 法 义 》 中 的 第 10 题 以 表 测 高 ， 则 与 《测量 异同 》 中 
第 4 首 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 无 高 之 还 与 第 6 ABH 
之 深 无 深 之 广 类 同 ， 实 则 与 《海岛 》 第 一 题 无 异 ， 只 是 《测量 
法 义 》 与 《测量 异同 》 中 的 证 明 方 法 都 依据 欧 几 里 得 《几何 原 
A) 而 已 〈 见 第 三 节 ), 《测量 法 义 》 第 4 题 的 后 面部 分 则 无 非 
将 原来 用 表 两 测 者 改 为 用 和 矩 度 两 测 而 已 。 

徐光启 在 《测量 异同 》 序言 中 只 提 到 九 章 算法 勾 股 篇 ， 但 
异同 六 首 既 都 是 “ 旧 义 ”而 “ 悉 存 诸 法 ”或 “ 旧 篇 所 有 ”、 则 
第 4 第 6 两 首 必 有 所 本 .可见 徐 至 少 应 见 到 《海岛 算 经 》 的 第 
一 题 ， 鉴 于 《海岛 算 经 》 明 时 已 收 罗 于 《永乐 大 典 》， 今 本 
《海岛 算 经 》 即 从 其 中 抽出 ， 徐 似 不 应 该 不 见 到 该 书 。 然 而 徐 
在 《 题 测量 法 义 》 中 却说 : 

“ 刘 徽 、 沈 存 中 〈 括 ) 之 流 ， 属 尝 言 测 望 侨 ， 能 说 一 

K, PRU BH”. | 

这 是 难以 自圆其说 的 。 徐 光 启 指摘 明代 “算数 之 学 特 废 ”的 原 
因 是 “名 理 之 儒 士 总 天 下 之 实事 ”与 “ 妖 亡 之 术 廖 言 数 有 神 
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理 "”， 又 提出 对 历法 应 “ 详 加 测验 ”. “不 差 不 改 ， 不 验 不 用 ”， 
徐 又 撰 《 农 政 全 书 》， 这 是 我 国 古 代 的 一 部 农业 百科 全 书 ， 这 
些 见 解 与 工作 都 应 肯定 ， 但 不 能 内 此 而 为 徐 对 西 算 的 投降 主义 
AS FE AF AR 

pT PES SE, WY ERF 1582 年 (HHJH 10 年 ) 到 广东 中 
山 ，1589 年 到 南 束 时 与 徐光启 相识 ，1606 年 以 来 与 徐 共 译 
《几何 原本 》 -FJER CME) WY, ORR = + ARSE. E 
这 样 长 的 时 期 内 说 利 不 接触 到 中 国 古 代 的 固有 数学 ， 将 是 不 可 - 
Ai. PROT MEERA ARIE, MART, PEAKE 
测 高 望 远 之 学 主要 见于 海伦 的 《On the dioptra) 一 书 。 按 海伦 
的 年 代 从 公元 前 150 年 至 公元 后 250 年 估计 大 有 出 入 ， 甚 至 有 
AS 10 世纪 时 拜 占 码 的 某 一 海伦 相 混 ， 所 著 书 最 早 在 1814 年 
用 意大利 文 编 集 刊行 ， 其 中 内 容 已 知 有 他 人 掺 入 痕迹 。 所 用 测 
“(Las Dioptra 大 致 是 一 种 拟 想 中 物 ， 实 际 上 可 能 并 不 存在 。 
时 使 丢 开 这 些 不 谈 ， 海 伦 一 书 的 内 容 据 柯 恩 (Cohen) XEF 
JL (Descartes) 所 车 书 (A3, 6) 所 引 也 不 能 与 《海岛 算 经 》 
之 有 指导 思想 并 成 为 系统 理论 者 相提并论 。 到 16 theca 
Tartaglia 制作 定 度 ， 成 为 欧洲 测 望 的 主要 仪器 。 但 器 颇 生 重 ， 
使 用 并 不 灵 便 ， 在 耿 受 (Gunther) 及 斯 密 思 (Smith) MESE 
(AS, 13) 中 有 不 少 图 片 可 见 其 测 法 之 一 班 。《 测 量 法 义 》 主 
要 部 分 正 反 映 了 当时 欧 训 的 这 一 水 平 。 而 其 中 较 先 进 的 诸 题 恰 
与 《 九 章 算术 》 勾 股 以 及 《海岛 算 经 》 相 重 ， 所 几 表 测 更 与 通 
行 西 器 及 其 测量 方式 有 别 ， 这 说 明 它 们 应 另 有 来 历 。 特 别 是 在 
利 玛 罕 以 表 测 高 一 测 部 分 的 证 明 中 ( 见 前 第 三 节 以 及 图 6)， 
须 在 活 庚 线 上 取 邦 点 使 ”已 卯 = 丑 实 。 按 这 样 的 取 法 正 与 我 国 
古代 海岛 公式 原 证 中 黄 乙 在 青 己 左 方 的 位 置 相 当 (图 12)。 如 
果 依 欧 几 里 得 体系 的 证 法 则 应 添 作 平行 线 如 图 7， 这 样 则 所 取 
FU VEO = He, BRAS FREER AR (2) PRS 
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在 青 已 右 方位 置 的 情形 。 但 利 玛 窦 不 以 此 之 图 (对 他 说 来 这 应 
是 很 自然 的 )， 却 毫 无 理由 不 伦 不 类 地 选取 了 使 已 卯 = AeA 
卯 点 ， 这 正 说 明 利 的 这 一 问题 与 证 法 有 它 不 同 于 西方 欧 几 里 得 
体系 的 来 源 ， 为 了 要 纳入 欧 几 里 得 体系 ， 因 而 硬 竣 答 数 留 下 了 
和 佐 庙 痕迹 。 至 于 利 玛 窦 证 明之 兼 形式 主义 繁琐 哲学 与 矫 揉 做 作 
三 者 而 有 之 ， 则 犹 其 余 事 也 。 

在 同一 时 期 ， 由 利 玛 塞 授 李 之 藻 演 的 《同文 算 指 》 (1614 
年 ) 中 卷 之 四 登 借 互 征 法 为 利 玛 罕 所 据 以 翻译 的 Clavius 即 所 
谓 丁 先生 原著 所 无 ， 而 显然 取 意 于 《 九 章 算 术 》 方 程 章 或 我 国 
以 后 算 书 中 的 相 类 篇 章 。 这 是 我 国 古 代数 学 的 辉煌 成 就 之 一 ， 
与 《同文 算 指 》 其 他 部 份 相 较 ， 水 平 高 下 极为 显著 。 然 而 ， 李 
SME PR AW ILM", FR ABER” 
HOMER, BUS “ESRI TEL, IRA, GK CRS 
B) Pwse SW WES CLEAR) pine a Gill 
面 不 及 《 九 章 算 术 》。 说 这 些 我 国 古代 的 文化 遗产 ， 不 因 利 玛 
窦 等 传教 士 们 的 “传授 ”而 流入 西方 ， 也 将 是 不 可 思议 的 事 。 
本人 见闻 有 限 ， 只 能 略 举 数 例 。 在 这 一 西方 科学 技术 开始 大 规 
模 输入 期 间 ， 东 西方 交流 中 双方 的 得 失 如 何以 及 存在 的 许多 间 
题 值得 来 -和 盔 细 致 调查 把 它 彻 底 弄 清 。 

自 利 、 徐 输入 西 算 以 来 ， 终 清 代 两 百 余年 我 国 对 数学 的 发 
展 已 形 失 推动 作用 ， 自 此 以 来 ， 人 人 知 有 欧 几 里 得 ， 而 对 我 国 
实 别 更 为 辉煌 的 十 代 几 何 学 却 缺少 认识 。 清 代 中 叶 虽 对 我 国 传 
统 数 学 重新 发 气 并 有 所 重视 ， 但 如 李江 等 局 限于 以 欧 几 里 得 几 
何等 西 算 锋 释 我 国 古 算 之 类 ， 系 统 既 然 不 同 ， 自 然 格 格 不 入 ， 
至 于 所 请 创造 性 的 工作 ， 则 远 落 人 后 ， 在 清 一 代 ， 一 些 最 有 成 
就 者 如 梅 文 易 等 ， 志 趣 不 可 谓 不 高 ， 用 力 不 可 谓 不 勤 ， 也 正如 
钱 宝 玉 在 《中 国 数学 史 》 中 所 说 :“ 从 其 具体 的 数学 成 果 讲 来 ， 
大 都 较 西欧 数学 的 同样 成 果 迟 了 一 百 余年 "。 这 与 打 元 以 前 我 
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国 数 学 比 之 西方 在 许多 方面 下 遥 领先 者 正 可 对 照 。 


eed 
就 


就 测量 技术 而 言 ， 沈 康 身 同志 在 “我 国 古代 测量 技术 的 成 
[再 2】 一 文中 曾 有 很 好 的 介绍 。 我 们 将 借用 沈 文 的 结语 


(也 适用 于 测 望 理论 ) 照 录 如 下 ， 以 作 本 文 的 结 


四 


“ 明 末 外国 传 教士 随 着 宗教 把 某 些 科学 技术 进入 中 
国 。 当 时 士大夫 阶层 ， 一 方面 脱离 劳动 人 民 ， 一 方面 又 不 
认真 研习 数学 。 于 是 崇 外 之 风 从 此 芋 生 。 当 时 象 徐光启 这 
样 传播 西学 的 代表 人 物 ， 在 序 西 海 利 玛 罕 授 李 之 汉 演 的 
《同文 算 指 》(1614 F) 里 就 说 : “ 观 利 公 与 同事 诸 先 生 所 
讶 历法 诸 事 ， 即 其 数学 精妙 ， 比 之 于 汉 上 唐 之 世 十 百倍 之 
…… 振 之 ( 李 之 藻 ) 两 度 居 燕 ， 译 得 其 算术 若干 卷 。 既 脱 
稿 ， 余 始 问 请 共 读 之 ， 共 讲 之 。 大 率 与 日 术 同 者 。 旧 所 井 
及 也 ; 与 上 日 术 异 者 ， 则 田 所 未 之 有 也 。 浊 术 与 西 术 合 者 ， 
KER SBSH; FHABA, BPRS HBB HW”, W RJE 
ERR, “BRA, WHKBR”, PRET, WK 
BEAR RHAR SKA, RRR, RERFMEN”. 
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《海岛 算 经 》 上 古 证 探 源 


刘 微 《海马 算 经 ?是 一 部 关于 测 高 望 远 之 术 的 专著 。 按 刘 微 
HPP, Ar BBA RE, HAR”, 以 及 “ 辑 造 重 差 , 并 为 注解 ”等 
if UR AY AEA. (Bat, 所 载 九 题 只 有 方法 结果 而 
无 注 析 附 图 ,杨辉 在 《算法 通 变 本 末 》 卷 上 中 曾 说 , “海岛 算法 , 隐 
奥 葛 得 其 秘 ”, 清 代 李 江 、 沈 钦 裴 等 都 曾 尝试 补 出 证 明 , 但 与 刘 微 
原意 显 无 共同 之 处 。 我 们 认为 ,要 使 古 证 复原 ,应 该 避 循 以 下 三 
项 原则 ,是否 妆 当 ,还 请 有 志 者 共同 商讨 。 

”原则 之 一 ,证 明 应 符合 当时 本 地 区 数学 发 展 的 实际 情况 ,而 
不 能 套用 现代 的 或 其 他 地 区 的 数学 成 果 与 方法 。 

原则 之 一 ,证明 应 有 史实 史料 上 的 依据 , 不 能 凭空 脐 造 。 

原则 之 三 ,证 明 应 自然 地 导致 所 求证 的 结果 或 公式 , 而 不 应 
为 了 达到 预知 结果 以 致 出 现 不 合 情 理 的 人 为 雕琢 痕迹 。 

《海马 算 经 ?的 第 一 题 海 岛 公 式 从 明 清 以 馆 近 代 出 现 过 不 少 
证 明 ,是 否 合 于 十 证 原意 ,可 以 依据 这 些 原 则 逐一 考核 ,中 外 经 
典 著 作 ,流传 至 今 , 历代 难免 有 后 人 随意 自 改 增添 , 其 至 伪造 伪 
托 , 以 至 真 假 不 辩 , 也 可 以 依据 这 些 原 则 作为 鉴别 真 伪 的 一 种 于 
段 。 

本 文 将 依据 这 些 原 则 , 尝试 将 《海岛 算 经 》 九 题 的 古 证 补 出 
于 下 。 中 国 古 代 的 几何 学 有 其 自己 的 发 展 过 程 与 方法 体系 ,与 
希腊 欧 几 里 得 几何 杀 乎 不 同 。 在 我 国 古 代 几 何 中 , 并 未 见 到 明 

* 本 文摘 白 《 九 章 算 术 与 刘 徽 )( 吴 文俊 主编 ), 北 京师 范 大 学 出 版 社 , 1982 年 。 
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显 的 平行 线 概念 , 角度 也 很 少 用 , 虽 有 比例 理论 ,但 文献 所 载 局 
限于 勾 股 相似 形 的 简单 比例 关系 , 而 几乎 未 见 到 有 关 一 般 相 似 
形 以 及 各 种 比例 式 的 变形 转化 等 记载 ,在 十 证 复原 中 , 这 些 概念 
都 应 避免 使 用 ,和 象 李江 [9] 那 样 滥 添 平行 线 的 作法 , BME SCF. 

相反 , 出 入 相 补 ,各 从 其 类 的 原理 ,明显 见 诸 九 章 刘 徽 注 以 
Re tk BREE, 在 4 九 章 算 术 》 的 商 功 句 股 诸 章 曾 多 方面 应 用 ,由 此 
原理 可 得 以 下 推论 : 

推论 之 一 ”如 图 1 从 中 AB 与 对 角 线 AB 上 一 点 C 可 得 中 
CD = CE( = fe Ww). 

推论 之 二 ”如 图 2, 在 句 股 相 似 形 ADF、ABC 与 BDE 中 ， 
PK AC = 见 股 , BC = 见 句 , BE = RŽ, DE = 句 率 , AF = KK, 
DF = KACK Z j), WA 

-大 股 网 


图 : 图 2 

这 两 推论 显然 是 等 价 的 ,者 曾 多 次 应 用 于 各 种 勾 股 问题 , 详 
见 刘 徽 《 九 章 注 ) 以 及 赵 丈 《日 高 图 说 ) 与 《 句 股 圆 方 图 说 》。 

本 文 关于 《海岛 》 九 题 的 复原 古 证 ,无 非 是 这 两 推论 的 反复 
运用 。 九 题 中 海岛 第 一 题 中 的 岛 高 公式 , 望 松 第 二 题 的 松 高 辅 
BARC F), VA Be Be OR PU LE Bt AR ZS RK, 代表 了 古代 用 和 矩 立 
表 以 望 高 \ 知 还 、 测 深 的 三 个 基本 结果 , 其 余 诸 题 的 公式 省 可 从 
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这 三 个 基本 公式 容易 得 出 。 在 这 三 个 基本 公式 特别 是 岛 高 公式 
的 证 明 中 , 我们 都 只 用 了 推论 之 一 的 矩形 等 积 关 系 而 避免 应 用 
推论 之 二 的 勾 股 相似 形 比 例 关 系 。 其 理由 可 概述 如 下 : 

1. 这 一 证 明 及 其 附 图 (图 3), 有 起 束 的 《日 高 图 说 ) 以 及 流 
传 至 今 的 日 高 残 图 作为 依据 。 所 请“ 上 与 日 齐 ”, 即 说 明 原 图 应 
补 成 若干 长 方形 。 从 《日 高 图 说 》, 可 以 推 想 古 日 高 图 (图 3) 与 
古 证 应 较 本 文 所 示 稍 复杂 一 些 , 详 见 [14j]。 


2. 杨辉 在 《 续 古 摘 奇 算法 ) 中 自 言 “ 辉 尝 置 海岛 小 图 于 座 
A, 乃 见 先贤 作法 之 万 一 ”"。 可 知 杨辉 是 依据 当时 仍 在 流传 的 古 
海岛 图 来 论证 的 。 本 文 所 附 海岛 图 (图 4), 相当 于 杨辉 的 隔 水 
量 午 的 附 图 ,证 明 也 实质 上 即 杨 辉 的 证 明 或 上 古 时 的 海岛 原 证 。 
3. 李江 在 《 重 差 图 序 ) 中 说 “望海 岛 旧 有 图 解 ”, 又 说 “ 旧 图 
于 形 外 别 作 同 积 二 方 "。 这 说 明 李 江 时 还 能 匈 到 海岛 古 图 ( 依 李 
序 即 古 重 差 图 ), 而 从“ 同 积 二 方 ”一 语 看 来 ,这 古 图 中 是 有 许多 
长 方形 从 形 外 别 作 而 来 的 。 
4. 证 明 中 我 们 避免 应 用 推论 之 二 ,因为 从 比例 关系 还 须 经 
过 某 些 运算 变化 才能 得 出 最 后 公式 , 而 这 种 运算 变化 在 我 国 古 
AR SCHR AP BRE, 三 上 义 夫 在 所 著 论 人 海 品 算 经 ?的 一 章 中 ( 见 
[18], 页 33 一 36), 曾经 依据 比例 及 其 算法 认为 我 国 天 元 术 代 数 
学 的 产生 ,可 从 13 世纪 提前 一 千年 至 刘 徽 时 期 , 这 种 过 誉 溢 美 
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之 辞 ,我 们 认为 是 不 应 接受 的 。 

5. 我 们 的 证 明 只 需 极 简 单 的 论证 ,从 最 基本 的 一 些 关系 自 
然 地 直接 获得 刘 徽 原著 所 列举 的 那些 形式 上 颇 为 复杂 的 公式 。 
这 是 为 这 些 证 明基 本 上 符合 刘 微 原意 的 一 个 劳 证 。 与 之 相反 ， 
在 利 玛 赛 口译 ,徐光启 笔 受 的 《测量 法 义 ) 中 , 以 表 测 高 的 第 10 
题 实质 上 与 海岛 题 相同 , 其 证 明 颇 有 事先 已 知 海岛 公式 而 强 欲 
用 《几何 原本 ? 生 搬 硬 套 来 获 证 , A tt AR Ac SF a EK GR. H F 
《测量 法 义 ) 一 书 不 易 见 到 , 故 将 利 玛 窦 的 原 图 原 证 作为 本 文 附 
录 原 样 照 录 , 以 供 大 家 参考 。 

以 下 将 就 《海岛 算 经 )》 九 题 逐 一 证 明 。 为 了 便利 读者 , 原 题 
以 及 术 日 将 依 古 原著 照 录 , 而 在 括号 中 注 明 附 图 相应 的 点 或 线 
段 , 诸 公 式 即 是 原来 术 文 的 直接 转述 。 


【一 】 望海 岛 

今 有 望海 岛 (AB), 立 两 表 (DE、FG ) 齐 高 三 丈 , 前 后 相去 
(EG ) 干 步 , 令 后 表 与 前 表 参 相 直 。 从 前 表 ( DE ) 却 行 (EH ) 一 
百 二 十 三 步 , AHF HRA ARCA) SRRI) ZRO 
后 表 (《 FG ) 却 行 (GI) 一 百 二 十 七 步 , 人 目 著 地 (T) 取 望 岛 峰 
(A), 亦 与 表示 (FE) 参 合 。 问 岛 高 (4AB ) 及 去 表 (BE) 各 几何 ? 

AB: 

以 表 高 乘 表 间 (EG ) 为 实 , 相 多 (GI - EH) AK, RZ. Hr 
得 加 表 高 , 即 得 岛 高 。 求 前 表 去 岛 远 近 者 ,以 前 表 却 行 乘 表 间 为 
实 , 相 多 为 法 , 除 之 ,得 岛 去 表 里 数 。 

望海 岛 公 式 : 

岛 高 = ZEER sem, 


he _ dele] < 前 表 却 行 
(A AH A = a o 
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证 ”如 图 4, KAI 与 下 ,得 
FJ =" FB, 
又 从 呈 AH 与 万 ,得 
(IDK = DB。 
相 减 , 得 CIF] — DK = OFF, 
或 
后 表 却 行 x (上 岛 高 一 表 高 ) -前 表 却 行 X( 岛 高 一 表 高 ) 
= RA xR, 
由 此 即 得 岛 高 公式 。 
又 从 叫 DPB = DK 得 
前 表 去 岛 x 表 高 = 前 表 却 行 X( 岛 高 一 表 高 )。 
应 用 岛 高 公式 即 得 表 去 咏 公 式 。 


【二 】 望 松 

ABS (AB) 41 (BC) E, RAB Fo WR (DE, 
FG), ža E, 前 后 相去 (EG ) 五 十 步 , 令 后 表 ( FG ) 与 前 表 
(DE). MAMEA (EH) CHAR, 薄 地 ( 互 ) 遥 望 松 末 
(A), 与 表 端 (DD) 参 合 。 又 望 松本 (B), 入 表 (DJ) 二 尺 八 寸 。 复 
从 后 表 却 行 (GI) 八 步 五 尺 , 薄 地 遥望 松林 (A), 亦 与 表 端 (下 ) 参 
合 。 问 松 高 (AB) 及 出 去 表 ( CE ) 各 几何 ? 

RE: 
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以 入 表 乘 表 间 (EG ) 为 实 , 相 多 (GT- EH) AK, 除 之 。 加 
A, 即 得 松 高 。 求 表 去 山 远 近 (CE ) 者 , 置 表 间 , VA wT He ANT FE 
之 为 实 , 相 多 为 法 , 除 之 ,得 出 去 表 。 

AHHAR: 

Fe le] x A 
“ag 十 入 表 ， 


松 高 = 


_ 表 间 x 前 表 却 行 
KAU = HZ Š 


I 先 将 松 高 图 (图 5) 与 海岛 图 相 比 较 , 视 AC 为 海岛 , 则 
表 去 岛 即 此 处 之 表 去 山 CE, 故 由 海岛 公式 ,得 
_ 表 间 x 前 表 却 行 
表 去 山 = HZ o 


其 次 ,将 前 表 两 测 从 松 高 图 中 割裂 而 作 松 高 辅助 图 (图 6)， 


li AOAH 5D, 
[IDK =< DC; 


C E H G I 


图 5 
又 从 号 BH 与 J 得 
DJL=Co 
两 式 相 减 , 得 
CIMK -OJN =O.» 
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或 即 
前 表 却 行 X 松 高 -前 表 却 行 X 入 表 = 表 去 山 X 入 表 。 
由 此 得 
we _ 表 去 山 x 入 表 
_ Rane O. 
这 一 公式 在 以 后 经 常用 到 , 将 称 之 为 松 高 辅助 公式 。 以 表 去 山 
公式 代入 这 一 辅助 公式 , 即 得 所 求 松 高 公式 。 


【三 】 #8 

SAMAH (ABCD), RAK). MARCE, F) AR AH 
去 (EF) 六 丈 , 齐 人 目 , 以 索 连 之 。 令 东 表 (下 ) 与 虽 东 南阳 (CC ) 及 
东北 隅 (B) 参 相 直 。 当 东 表 之 北 却 行 (FG ) 五 步 , 遥 望 虽 西北 隅 
(A), 入 索 东 端 (IF) 二 丈 二 尺 六 寸 半 。 又 却 北 行 去 表 ( FH ) 十 
三 步 二 尺 , WAEREA) ESAR) WSE. WEY 
(AB) R&R BRR( BF) & JLI? 

AA: 

以 入 索 乘 后 去 表 , 以 两 表 相 去 除 之 , 所 
得 为 景 差 。 以 前 去 表 减 之 不 尽 , 以 为 法 。 
置 后 去 表 , 以 前 去 表 减 之 , 余 以 乘 入 索 为 
实 , 实 如 法 而 一 ,得 虽 方 。 

求 去 表 远 近 者 , 置 后 去 表 , URAM 
之 , 余 以 乘 前 去 表 为 实 。 实 如 法 而 一 ,得 虽 a] 
BR o 
Beat: 

X X Jn 
最 差 = DRX BERS 


吕方 二 入 案 X( 后 去 表 一 前 去 表 ) 
景 差 -前 去 表 i 图 7 
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-WAK (后 去 表 一 景 差 ) 
BAR = RS - ES 


证 RE I SIK, WA 7 GER). Ma RAE JKH 
与 HEF, 得 


ug -JK X FH _ IF x FH 


EF EF 
_ 入 索 x 后 去 表 
EME ° 


称 HK 为 景 差 , 即 得 所 求 景 差 公式 。 
今 将 图 7 与 望海 岛 图 比较 , 视 AB 为 海岛 , IF, JK 为 前 后 
AK, 则 两 图 间 的 关系 对 照 如 下 表 所 示 : 


pene fo 
er A 
Oo ee fee 
依据 这 一 对 照 表 , 岛 高 与 表 去 名 公式 , 即 各 变 为 邑 方 与 邑 去 
qe STs 


【四 】 2s 
今 有 望 深谷 (EFG ), 优 矩 ( BAC) 岸 上 , 令 句 (BA ) 高 六 尺 。 
从 句 端 (B) 望 谷底 (G) 入 下 股 (AD) 九 尺 -- 寸 。 又 设 重 矩 (BA- 
OFE, 其 矩 间 (AA47) 相 去 三 丈 。 更 从 句 端 (B“) 望 谷底 (G)， 
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A ERC DOARE Y. APR CAE ) JLT? 

KE: 

AEE, 以 上 股 乘 之 , 为 实 。 上 、 下 和 股 相 减 , 余 为 法 , 除 之 。 
所 得 以 句 高 减 之 , 即 得 谷 深 。 

望 谷 公式 : 

er Fe [a] x 上 
areg — BEE — a. 
证 ”如 图 8( 望 谷 图 ), MBG 5D’, 
DH’ =DE, 
从 一 BG 与 DD, 得 
DH =DE, 

相 减 得 号 DT= 吧 DA -只 DF。 
A oD I=CAI-OBD 

= BD -BD 

= 4a] fay X CPA — EAR), 

CD’A = #215] x ERR, 

CODF =DE -5AF 

=FR x CPA — ERR), 
Wie ” 谷 深 x (下 股 - 上 股 ) = 
fa] x E- a) em =< CPR A - 上 
股 )。 由 此 得 望 谷 公式 。 


【五 】 望 楼 
SAE CAL) RRC HG), REP a. (EEC BAC) it, + 
名 (BA) 高 六 尺 , 从 句 端 (B) 斜 望 楼 足 (G), 入 下 股 (AD) 一 不 二 
Ro XRE#E(BAC ) 于 上 , 令 其 间 相 去 (A'A) 三 丈 。 更 从 名 
端 (B’) 斜 望 楼 足 (G), 入 上 股 (A'D’) 一 趟 一 尺 四 寸 。 又 立 小 表 
(ED )FARZACD’), AMAC B Re RR tt CH), 入 小 
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表 (F 人 也 ) 八 寸 。 问 楼 高 CHGG 7) 几何 ? 
AB: EPR RAK. BH, 以 下 股 乘 之 ,如 人 句 高 
而 一 。 所 得 , 以 入 小 表 乘 之 ,为 实 。 实 如 法 而 一 , 即 是 楼 高 。 
望 楼 公式 : 


pny = EPR X A h/F- ERB). 


证 ”如 图 9( 望 楼 图 )。 视 
GH 为 山 HK 上 之 松 , DJ 为 
前 表 , 却 行 至 B 以 望 松 。 则 从 
望 松 辅助 公式 ,得 
楼 高 
_《 山 去 楼 -上 股 ) x 入 小 表 
ERR 


十 入 小 表 
_ WAR x 入 小 表 
RK ° 


从 句 股 相似 形 B“GI 与 B 
DA ,得 

E/E = aS + E 
间 + 何 高 )/ 句 高 。 

视 GT ARE, 则 从 望 谷 
公式 , 得 

出 高 + 名 高 = 年间 X 上 和 股 /( 下 股 - ER). 
由 此 诸 式 即 得 望 楼 公式 。 


【六 】 望 波 口 
今 有 东南 望 波 口 (AB)。 立 两 表 南 (D)、 北 (C) 相 去 (CD) 
FLX, 以 索 薄 地 连 之 。 当 北 表 之 西 却 行 去 表 ( CE ) 六 丈 , HH 
望 波 口 南 岸 (B), A Rim CH) NUEZ. AIKA) 入 
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前 所 望 表 里 (GH ) 一 丈 二 尺 。 又 却 后 行 去 表 (CFE) 十 三 丈 五 尺 ， 
Shh Be OB), SRR DEBS. MAT (AB)IL 
{ay ? 

AB: 

以 后 去 表 乘 入 索 , 如 表 相 去 而 一 。 所 得 , 以 前 去 表 减 之 , 余 
以 为 法 。 复 以 前 去 表 减 后 去 表 , 余 以 乘 入 所 望 表 里 为 实 。 实 如 
法 而 一 , 得 波 口 广 。 

望 波 口 公式 : 

波 口 广 = 入 所 望 表 里 x (后 去 表 一 前 去 表 》 


en ae 


证 补 作 JK 等 线 , 如 py JEC Cw 7 
图 10( 望 波 口 图 ), 今 与 望 松 
题 2 相 比较 , 令 图 中 AB = 
松 , AI = U, CH = 前 表 , JK 
= 后 表 , W HK = KN), FJ 
-CE= 相 多 。 在 望 松 与 望 
波 口 之 间 有 下 表 中 的 关 

今 依 望 松 公 式 , 有 
ASSEN, Ag 


松 高 = 
- Ax Gael + FH) 
He 


或 即 
波 口 广 
_ ARBRE x (后 去 表 一 前 去 表 ) 

相 多 


从 句 股 相似 形 FJK 与 FCD, 有 
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JK x CE 


FJ = — cp 


mer nae ene 


入 所 望 表 里 


后 去 表 - WARK KE + HE 


以 所 得 相 多 代入 前 波 口 广 公式 , 即 得 所 需 公 式 。 


本 工本 到 更 


[t] Bam 
今 有 望 清 渊 , 渊 下 有 日 石 (G)。 仿 和 矩 (BAC) 岸 (AH) 上 , 令 
句 ( BA) 高 三 尺 , H AKEP), 入 下 股 (AE ) 四 尺 五 寸 。 望 白 
A, AN FRCAD) = RET. Mik BH (B’A’'C) FE, 其间 
(AA'“) 相 去 四 尺 。 更 从 句 端 (B’) 斜 望 水 岸 (F), 入 上 股 (A'E”) 
四 尺 。 以 望 白 石 (G), 入 上 山 (A'D') 二 尺 二 寸 。 间 水 深 几 何 ? 
术 日 : 
置 望 水 上 、 下 股 , Fook, RUA ERA ES, LWA, 
下 股 相 减 , 余 以 乘 望 水 上 股 为 下 率 。 两 率 相 减 , 余 以 乘 矩 间 为 
实 。 以 二 差 相 乘 为 法 。 实 如 法 而 一 ,得 水 深 。 
望 渊 公式 : 
[Se a 
( 涓 水 下 上 股 一 望 水 上 股 ) x CEA TR? ~ 望 石上 股 ) 
其 中 上 率 = 望 石上 股 x( 望 水 下 股 -- 望 水 上 股 )， 
下 率 = 望 水 上 股 x( 望 石 下 股 一 望 石上 股 )。 
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证 ”如 图 11( 望 渊 图 ), FH AK, AH ARS, Al AG 
R, FG 为 水 深 。 今 视 GI HRE, GABE, W AT HER, 故 
依 望 谷 公式 ,有 
OR aE TR ae Ee o 
Mtl FH 为 深谷 , 下 为 从 
Ko RI AH ABR, 故 依 望 谷 公 
式 , 有 
岸 高 
_ __ Ale] x BK ER 
BAK FR- ok ER 
一 人 句 高 。 
因 
KR = TR — ARS, 
故 将 上 两 式 相 减 , 即 得 所 求 望 湖 


公式 。 


【 八 】 BF 

今 有 登山 望 津 (FG ), 津 在 山 
Mo (HE CBAC) 出 上 , 令 句 高 图 11 
(BA) ~-E=R. Maan ( B) Rt 
望 津 南岸 (下 ), 入 下 股 (4AD) 二 丈 三 尺 一 寸 。 又 望 津 北岸 (CG )， 
ABT BK HEC DE)—- SAY. Bea, EWA AH) SD +S 
A, FÆCA H) Ate TERE ( B’A‘C’) WE, ÆA AmB ) 
at EP CF), A ERC AD’) = ESR. M CFG) JL? 

AB: 

以 句 高 乘 下 股 .如 上 股 而 一 ,所 得 以 句 帘 减 之 , 余 为 法 。 置 
北 行 以 句 高 乘 之 ,如 上 股 而 一 ,所 得 以 减 上 登 。 余 以 乘 入 股 里 为 
实 。 实 如 法 而 一 , 即 得 津 广 。 


4 
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APAR: 
入 股 里 x be - ae 
Ti -名 高 
证 将 图 12( 望 津 图 ) 52 
松 图 相 比 较 , 视 FG 为 松 生 山 
GN E, CA 5 KJ AAA. 
由 松 高 公式 ,得 


松 高 = SER + 入 表 


-AR x (HAS + 表 间 ) 
相 多 : 


式 中 松 高 = FG 即 津 广 , As = 
DE 即 入 股 里 , 表 间 = AJ. 


津 广 


pra 
相 多 = MJ- AB=MJ-*] 
高 。 7 
HE +R =M +A 一句 高 p 
= LH 一句 高 
= A’H - B’L 
= FĶ- B'L, 
故 上 和 式 变 为 


ve pe ARE x CES — B’L) 
a M- AA 。 
今 从 句 股 相似 形 B'LM 45 B’A’D, 78 
g = MLS B'A’ _ 4HxBA 北 行 x 句 高 
D'A’ D'A’ i EKR o 
又 从 铝 股 相似 形 MJI 与 BA“ ,得 
MJ = VBA _ ADX BA’ _ FRX We 
AD’ AD ERE G 
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以 之 代入 上 津 广 公式 , 即 得 所 求 望 津 公式 。 


(AL) he 

今 有 登山 (AL ) 临 邑 (HI JK), BW. (2A CBAC) 山 
上 , 令 句 高 (BA) 三 尺 五 寸 。 令 句 端 (B) 与 色 东 南 隅 (J) 及 东北 
隅 (K ) 参 相 直 。 从 句 端 (B) 遥 望 东北 隅 (K), 入 下 股 (AE) 一 天 
二 尺 。 又 施 横 句 (EF) 于 入 股 之 会 (E), AZAB) Pee 
(H), 入 横 句 (EG ) 五 尺 。 望 东南 阳 (J), 入 下 股 (AD) 一 丈 八 . 
Ro Mik (B’A’C)FE, SEEC) BMW 
句 端 (B') 望 东南 隅 (J ), AEE D -EERAT. FSS 
(HK). (JK ) 各 几何 ? 

AB: 

以 句 高 乘 东 南阳 入 下 股 如 上 股 而 一 。 所 得 , 减 句 高 , 余 为 
法 。 以 东北 隅 下 股 减 东南 隅 下 股 , RE Ae, MMMM 
一 ,得 邑 南 北 长 也 。 求 邑 广 ,以 入 横 句 乘 扎 间 为 实 。 实 如 法 而 
一 , 即 得 邑 东 西 广 。 

临 邑 公式 : 


E >< (东南 下 股 一 东北 下 股 ) 
BRC = RB ERBX A 
ER 


aj X fs 
BRE = ae TRAE pg 
ERK 
证 先 将 图 13( 临 邑 图 ) 与 望 松 图 相 比 较 , 视 邑 南 北 长 JK 

为 松 生 于 山 KL 上 ,又 视 DA 为 表 , 从 B 点 遥望 , 则 

入 表 = DE = AD — AE = 东南 下 股 一 东北 下 股 ， 

表 去 山 = AL, 

前 表 却 行 =AB = 句 高 。 
依 松 高 辅助 公式 ,有 
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= RRUAR _( 表 去 山 + 前 表 却 行 ) x 入 表 
BN 一 ze Z= + 入 表 oT 前 表 却 行 


adik -BL (东南 下 股 - 东北 下 股 ) 


a 高 
次 将 图 13 与 望 谷 图 相 比 较 , 视 JL WE, AL AR. WAR 
= AL, jm = AB。 故 依 望 谷 公式 , 有 


BL = 谷 深 + A = Far eA EE 


以 此 代入 前 式 , 即 得 所 求 邑 长 公式 。 
其 次 ,在 句 股 相似 形 BHK 与 BGE 中 ， 
HK = BARES, GE = ARA, WE 
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_ BK x 入 横 句 
G&A PS = BE O 


又 由 句 股 相似 形 BKL 与 BEA ,得 


BK _BL_ BL 
BE BA ”名 高 


故 得 
邑 东西 广 = BEXAR a aa 
A) rey 


将 BL 依 前 式 代 入 , 即 得 所 求 邑 广 公式 。 
附 K 


利 玛 窦 口译 徐光启 笔 受 的 《测量 法 义 ) 第 10 题 以 表 测 高 以 
及 徐光启 《测量 异同 ) 第 四 题 以 重 表 兼 测 无 远 之 高 无 高 之 还 , HK 
质 上 即 《 海 岛 算 经 ) 的 望海 岛 第 一 题 ,只 是 添上 了 人 高 而 已 ,图 
14 甲乙 为 欲 测 之 高 , FELT AWK, 丑 子 、 己 成为 人 , ABZ 
证 照 录 如 下 


Z 


图 14 i 
论 日 , MRIS SRA RET REA, HAERERE 
或 己 丑 与 庚 甲 。 何 者 。 已 辛 与 辛 丁 既 知 己 庚 与 康 甲 [五 卷 四 ]， 
EZ, CSOKRA] SAPELE Et], KEHA SH. 
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RGSS URSA RSET SRA LETS 
HKS], NOY eRacCRAeARa OS RRC oN, [op 
SHR SK), 与 己 庚 所 截取 之 丑 庚 也 , 则 己 辛 全 与 己 庚 全 亦 若 
己 注 分 余 之 卯 位 与 己 庚 分 余 之 已 丑 也 [五 卷 十 九 ], 前 已 论 己 辛 
SEREF SRP NF SCARAST SRA. Ez, 
BY PY ile ON ae Se BCE TAB RS TKR CORSA. Æ 
却 后 而 得 王子 , 则 反 上 论 之 。 


后 it 


本 文 写成 后 重读 李 继 闵 同志 的 《从 句 股 比率 论 到 重 差 术 》， 
李 文 提 出 对 重 差 一 词 的 解释 以 及 我 国 古 代 测 望 理论 “出 入 相 补 ” 
一 “相似 句 股 理论 "一 > 一 重 差 术 的 发 展 过 程 , 论证 令 人 信服 。 
但 阁 仅 用 比例 重 差 来 证 明 , 则 海岛 图 不 应 再 添 许多 线段 以 补 成 
寿 干 长 方形 ,这 显 与 杨辉 .李江 所 见 的 旧 海 岛 图 不 同 , 一 个 可 能 
是 杨 李 所 见 的 旧 图 并 非 刘 徽 所 用 的 重 差 图 。 可 惜 刘 徽 的 《 重 差 
图 说 ) 已 经 失传 ,难以 印证 。 不 论 如 何 , 这 些 证 明 在 细节 上 略 有 
出 入 ,基本 上 都 体现 了 我 国 古代 几何 学 的 固有 特色 ,与 以 平行 线 
等 作为 中 心 概念 的 欧 几 里 得 几何 体系 异 其 情趣 , 这 应 该 是 肯定 
的 。 
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出 入 相 补 原理 


我 国 古代 几何 学 不 仅 有 悠久 的 历史 ， 丰 富 的 内 容 ， 重 大 的 
成 就 ， 而 且 有 一 个 具有 我 国 自己 的 独特 风格 的 体系 ， 和 西方 的 
欧 几 里 得 体系 不 同 。 这 一 几何 体系 的 全 貌 还 有 待 于 发 所 清理 ， 
本 文 仅 就 出 入 相 补 原理 这 一 局 部 方面 ， 就 所 知 提出 几 点 ， 主 要 
根据 是 流传 至 今 的 以 下 各 经 典 著作 : 

GARAZ) (AP AW), 

(LEHR) (简称 《 九 章 》)， 

刘 徽 《 九 章 算术 注 》( 简 称 《 刘 注 》)， 

(海岛 算 经 》 (简称 《海岛 》)， 

KR (ARR) 和 《 句 股 圆 方 图 说 》 《简称 《日 高 说 》 
和 《 句 股 说 )。 

田亩 丈量 和 天 文 观测 是 我 国 几 何 学 的 主要 起 源 ， 这 和 外 国 
没有 什么 不 同 ， 二 者 导致 面积 问题 和 勾 股 测量 问题 。 稍 后 的 计 
算 容器 容积 、 土 建 工程 又 导致 体积 问题 。 我 国 古代 几何 学 的 特 
色 之 一 是 ， 依 据 这 些 方面 的 经 验 成 果 ， 总 结 提高 成 一 个 简单 明 
白 的 一 般 原 理 一 一 出 入 相 补 原理 ， 并 且 把 它 应 用 到 形形色色 多 
种 多 样 的 不 同 问题 上 去 。 以 下 将 列举 这 些 不 同 的 应 用 。 


* 本 文摘 自 《 中 国 古 代 科 技 成 就 )， 中 国 青 年 出 版 社 ，1978 年 。 
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一 、 简 单 应 用 和 比例 理论 


所 谓 出 入 相 补 原理 ， 用 现代 语言 来 说 ， 就 是 指 这 样 的 明显 
事实 : 一 个 平面 图 形 从 一 处 移 置 
他 处 ， 面 积 不 变 。 又 车 把 图 形 分 ee S“ te 
割 成 若干 块 ， 那 么 各 部 分 面积 的 
和 等 于 原来 图 形 的 面积 ， 因 而 图 
形 移 置 前 后 诸 面 积 间 的 和 、 差 有 
简单 的 相等 关系 。 立 体 的 情形 也 
是 这 样 。 

应 用 这 一 原理 ， 容 易 得 出 三 图 1 
角形 面积 等 于 高 底 相 乘积 的 一 半 这 一 通常 公式 ， 由 此 以 定 任意 
多 角形 的 面积 。 作 为 另 一 简单 实例 ， 可 以 观察 图 1， 如 果 看 作 
{EA ACD 移 置 人 ACB Kb, RHEL. USBI, E, FB 
末 依 出 入 相 补 原理 ， 有 

M=—M, —@PC=ORC, =e ( 指 面积 相等 ) 

由 此 得 

OP x OS = OR x OQ, PQ Xx QC= RB xX BC, ~ 
因而 AR:OQ=OR:CQ, AB:OQ=BC:QC, © 
就 是 相似 勾 股 形 ARO 和 OQC、ABC 和 OQC 的 相应 勾 股 成 比 
例 。 并 且 可 以 导出 其 他 相应 部 分 的 比例 关系 。 

以 上 这 些 极 简单 的 结果 虽然 没有 在 《 九 章 》 中 明确 说 出 ， 
但 是 《 九 章 》 中 曾经 多 处 用 这 些 关系 来 解决 各 种 具体 问题 ， 参 
看 《 刘 注 》。 
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二 、 测 望 术 和 重 差 理论 


E CH) +, BOA AAW PORE enor, Ast 
是 

日 高 = 2B OREE + 表 高 。 
如 图 2， 其 中 A ZA, BI 是 地 平面 ，ED、GF 是 先后 两 表 ， 
DH 和 FI 是 日 影 。 (海岛 》 改 测 日 的 高 为 测 海岛 的 高 ， 同 图 
AB 8%, H, I 是 人 目 望 岛 顶 和 两 表 上 端 相 参合 的 地 方 ， 
于 是 日 高 公式 成 为 ; 

岛 高 = ZEEE + 表 高 。 
刘 征 证 明和 所 用 的 图 都 已 经 失传 ， 但 是 据 现存 《日 高 说 》 和 残 
图 以 及 其 他 佐证 ， 原 证 当 大 致 如 下 : 
由 出 入 相 补 原理 ， 得 


JG =CIGB, (1) 
| (IKE = ©EB, (2) 
相 减 得 MjJG-OKE= GD, 
所 以 (FI - DH) x AC=EDxDF, 


Rp 表 目 距 的 差 x ( 岛 高 一 表 高 ) = 表 高 xX 表 距 。 
这 就 得 到 上 述 公式 
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按 〈 海 鸟 〉》 共 九 题 都 属 测 望 之 类 ， 所 得 公式 分 母 上 都 有 两 
测 的 差 , * 重 差 这 一 名 称 可 能 由 此 而 来 ， 其 余 八 题 公 式 都 可 依 出 
入 相 补 原理 用 和 上 面 类 似 的 方法 证 明 ， 从 略 。 

TRAR 《四 元 玉 鉴 》 中 有 和 《海岛 》 完 全 类 似 的 几 个 
题 ， 朱 世 杰 对 这 些 题 的 解法 应 该 有 古代 相传 下 来 的 一 定 来 历 。 
依照 朱 对 海岛 一 题 的 解法 ， 我 们 认为 原 证 比 上 面 所 示 的 可 能 稍 
复杂 一 些 。 如 图 3， 现 在 重 作 证 明 如 下 : 

由 出 入 相 补 原理 ， 除 (1)、(2) 外 ， 又 有 

HIPO = GGD, (3) 
由 G) (2). G3), 4% 

JN =QEB = OKE, 

所 以 IM = DH, (4) 
FM = FI - IM = FI - DH = # BEN #. 


由 (3) 式 就 得 到 海岛 公式 。 

如 果 依 照 欧 几 里 得 几何 和 体系 的 习惯 证 法 ， 那 就 自然 应 该 添 
一 平行 线 GM /AH， 如 图 4， 再 利用 相似 三 角形 和 比例 理论 
作证 。 清 代 李 江 以 及 近代 中 外 数学 史家 大 都 依 这 法 补 作 海 岛 公 
式 证 明 ， 这 当然 不 是 刘 微 的 原意 ， 也 和 我国 上 古代 几 何 传统 相 违 
背 。 注 意 作 平 行 线 的 时 候 ， 应 有 FM = PDH， 和 前 面 (4) x 
相 比 ，M AIM 的 位 置 完 全 不 同 。 
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图 4 

明 末 利 玛 灾 来 我 国 ， 他 的 主要 学 术 工 作 之 一 是 介绍 欧 几 里 
得 几何 体系 。 他 曾 口 授 《测量 法 义 》 一 书 ， 其 中 载 有 和 海岛 题 
完全 类 似 的 一 题 。 在 他 所 作 的 证 明 中 ， 需 要 在 FI 上 取 一 点 M 
使 (4) 式 成 立 ， 再 用 比例 理论 作证 ， 如 图 4。 按 常理 来 说 ， 
利 玛 赛 应 该 作 平行 线 而 取 M ， 使 得 FM = DH， 但 是 他 一 反 
欧 几 里 得 惯例 ， 而 和 我 国 古 代 传 统 不 谋 而 合 ， 颇 使 人 迷惑 不 
解 。 现 在 提出 这 一 问题 ， 和 希望 大 家 共同 探讨 。 


=. ARH 


E O8 D> mM (OLE) F, MCAMARABH ST AREY 
一 般 形 式 : A + ARO = 强 "?。 虽 然 原 证 不 传 ， 但 是 据 《 句 股 说 》 
以 及 《 刘 注 》， 都 依 出 入 相 补 原理 证 明 ， 并 且 有 遗留 到 现在 可 
Wi FASE VETER SERA, KILI Be, JRE AK 
F: 如 图 5， 勾 股 形 是 ABC, BCDE #407, EFGH 是 股 方 ， 
把 二 者 的 和 DB CF GH 的 人 BDI 移 到 个 ABC， 公 GHI 移 到 
全 AFG， 就 得 到 ABIG = 获 方 *， 由 此 得 到 勾 股 定理 。 

欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 色 股 定理 的 证 明 如 图 6 所 示 ， 其 
中 要 先 证 有 关 三 角形 全 等 形 以 及 三 角形 面积 的 一 些 定理 ， 为 此 
要 做 不 少 准备 工作 ， 因 而 在 《几何 原本 》 中 直到 卷 一 之 末 出 现 
这 一 定理 ， 而 在 整个 《几何 原本 》 中 几乎 没有 用 到 。 而 在 我 
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EH, AREHE COLE) 中 已 经 有 多 种 多 样 的 应 用 ， 成 为 两 干 
来 年 数学 发 展 的 一 个 重要 出 发 点 ， 参 阅 以 下 各 节 和 文 末 附 表 。 
在 东西 方 的 古代 几何 体系 中 ， 勾 股 定理 所 占 的 地 位 是 颇 不 相同 
的 。 


图 5 图 6 
四 、 勾 、 股 、 蓄 及 其 和 差 互 求 


勾 、 股 、 弦 和 它们 之 和 间 的 和 差 共 九 个 数 ， 只 须知 道 其 中 的 
两 个 就 可 以 求 得 其 他 几 个 。 除 勾 、 股 、 弦 互 求 就 是 开平 方 之 
外 ,，《 九 章 》 勺 股 章 中 有 不 少 这 方面 的 问题 。 

1. 知 股 弦 差 、 勾 ， 求 股 、 弦 (五 题 )。 

2. 知 勾 股 差 、 弦 ， 求 勺 、 股 〈 一 题 )。 

3. 知 股 弦 差 、 勾 弦 差 ， 求 勾 、 股 ， 弱 〈 一 题 )。 

4. WASZA A, SRA. GK (一 题 )。 
ee ha nn 
《 刘 注 》 还 给 出 了 证 明 ， 公 式 的 来 历 和 证 明 的 方法 都 依据 出 入 
相 补 原理 ， 有 的 也 用 比例 原理 作 别 证 。 试 以 勾 股 章 第 十 三 折 竹 
题 为 例 。 题 设 竹 高 已 知 ， 竹 在 某 处 折断 ， 人 竹 梢 着 地 ， 者 地 处 和 
竹 根 距离 也 已 知 。 求 折断 处 的 高 度 ， 如 图 7。 如 果 以 看 地 处 和 
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. (A 8， 其 中 正方 形 ABCP 和 和 


竹 根 的 距离 作为 勾 ， 就 是 从 股 弦 和 、 勾 求 股 的 问题 ，《 九 章 》 
原文 给 出 的 公式 是 


TT 


折 竹 处 


竹 根 tri 

图 7 
股 弦 差 = 句 */ 股 弦 和 和 ， 
(XANES XA T AAR: 
股 二 股 弦 和 ?一 句 ? 
2X 股 弦 和 ° 


为 了 证 明 前 一 公式 ， 可 以 考 


AEFC 的 边 各 是 勾 股 形 的 弦 和 
eo fk 4) Ae we FE HH OR 
EBCDC'F 的 面积 应 该 等 于 人 勾 ?。 图 9 
RATES FD 如 图 移 到 中 CH， 那 末 依 出 入 相 补 原理 ， 呈 BH 
MMR eA, ME MWK AAI. RZ, MG Sb 
的 前 一 公式 。 

男 一 公式 的 刘 微 证 明 也 相 类 似 。 试 考察 图 9， 其 中 右 下 角 
曲 尺 部 分 面积 依 勾 股 定理 等 于 勾 *?， 所 以 粗 黑 线 围 成 部 分 等 于 
股 弦 和 “*- 勾 *。 把 长 方形 工 移 到 正 ， 依 出 入 相 补 原理 ， 这 一 面 
积 是 斜 线 部 分 的 两 倍 ， 就 是 2x 股 x 股 弦 和 ， 由 此 就 得 到 另 一 
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E, ALEAR 


Rium 《 数 书 九 章 》 中 有 一 题 是 已 知 不 等 边 三 角形 田地 三 
边 的 长 〈 称 大 斜 、 中 斜 、 小 斜 ， 以 下 简 记 为 大 、 中 、 小 )， 求 
田地 面积 。 秦 九 韶 的 解法 相当 于 下 面 的 一 般 公 式 : 


面积 := 于 [小 大?- (E, 


秦 的 公式 来 历 不 明 证 明 也 失传 
Ta 
现在 补 作 一 证 如 下 : 

EK RE WY ti at Ke Ph BS A PHS 
Sy, TEA ARIE RAMS, mA 
10。 由 于 《 九 章 》 已 给 出 三 角形 面 
积 等 于 1/2Xx 高 Xx 大 ， 所 以 问题 归 
结 为 怎样 求 高 ， 或 怎样 求 股 。 由 于 图 10 

ALEXA = 大 ， 
4? = 3%? — AR? = 中 ?一 小 ?， 

所 以 问题 归结 为 怎样 从 股 统 和 、 色 求 股 。 依 上 节 的 刘 徽 公式 ， 


得 


p RZA -At - 大 -- (中 ?一 Jj?) 
2x 大 ? 


2X 股 强 和 
高 ? = 小 2 — 股 2 = 小 2 — (>= te 中 ? js 
由 此 就 得 到 秦 的 公式 。 


按 秦 公式 的 形式 十 分 古怪 ， 当 是 依 某 种 思路 自然 引导 到 这 
一 形式 的 。 上 面 的 证 法 颇 为 自然 ， 也 符合 我 国 古 代 几 何 的 传统 
特色 ， 说 它 是 原 证 ， 也 是 不 无 可 能 的 。 
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在 西方 有 所 谓 海伦 公式 (ab、\c 是 三 角形 三 边 的 长 ) :三 角 
wim B= 4 Vator cbc acta- blatb- c), iX 
一 公式 形式 十 分 漂亮 。 正 因为 这 样 ， 如 果 已 知 海伦 公式 而 再 来 
推出 秦 的 公式 ， 将 是 不 可 思议 的 ， 相 反 ， 从 秦 的 公式 化 简 成 海 
伦 的 公式 ， 乃 是 比较 自然 的 发 展 。 

据 此 我 们 至 少 可 以 断言 ， 秦 的 公式 是 独立 于 海伦 公式 而 得 
来 的 。 

关于 海伦 的 生平 ， 从 公元 前 2 世纪 到 公元 后 10 世纪 以 后 ， 
数学 史家 聚 讼 纷 颖 。 至 于 海伦 留 传 到 现在 的 著作 ， 历 代 都 重新 
编纂 过 ， 有 所 增 改 ， 已 经 不 是 本 来 面目 。 这 是 熟悉 希腊 数学 史 
的 应 于 澄清 的 事 ， 这 里 就 不 考虑 了 。 


Pi. Te CRE Ht 


从 勾 、 股 求 弦 ， 先 把 勾 、 股 平方 后 相 加 ， 再 开平 方 就 得 
弦 。 因 而 义 股 定理 的 应 用 自然 导致 开平 方 的 问题 。 事 实 上 ， 
(4) 中 已 经 给 出 了 若干 具体 数目 的 平方 根 ， 而 在 《 九 章 》 
中 ， 更 详细 说 明了 开平 方 的 具体 方法 和 步骤 。 这 一 -方法 的 根据 
是 几何 的 ， 就 是 出 入 相 补 原理 。 试 以 求 55225 的 平方 根 为 例 。 
这 相当 于 已 知 正 方形 ABCD 的 面积 是 55225， 求 边 AB 的 长 ， 
如 图 11。 按 我 国 记 数 用 十 进位 位 值 制 ， 因 AB 显然 是 一 个 百 
位 数 ， 所 以 求 AB 的 方法 就 是 依次 求 出 百 位 数字 、 十 位 数字 和 
个 位 数字 。 先 估计 C (AE) PA N” F) 百 位 数字 用 2, 
因而 在 AB 上 截取 AE = 200， 并 且 作 正方 形 AEFG， 它 的 边 
EF 的 两 倍 称 为 “ 定 法 ”。 把 AEFG 从 ABCD 中 除去 ， 所 余 曲 
RIG EBCDGF 的 面积 是 55225 — 2007 = 15225。 其 次 估计 十 位 
数字 是 3， 在 EB 上 截取 EH= 30， 并 且 补 成 正方 形 AHIJ。 从 
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AEFG 所 增加 的 曲 尺 形 EHIJGF 可 以 分 解 成 三 部 分 : FH, 
OFJ, OFI, MERKE 30x EF, 30x FG，30*， 其 中 EF 
= FG = 200， 所 以 从 ABCD 中 除去 AHIL, Miah R EÉ 
HBCDJI 的 面积 是 
15225 — (2 x 30 x 200 + 307) = 2325。 
现在 再 估计 个 位 数字 是 5， 在 HB ERR HK =5S， 并 补 作 正方 
Æ AKLM， 从 ABCD 中 除去 后 所 余 曲 尺 形 面 积 ， 和 前 同 法 应 
该 是 
2325 — (2 x 5x230+52)=0。 

由 此 知 K 和 B 重合 ， 而 55225 的 平方 根 恰 好 是 235。 

求 立 方 根 的 方法 和 步骤 和 这 相似 ， 但 是 要 把 一 立方 体 逐 步 
进行 分 解 ， 比 平方 根 求法 稍 复杂 ， 所 依据 的 仍 是 出 入 相 补 原 
H, RE COLE) 中 也 有 详细 叙述 。 


D 一 M CEL 
I 


A EH 
图 11 
我 国 开平 立方 法 来 源 很 十 ， 它 的 几何 本 质 十 分 清晰 ， 而 且 
从 方法 上 可 以 看 出 我 国 独 有 而 世界 古代 其 他 民族 所 无 的 位 值 制 
记 数 法 的 高 度 优 越 性 。 不 仅 这 样 ， 至 迟到 11 世纪 中 时， 我 国 
就 已 经 把 开平 立方 法 推广 到 开 任 何 高 次 客 ， 就 是 所 谓 “ 增 乘 开 
方法 "， 并 且 出 现 了 有 关 的 二 项 式 定理 系数 表 ， 就 是 所 谓 “ 开 
方 作 法 本 源 图 ”。 从 这 一 方法 的 几何 渊源 看 来 ， 如 果 说 当时 的 
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我 国 数学 家 已 经 有 高 维 方 体 和 高 维 几 何 的 稚 影 ， 似 乎 不 是 全 无 
根据 的 。 


七 、 解 二 次 方程 


在 开平 方 的 过 程 中 ， 曾 经 出 现象 图 8 中 黑 线 部 分 那样 的 图 
形 ， 其 中 2 x EF PEK. FPA ERG AE 后 ， 其 次 几 步 在 
于 从 曲 尺 形 EBCDC'F 的 已 知 面积 求 得 EB。 现 在 把 号 DF 移 到 
ICH, ARIK hH AF +R, COBH EREA, HE Sho BH 
的 两 边 EH 和 EB 的 差 就 是 定 法 2x EF， 也 有 已 知 数值 。 因 而 
求 EB 的 问题 可 以 转化 为 下 面 的 问题 : 

(A) 已 知 一 长 方形 (OBA) HMR, KAŽ, KKA. 

反 过 来 ， 这 一 问题 的 解法 ， 可 依 开平 方 中 第 二 步 以 下 的 方 
法 求 得 ， 称 为 “ 开 带 从 平方 "”。 自 《 九 章 》 以 来 用 下 面 的 语句 
来 表达 : 

(B) 以 (长 方形 面积 ) AR, (KERZ) 为 从 法 ， 开 方 除 
之 ， 得 (了 阅 )”。 

以 上 “从 法 ”一 名 ， 当 来 目 开平 方 过 程 中 的 “ 定 法 ”,“ 开 
方 ” 一 词 也 说 明了 它 的 来 历 。 

下 面 的 例 取 自 《 九 章 》， 如 图 12。 图 中 ABCD 是 一 方 城 ， 
出 北 门 北 行 若 干 步 到 G 有 木 ， 出 南 门 南 行 若干 步 到 FF 再 西行 
若干 步 到 瓦 ， 恰 可 望 见 木 G， 问 题 是 求 方 城 每 边 的 长 。 据 
(XE) 的 方法 是 依 出 入 相 补 原理 得 喇 E] = 2-7 EG = 2 号 KG = 
2x 北 步 x PEA. MOE) 的 长 阔 差 是 南 步 + 北 步 。 所 以 解法 是 
以 2x 北 步 x 西 步 为 实 ， 以 南 步 + 北 步 为 从 法 ， 开 平方 除 之 ， 
得 ET， 也 就 是 方 城 边 长 。 

不 仅 应 用 开平 方法 可 得 问题 CA) 的 数值 解 ， 而 且 应 用 出 
入 相 补 原理 ， 还 可 以 求 得 解答 的 精确 表达 式 。 如 果 以 长 方形 的 
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MAA, KAR, ABA (A) AMT: 


图 12 图 13 


(C) BRIAR. AR, RAL Bo 

Wis BARRE 13。 图 中 大 小 两 正方 形 的 边 长 
SERA, AR, AUB 

AURA? =4 ARR + 勾 股 差 ?。 

由 此 得 色 股 和 , AMSA AR. REBT WA RA ARBOR GE 
AAR, 这 一 方法 可 以 参阅 《 勾 股 说 ) 的 末 一 命题 。 

宋 元 时 期 明确 引入 了 未 知 数 的 概念 。 如 果 以 zx (当时 称 为 
天 元 一 ) RKAEM, ARAM BM (A) 相当 于 解 一 个 二 次 方程 

xr? taxr=b, 

其 中 a 相当 于 从 法 ，8 相当 于 实 。 所 以 在 古代 实质 上 已 经 给 出 
了 这 一 形式 二 次 方程 (ce、8 都 是 正 数 ) 的 近似 解 和 精确 解 ， 
前 者 在 宋 元 时 期 发 展 为 求 任 意 高 次 方程 的 数值 解法 ， 后 者 昌文 
献 散 佚 不 可 查考 ， 但 是 据 唐 初 王 孝 通 的 著作 以 及 史书 关于 祖 冲 
之 引述 看 来 ， 不 能 排除 我 国 曾经 对 三 次 方程 用 几何 方法 求 得 精 
确 表 达 式 的 可 能 性 。 参 阅 钱 宝玉 《中 国 数学 史 》 关 于 祖冲之 开 
žE, MAZE. 

在 其 它 各 国 ，9 世纪 花 刺 子 摸 的 代数 学 名 著 中 列举 了 各 种 
类 型 二 次 方程 的 精确 解法 ， 它 的 方法 是 几何 的 ， 它 的 精神 实质 
和 出 入 相 补 原理 颇 相 类 似 。16 世纪 意大利 数学 家 关于 三 次 方 
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程 解法 ， 也 完全 是 几何 的 。 
八 、 体 积 理 论 和 刘 徽 原理 


如 果 规 定 长 方形 的 面积 是 长 阔 的 积 ， 那 末 依 据 出 入 相 补 原 
F, ARRE: 

(1) 三 角形 面积 = 方 X 高 x 底 。 

由 此 可 以 完全 更 定 平面 多 角形 的 面积 理论 。 但 是 在 空间 情 
形 ， 如 果 规定 长 方 体 的 体积 是 长 、 广 、 深 的 积 ， 是 否 依据 出 入 
相 补 原理 ， 可 以 推 得 


(2) 四 面体 体积 = 亏 X 高 x 底面 面积 ， 


由 此 以 建立 多 面体 的 体积 理论 ， 就 不 是 那 末 明显 而 是 极为 困难 
的 问题 。 欧 洲 直 到 19 世纪 末 ， 才 把 它 作 为 一 个 难题 明确 地 提 
出 来 。1900 年 希 尔 伯 特 在 国际 数学 会 上 所 作 著 名 讲演 中 ， 把 
体积 理论 列 为 23 个 问题 之 一 。 这 一 问题 立即 为 德 恩 所 解决 ， 
答案 是 否定 的 : 两 个 多 面体 要 分 割 成 彼此 重合 的 奉 于 多 面体 ， 
必须 满足 某 些 条 件 ， 通 称 德 恩 条 件 。 自 此 以 后 直到 1965 年 ， 
一 位 瑞士 数学 家 西 德 勒 才 证 明了 德 恩 条件 也 是 充分 的 。 但 是 问 
题 决 不 能 认为 已 经 彻底 解决 。 从 希 尔 伯 特 直 到 上 晚近， 多 面体 体 
积 理 论 仍 不 断 成 为 一 些 知名 数学 家 讨论 的 课题 。 德 恩 条 件 叙 述 
复杂 ， 也 难以 认为 是 合宜 的 最 后 形式 。 

在 这 种 情势 下 ， 看 看 中 国 古 代 对 这 一 问题 的 处 理 方式 是 不 
无 有 启发 性 的 。 

CLE) 以 至 《 刘 注 》 解 决 体积 问题 的 出 发 点 是 把 一 般 的 
多 面体 分 解 为 一 些 基 本 的 立体 。 先 把 一 长 方 体 斜 训 为 二 ， 如 图 
14 (1), PS, mE 14 (2)， 再 把 墙 铂 斜 剖 为 二 ， 一 个 
是 阳 马 ， 如 图 15 (1), -TE RA. WA 15 (2), HR 
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的 特征 是 AB 和 平面 BFG #H, FG 和 平面 ABF HB. AT 
任 一 多 面体 可 以 分 割 为 四 面体 ， 而 任 一 四 面体 可 以 分 割 为 6 个 
ie, WA 16， 所 以 问题 归结 为 求 警 且 CURBS) 的 体积 。 
(XBR TS, REAPS. BEA, “ 功 实 之 主 也 ”。 


B 
L i 
A A 
G G 
E H 
a) E H 
(2) 
图 14 
A B 
Ds to, 
Í TN 
E H G 
(1) (2) 


图 15 

其 次 的 问题 是 怎样 求 得 阳 马 和 警 且 的 体积 。 如 果 长 方 体 成 
AK, BAAR AEH BAAR BRT. xR 
了 长 篇 的 分 析 ， 得 出 结论 是 : 这 个 论断 普遍 成 立 ， 用 刘 的 原 话 
E: “HSB, BRB, FAS.” 我们 把 它 称 为 

刘 微 原理 BAKA, GASP BHAA te 
是 二 比 一 。 

从 这 一 原理 容易 得 到 和 警 鼎 和 阳 马 的 体积 公式 。 由 此 又 容易 
得 到 (2) 式 ， 因 而 整个 多 面体 的 体积 理论 可 葛 基 于 刘 微 以 及 
出 入 相 补 这 两 个 原理 之 上 。 
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4] 16 


刘 徽 对 自己 原理 有 详细 的 分 析 说 明 ， 实 际 上 就 是 这 一 原理 
的 证 明 。 遗 憾 的 是 因为 年 代 久 迁 ， 文 字 有 错误 脱落 ， 已 经 难以 
索 解 ， 但 是 无 疑 是 一 极限 过 程 的 证 法 。 把 这 一 段 彻底 弄 清 ， 将 
是 一 件 很 有 意义 的 工作 " 。 按 希 尔 伯 特 和 他 的 后 继 者 们 的 研究 
指出 ， 体 积 理论 和 面积 理论 不 同 ， 除 要 有 出 入 相 补 原理 外 ， 必 
须 辅 以 连续 一 类 公理 。 也 有 人 “【〈 例 如 沙 顿 诺 斯 基 ，1903 年 ) 
提出 排除 连续 公理 ， 直 接应 用 (2〉 式 作为 建立 体积 理论 的 基 
础 。 但 是 这 样 就 要 先 证 明 (2》 式 中 高 和 底面 积 的 乘积 凡 四 都 
彼此 相等 ， 这 既 不 明显 也 不 简单 ， 似 不 如 刘 徽 原理 和 出 入 相 补 
原理 的 显 容 自然 。 

总 之 ， 多 面体 的 体积 理论 到 现在 还 余 蕴 未 尽 ， 估 计 中 国 古 
代 几 何 中 的 思想 和 方法 ， 或 许 对 进一步 的 探讨 还 不 无 帮助 。 


Tuy KRAK 


CLE) 中 列举 了 各 种 多 面体 的 体积 ， 依 据 的 就 是 出 入 相 


。 这 一 段 事实 上 早已 弄 清楚 ， 参 阅 近 年 来 丹麦 华 道 安 与 自然 科学 史 研 究 所 部 
春 书 的 一 些 论著 以 及 有 关 论 文 。 
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Fh FE AID ERAR. BLED SERED BRIE (图 17) 为 例 ， 
图 中 ABCD 是 地 面 ， 成 一 梯形 ，CPEF 是 隧道 的 一 端 ， 成 垂 
直 平 面 中 的 梯形 。 整 个 隧道 依 剖 面 UK XP. EG. FH 和 CD 
EAER ERR, U team K, CD, EF. AB 各 称 上 
广 、 下 广 、 末 广 。《 九 章 》 给 出 的 公式 是 : 


羔 除 体积 = 万 《上 广 + 下 广 + 末 广 ) x 深 x 长 。 


《 刘 注 ?的 证 法 是 先 把 鳞 除 分 解 ,如 在 图 17 中 CD > AP > EF 的 
情形 , 分 解 成 一 个 和 至 堵 EFGHLM, Ft) ie AGEL 和 
BFHM, FA) ERK ER ACEG M BDFH, FED. FA SESE. BEG 
公式 和 上 一 节 公 式 (2), 就 得 到 这 一 公式 。 这 一 方法 在 《 九 章 ) 中 
用 来 求 得 例如 和 刍 草 、 和 刍 童 、 盘 池 、 冥 谷 等 多 面体 的 体积 公式 。 
MAK UK 剖面 取 义 除 的 一 半 ， 所 得 JKACE 如 图 18 是 


J M B 


图 17 图 18 
一 斜 截 直 柱 体 , FEF PA RE J TB ES A TTB, 它 
的 体积 是 三 高 平均 值 和 底面 面积 的 积 。 因 由 任意 曲面 所 围 成 的 
也 体 可 以 看 作 近 似 地 由 这 样 的 斜 截 直 柱 体 构 成 ,所 以 据 此 可 以 
得 出 函数 f(x. y) 的 积分 近似 公式 , 犹 之 微 积 分 中 求 曲线 下 面 
积 的 辛普森 积分 近似 公式 。 因 而 羔 除 公式 具有 重要 意义 。 
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在 西方 ， 斜 截 直 柱 体 的 体积 公式 最 早 见 于 1794 年 勒 根 德 
尔 所 著 《几何 原理 》 一 书 ， 因 此 也 称 为 勒 根 德 尔 公 式 。 勒 根 德 
尔 一 书 是 从 欧 几 里 得 《几何 原本 》 以 后 最 早 可 以 代替 《几何 原 
本 》 的 名 著 ， 它 的 有 关公 式 的 证 明 同 样 依据 四 面体 体积 公式 ， 
但 是 它 的 分 解 方法 和 《 刘 注 》 不 同 。 此 外 某 些 多 面体 西方 也 有 
不 同 的 分 解法 和 证 法 ， 不 妨 中 外 参照 ， 加 以 比较 。 


十 、 球 体积 和 祖 蜡 原理 


从 《 九 章 》 到 《 刘 注 》， 我 国 对 多 面体 的 体积 已 经 建立 了 
相当 完整 的 理论 体系 。 但 是 对 于 求 曲 面 围 成 的 立体 ， 特 别 是 球 
的 体积 问题 ， 却 遇 到 了 困难 。 这 一 球体 积 问 题 ， 直到 南北 朝 祖 
HEA Soe RR, AU EEH TEW 

祖 虑 原理 HAR, WERE. 

这 一 原理 在 公元 17 世纪 以 卡 瓦 利 里 原理 的 形式 重 见 于 欧 
洲 ， 成 为 微 积 分 得 以 创立 的 关键 性 的 知识 。 

和 祖 量 关于 球体 积 公 式 的 证 明 见 于 《 九 章 》 的 唐 李 淳 风 注 ， 
论证 极其 详细 清晰 。 证 明 分 三 步 : 

(1) 在 一 立方 体 中 依 两 不 同方 向 作 两 内 切 圆柱 体 ， 它 的 共 


同 部 分 称 “ 牟 合 方 盖 ”。 取 立方 体 的 去 ， 其 中 方 盖 部 分 称 内 棋 ， 
此 外 三 部 分 称 外 棋 。 依 祖 蜡 原 理 可 得 
言 球体 只 :土方 盖 体积 = rigo 


(2) 从 立方 体 的 诗 制 出 一 倒立 的 阳 马 ， 应 用 勾 股 定理 证 得 
三 外 棋 等 高 处 截面 积 的 和 跟 阳 马 同 高 处 的 截面 积 相等 。 

(3) 再 应 用 祖 眶 原理 ， 知 三 外 横 体 积 的 和 跟 阳 马 体积 相 
等 。 
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由 阳 马 的 体积 公式 ,就 可 以 从 上 述 三 步 得 球体 积 公 式 。 

按 牟 合 方 盖 是 刘 微 所 引入 的 , 第 一 步 的 结果 实质 上 也 已 经 
为 刘 微 所 求 得 。 事 实 上 ,在 《4 刘 注 ) 中 ,他 已 经 多 次 应 用 了 祖 蜡 原 
理 来 求 曲 面 围 成 立体 的 体积 ,例如 从 方 堡 堵 求 圆 堡 震 ,从 方 锥 求 
圆锥 , WOT RAS, 都 已 经 使 用 这 方法 。 祖 临 的 功绩 , 不 仅 在 
于 具体 求 出 了 军 合 方 盖 因 而 求 出 球 的 体积 , 更 在 于 把 实际 上 已 
知 并 且 已 经 广泛 应 用 的 实践 经 验 总 结 提高 到 一 般 原 理 的 形式 。 
是 否 应 该 把 祖 蜡 原理 改称 为 刘 祖 原理 ,是 可 以 商讨 的 。 

从 祖上 蛤 原理 可 以 立即 得 出 前 面 讲 到 的 刘 微 原理 ， 因 而 多 面 
体 的 体积 理论 也 可 以 建立 在 出 入 相 补 原理 和 祖 蜡 原理 这 两 个 浅 
显 易 明 的 基本 原理 之 上 。 在 欧洲 ， 直 到 和 希 尔 伯 特 的 《几何 基 
mi) 问世 以 后 ，20 世纪 初 年 ， 才 有 人 (RIB) 考虑 依 卡 
瓦 利 里 原理 以 建立 体积 理论 的 问题 。 


二 一、 其 他 


《 九 章 ) 中 有 丰富 的 几何 学 内 容 , 即使 局 限于 出 入 相 补 原理 ， 
除了 已 经 见于 前 面 的 各 节 的 以 外 ,还 有 一 些 成 果 成 为 我 国 数学 
以 后 发 展 的 重要 出 发 点 。 例 如 所 谓 勾 股 容 圆 问题 , 在 李 治 的 《 测 
圆 海 镜 ? 中 已 经 有 了 很 大 的 发 展 。 又 如 前 面 提 到 过 的 所 谓 方 城 
问题 ,在 秦 九 前 、 李 治 等 著作 中 已 经 把 方 城 改 成 了 圆 城 , 这 是 旧 
有 方法 所 不 能 解 的 。 为 此 宋 元 时 期 创立 了 所 请 天 元 术 一 类 新 的 
理论 和 方法 ,不仅 可 以 用 来 解决 许多 新 问题 ,对 老 的 问题 (所 谓 
古 间 ) 也 提供 了 新 的 有 力 工 具 , 和 老 的 方法 (所 谓 古 法 ) 相 比 可 以 
“省 功 数 倍 ”。 这 些 新 理论 新 方法 的 实质 在 于 几何 的 代数 化 , J5 
是 解析 多 何 的 前 奏 , 也 是 近代 代数 学 的 前 驱 。 

出 入 相 补 、 刘 徽 、 祖 虑 等 一 般 原 理 的 建立 ， 说 明 我 国 古 代 
学 者 具有 高 度 的 抽象 概括 能 力 ， 善 于 在 深入 广泛 的 实践 基础 上 
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往 高 里 提 。 这 些 原理 之 简单 易 明正 可 和 它们 的 应 用 之 广 互相 浴 
映 。 这 是 我 国 古 代数 学 的 一 种 独特 风格 ， 着 重 在 问题 的 解决 以 
及 解决 的 一 般 方 法 和 一 般 原 理 原则 。 同 样 的 风格 也 可 见 之 于 几 
何 的 代数 化 、 位 值 制 记 数 法 等 等 。 这 和 西方 数学 之 偏重 于 概念 
和 概念 之 轩 的 相互 逻辑 关系 ， 是 异 其 旨 趣 的 。 

我 国 数学 经 典 著作 散 佚 的 多 而 保存 的 少 ， 就 象 祖 眶 原理 ， 

只 靠 李 淳 风 一 注 才 得 以 留 传 下 来 。 象 这 一 类 重要 成 果 而 失传 
无 从 考查 的 ， 当 不 在 少数 。 尽 管 如 此 ， 只 从 留 传 至 今 的 典籍 看 
来 ， 我 国 数学 的 生产 实践 方面 的 渊源 和 发 展演 变 的 线索 ， 仍 旧 
很 分 明 ， 参 见 下 面 两 个 附 表 。 


表 本 二 
天 文 一 ~ 高 远 一 > 勾 股 、 重 差 
H aa 入 相 补 原理 
土建 一 ~ 体积 
刘 徽 原理 
祖 虑 原理 
表 二 
义 股 一 ~ 开平 方 一 ~ 开 立 方 一 ~ 开 高 次 宕 
| | 〈( 增 乘 开 方法 ) - 
开 带 从 平方 一 > 开 带 从 立方 
高 次 方程 数值 解 
D (ERFIR) 
天 元 术 一 四 元 术 


几何 代数 化 代数 学 
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《《 九 章 算 术 ) 注 释 》 的 序 


《 九 章 算 术 》 是 我 国 古代 流传 下 来 的 一 部 数学 巨著 ， 不 仅 
指导 着 我 国 数学 的 发 展 达 两 干 余年 之 入， 而 且 对 世界 数学 的 发 
展 也 有 不 可 估量 的 巨大 影响 ， 线 性 联 立 方程 组 的 解法 及 有 关 正 
负数 的 引入 只 其 一 例 而 已 。 我 国 十 代数 学 有 它 目 己 的 体系 与 形 
式 ， 与 西方 之 以 欧 几 里 得 几何 为 代表 的 所 谓 公 理化 体系 者 则 趣 
既 异 ， 途 径 亦 殊 。《 九 章 算术 》 与 《几何 原本 》 东 西 辉 映 ， 无 
疑 是 数学 史上 的 两 大 传世 名 著 ， 也 是 现代 数学 的 两 大 源泉 。 

《 九 章 算术 》 的 刘 徽 注 是 数学 上 的 又 一 伟大 成 就 。 刘 徽 注 
不 仅 提 出 了 丰富 多 来 的 创见 与 发 明 ， 并 以 严密 的 数学 用 语 描 述 
了 有 关 数 学 概念 ， 对 《 九 章 算 术 》 中 的 许多 结论 给 出 了 严格 证 
明 。 他 所 采用 的 证 明 方法 ， 不 仅 有 综合 法 、 分 析 法 ， 而 且 有 时 
还 兼用 反 证 法 。 他 沿袭 我 国 古 代 的 几何 传统 ， 使 之 趋 于 完备 ， 
形成 具有 独特 风格 的 几何 体系 。 刘 徽 的 发 明 、 创 造 对 后 世人 有 
所 启发 ， 即 使 对 于 现今 数学 也 有 不 少 借 鉴 之 处 。 从 对 数学 贡献 
的 角度 来 衡量 ， 刘 徽 应 该 与 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 等 相提并论 。 

遗憾 的 是 ， 像 传 本 《 九 章 算术 》 与 刘 微 注 这 样 的 伟大 著 
作 ， 由 于 古今 文字 过 异 ， 专 门 名 词 与 现代 通用 者 更 大 不 相同 ， 
加 上 文字 简略 ， 用 字 深 奥 ， 使 当代 有 志 者 难于 领略 。 日 尚 恕 同 
志 博 征 详 考 ， 对 全 书 用 现代 通俗 易 懂 的 语言 详 加 注释 ， 既 使 国 
内 外 对 我 国 古 代数 学 有 兴趣 的 人 士 易于 涉猎 了 解 ， 也 使 研究 我 


* 本 文摘 自 4《 九 章 算 术 ) 注 释 )( 白 尚 恕 著 ), 科 学 出 版 社 , 1983 年 。 
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国 古代 数学 的 发 展 及 刘 徽 与 其 他 人 如 李 淳 风 等 的 创见 有 途 可 
备 ， 为 之 称 便 。 这 是 -一 件 十 分 有 意义 的 事 。 为 此 不 揣 冒 昧 ， 谨 
志 数 语 ， 聊 为 此 书 出 版 作 贺 。 
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《《 九 章 算 术 ) AS XA) FF 


《 九 章 算 术 》 是 我 国 数学 方面 流传 至 今 最 早 也 是 最 重要 的 
一 部 经 典 闭 作 。 它 承前启后 ， 一 方面 总 结 了 秦汉 以 前 的 数学 成 
就 ， 另 方面 又 成 为 汉代 以 来 达 两 干 年 之 久 数学 研究 与 创造 的 源 
果 。 特 别 是 三 国 时 期 魏 刘 微 的 《 九 章 注 )， 对 数学 理论 多 所 阅 
R, WHR AL, (MERR) SAR GLEE), A 
发 展 在 历史 上 的 崇高 地 位 ， 足 可 与 古 希 腊 的 《 欧 几 里 得 几何 原 
本 》 东西 辉映 ， 各 具 特 色 。 本 书 汇集 了 19 篇 专题 论文 ， 从 各 
个 角度 对 这 一 部 传世 杰作 进行 研讨 。 在 这 些 论文 之 前 ， 冠 以 
《出 版 小 志 》 一 篇 ， 就 〈 九 章 》 的 成 书 背景 、 内 容 版 本 、 注 释 
校 证 与 对 后 世 的 影响 ， 以 及 最 重要 的 注释 者 刘 征 的 事迹 作 了 概 
括 性 的 介绍 。 

《 九 章 算术 》 与 刘 徽 《 九 章 注 》 源 远 流 深 不 仅 对 我 国 古 
代数 学 的 发 展 ， 即 使 对 整个 世界 数学 的 发 展 也 有 巨大 影响 ， 
《 九 章 》 第 八方 程 章 的 线性 联 立 方程 组 解法 与 正 负数 概念 的 引 
A, RRR SHRM. BF (JLE) 在 世界 数学 中 的 
地 位 ， 与 世界 其 它 地 域 数 学 发 展 的 关系 及 影响 的 来 龙 去 脉 弄 
清 ， 还 需 做 大 量 细致 的 研究 调查 工作 。 本 书 所 收集 的 一 些 论 
文 ， 还 只 能 算是 一 个 开端 ， 真 正 的 艰巨 工作 还 在 今后 。 为 了 便 
利 读者 作 进 一 步 的 深入 研究 ， 以 及 为 了 便利 与 国外 的 交流 ， 由 


* 本 文摘 自 4《 九 章 算 术 ) 与 刘 徽 )( 吴 文俊 主编 ), 北京 师范 大 学 出 版 社 , 1982 
年 。 
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白 尚 息 、 李 迪 、 沈 康 身 三 位 同志 写成 了 名 词 今 释 、 论 文案 引 与 
ELERS he, BARR. MARA MRNA Bete SL, 4E 
“> Yea BY VF BB SB 5 Te] SA TART HE o 
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(Za TURES BL ILE) DF 


出 现在 秦汉 之 际 的 《 九 章 算 术 》， 是 一 部 综合 当时 数学 成 
就 的 经 典 巨 著 。 自 此 以 迄 宋 代 ， 虽 历代 尼 有 著作 ， 其 中 未 遭 散 
佚 幸存 至 今 者 或 则 创见 不 多 ， 或 则 仅 及 一 隅 (u (EA 
经 》)。 其 能 论述 全 面 而 富有 创造 性 成 就 能 与 《 九 章 算术 》 相 比 
Fe PERIL CRS ILE) 一 书 。 秦 书 之 大 熏 求 一 术 与 增 乘 
开 方 术 ， 都 已 成 为 经 典 。 夫 “ 术 ” 虽 有 时 也 代表 公式 或 定理 ， 
但 在 大 多 数 场合 即 狂 今 之 “算法 ”。 我 国 古 算 往往 高 理 于 算 ， 
而 以 机 械 化 的 思想 方法 为 其 特色 。 求 一 算法 与 开 方 算法 ， 即 为 
体现 这 种 思想 方法 的 两 大 辉煌 成 就 。 这 与 西方 数学 之 以 演绎 推 
理 为 主 的 公理 化 体系 正 相 对 照 而 互相 辉映 。 秦 汉 之 《 九 章 〉》 与 
宋代 之 《 九 章 》， 正 是 综述 这 种 机 械 化 思想 体系 所 获 成 就 的 两 
大 巨著 。 为 复兴 我 国 固 有 的 传统 数学 ， 继 承 发 扬 其 特色 ， 以 振 
兴 我 国 未 来 的 数学 事业 ， 有 识 之 士 正 可 从 其 中 吸取 力量 。 今 继 
( AER) SB) -—Bzla, BY Gams BA 
音 )》。 仍 按 前 者 体例 ， 汇 集 论 文 30 篇 ， 从 各 个 不 同色 度 论述 
秦 九 韶 其 人 、 其 书 ， 以 志 不 乐 在 人 创业 之 艰 、 贡 献 之 丐 ， 并 以 
勉 后 来 者 。 是 为 序 。 


* 本 文摘 自 《 秦 九 韶 与 〈 数 书 九 章 )》 ( 吴 文 俊 主 编 )， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ， 
1987 年 。 
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CFB SRL BE CTL BEAR) D FF 


相传 约 在 公元 前 三 百年 左右 ， 地 中 海岸 亚历山大 城 的 欧 几 
里 得 写成 了 《几何 原本 》( 以 下 简称 《原本 》) B, RETE 
希腊 数学 的 一 个 顶峰。 至 于 该 书 所 依据 更 古 时 期 的 文献 ， 则 除 
了 一 些 不 足 道 者 外 ， 已 无 整 篇 留 传 至 今 。 学 者 们 从 现在 各 种 资 
料 中 企图 拼凑 出 欧 几 里 得 其 人 及 其 以 前 的 数学 面 角 ,大 都 有 膀 
测 成 分 。 这 与 巴比伦 泥 版 之 类 地 下 文物 之 确 沿 可 据 ， 是 无 法 比 
拟 的 。 

在 中 国 ， 则 史 称 隶 首 作 数 ， 至 周公 制 礼 而 有 九 数 ， 汉 代 郑 
玄 为 《 周 礼 》 作 注 ， 曾 提 及 九 数 及 若干 种 篇 章 的 细 目 。 秦 汉 之 
际 张 苍 、 耿 寿 昌 因 旧 文 删 补 ， 人 至 公元 前 后 定型 而 成 《 九 章 算 
术 》( 以 下 简称 《 九 章 》) 一 书 ， 其 内 容 与 妆 玄 所 述 基 本 上 无 大 
Fe Ft, BUX “FL wit, W CLE) RQ” Alt OL 
章 》 应 可 视 为 周公 以 至 秦汉 我 国 在 数学 上 成 就 的 一 个 大 总 结 。 
近年 来 的 地 下 发 据 ， 所 发 现 的 大 量 文物 ， 更 为 《 九 章 》 前 身 提 
供 了 实物 佐证 。 

《原本 》 开 创 了 公理 化 演绎 系 的 纪元 。 其 思想 与 方式 ， 在 
数学 的 现代 研究 中 占据 着 一 种 统治 地 位 。 但 从 《原本 》 出 现 以 
至 今日 ， 其 经 历 不 无 坎坷 曲折 。 在 漫长 的 中 世纪 时 期 ，《 原 本 》 
以 至 整个 希腊 学 久 已 默默 无 闻 。 直 至 9 世纪 时 ， 才 由 阿拉 伯 人 
将 《原本 》 的 希腊 文 传 成 阿拉 伯 文 ， 至 12 世纪 的 十 字 军 战争 


* 本 文摘 自 《 郭 书 春 汇 校 “ 九 章 算术 ?》， 辽 宁 教 育 出 版 社 ，1990 年 。 
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期 间 ， 又 从 阿拉 伯 文 译 成 拉丁 文 。 至 于 拉丁 与 希腊 文本 在 欧洲 
的 广泛 流行 ， 则 似 有 待 于 15 世纪 以 后 。 

ERE, W OLE) 以 其 独特 的 方式 与 方法 ， 曾 扬 了 以 算 
为 主 以 术 为 法 的 算法 体系 的 泛滥 ，《 九 章 》 之 义 更 为 一 般 数 学 
家 所 不 悄 。 但 由 于 近代 计算 机 的 出 现 ， 其 所 需 数学 的 方式 方 
法 ， 正 与 《 九 章 》 传统 的 算法 体系 奋 合 符 节 。《 九 章 》 所 一 含 
的 思想 影响 ， 必 将 日 益 显 著 ， 在 下 一 世纪 中 凑 驾 于 《原本 》 思 
想 体 系 之 上 上 ， 不 仅 不 无 可 能 ， 甚 至 说 是 趴 成 定局 ， 本 人 认为 也 
EAR DT BE eM ZF o 

现在 《原本 》， 决 非 欧 几 里 得 原来 的 写本 。 现 在 所 见 《 原 
本 》 的 各 种 抄本 中 ， 最 早 的 希腊 文 抄 本 在 公元 后 10 世纪 时 ， 
踊 今 人 近 而 距 欧 几 里 得 还 。 其 间 已 不 知 经 历 过 多 少 遍 驾 转 传 
H, PEZA Heiberg， 曾 以 难以 置信 的 毅力 ， 对 现存 各 种 
(原本 》 的 版 本 以 科学 方法 细 加 勘 校 ， 所 得 结论 是 : 所 有 版 本 
除 一 种 外 ， 都 导 源 于 公元 后 4 世纪 时 埃及 著名 学 者 亚历山大 城 
Theon 的 一 个 抄本 .至 于 板 立 的 另 一 抄本 ， 则 其 出 现 的 时 间 应 
在 Theon 的 抄本 之 后 。 由 于 欧洲 习惯 在 传 抄 时 往往 以 已 意 随 
意 添 加 删 补 而 不 加 注 明 ， 因 而 现存 《原本 》 与 欧 几 里 得 原来 写 
本 有 多 少 出 入 ， 特 别 是 Theon 对 原著 的 忠实 程度 如 何 ， 都 是 
难以 判定 的 。 

我 国 的 《 九 章 》 也 同样 历经 传 抄 、 注 释 与 刊印 ， 存 在 着 多 
种 不 同 的 版 本 。 与 欧洲 的 习惯 不 同 ， 中 国 的 史家 有 着 优良 的 传 
统 。 所 有 注释 家 如 刘 徽 、 李 淳 风 等 ， 都 须 严 格 注 明 何 处 是 本 人 
加 注 ， 何 处 是 原文 所 有 ， 经 纬 分 明 ， 不 容 混 消 。 因 而 传 抄 虽 难 
RAR, FASCIA RUE RIS, BP CUS) 在 数学 
发 展 历史 上 的 已 有 作用 以 及 对 未 来 无 可 估量 的 影响 ， 理 应 对 各 
种 版 本 细 加 校勘 。 对 轰 转 传 抄 与 刊印 中 可 能 出 现 的 请 误 一 一 指 
出 ， 如 Heiberg 之 于 《原本 》 所 为 ， 应 是 一 件 不 容 回 避 的 重要 
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工作 。 部 书 春 同 志 多 年 来 博 采 群 书 ， 艰 苦 奋 尝 ， 终 于 完成 了 这 
一 艰巨 的 历史 性 任务 。 在 此 书 行将 出 版 之 际 ， 特 书 此 以 聊 表 庆 
TTA o 
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《《 九 章 算 术 ) 及 其 刘 微 注册 究 》 序 


REHA (M. Kline) 的 《古今 数学 思想 》 一 书 ， 在 
国际 上 被 认为 是 最 好 的 一 本 数学 史 专 着 。 在 该 书 作 者 自序 的 篇 
首 ， 作 者 引用 了 H. Poincaré 的 一 名 名 言 : 

如 有 果 我 们 想 要 预见 数学 的 将 来 ， 适 当 的 途径 是 研究 这 

门 科学 的 历史 和 现状 。 

笔者 基本 上 同意 该 书 作 者 对 数学 史 的 态度 与 观点 ， 尤 其 同 
意 所 引用 的 Poincaré RAZA. RN, TARE HA 
史 和 现状 实质 上 完全 局 限于 西方 的 数学 。 为 此 ， 笔 者 认为 为 了 
ARP, X} Poincaré 的 名 言 ， 应 该 补充 一 句 作 为 注解 : 

特别 是 研究 这 门 科学 在 中 国 的 历史 和 现状 。 

出 现 于 秦汉 时 代 的 《 九 章 算术 》 SRA CUTE) 
(以 下 简称 《 九 章 》 与 《 刘 注 》)， 是 数学 在 中 国 最 早 、 最 完整 
的 历史 记录 。《 九 章 》 与 《 刘 注 》， 是 研究 数学 在 中 国 的 历史 和 
现状 的 钥匙 。 

克 羔 因 一 书 的 正确 书 名 ， 事 实 上 应 该 是 《西方 上 古今 数学 思 
想 》。 在 全 书 51 章 中 ， 只 有 标题 为 印度 和 阿拉 伯 的 数学 的 第 9 
章 才 涉及 到 非 希腊 传统 的 东方 数学 。 斥 管 如 此 ， 在 该 章 之 首 作 
者 还 提出 下 面 的 看 法 : 

在 数学 史上 ， 和 希腊 人 的 后 继 者 是 印度 人 人， 虽然 印度 的 


* 本 文摘 自 《《〈 九 章 算术 〉 及 其 刘 徽 注 研 究 》( 李 继 闵 著 )， 陕 西 人 民 教 育 出 版 
łŁ, 1990 Œ., 
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数学 只 是 在 受到 希腊 数学 成 就 的 影响 后 才 鼎 为 可 观 。 

只 要 对 中 国 的 传统 数学 略 有 所 知 ， 即 知 此 语 之 恋 。 但 是 ， 
我 们 不 能 轻 以 责 已 ， 而 严 以 责 人 。 造 成 这 种 局 面 的 原因 应 该 运 
求 诸 已 。 如 果 我 们 对 自己 数学 的 历史 了 解 不 多 、 认 识 不 深 也 
不 向 西方 的 学 者 多 作 介绍 ， 又 如 何 能 要 求 一 位 西方 学 者 ， 克 服 
文人 上 难以 逾越 的 困难 而 对 中 国 的 传统 数学 在 数学 发 展 历 史上 
的 地 位 作出 正确 的 评价 。 

作为 一 名 中 国 的 数学 工作 者 ， 首 先 应 对 自己 的 数学 历史 有 
深刻 的 认识 ， 为 此 必须 首先 对 《 九 章 》 与 《 齐 注 》 有 确切 的 了 
解 。 

数 系 统 的 每 -- 步 完善 都 是 数学 进展 的 重要 标志 。 无 理 数 的 
发 现 ， 曾 在 西方 引起 于 数学 危机 。 负 数 与 实数 概念 ， 则 在 西方 
很 晚 才 得 到 确认 。 克 莱 因 在 《古今 数学 思想 》 中 曾经 说 过 : 

负数 虽然 通过 阿拉 伯 人 的 著作 传 到 欧洲 ， 但 16 世纪 

和 17 世纪 的 大 多 数 数 学 家 并 不 承认 它们 是 数 。 

VES BE 

数学 史上 最 使 人 惊 育 的 事实 之 一 ， 是 实数 系 的 滥 辑 基 

HERE 19 世纪 后 叶 才 建立 起 来 。 在 那 时 以 前 ， 即 使 正 

负 有 理 数 与 无 理 数 的 最 简单 性 质 也 没有 逻辑 地 建立 ， 连 这 


BB aE KX ASL IR AD ct 这 一 事实 说 明 数 学 的 进展 是 怎 
AE Ste, TA EG 


然而 在 我 国 ， 远 在 《 九 章 》 之 前 就 已 有 着 举世 无 双 的 位 值 
制 十 进 制 记 数 法 。 至 述 在 《 九 章 》 中 ， 就 已 记载 着 有 理 数 与 正 
负数 的 各 种 运算 规则 。 不 仅 如 些 ， 对 于 古代 希腊 认为 迷惑 不 可 
理解 的 开 根 不 尺 之 数 ， 在 《 九 章 》 与 《 刘 注 》 中 真 稚 了 当地 
“以 面 命 之 ”， 给 出 了 独立 成 数 的 定义 与 某 些 运算 法 则 。 事 实 
上 ， 通 过 十 进 不 尽 小 数 的 引入 ， 以 及 开 方 与 圆周 率 的 极限 计 
算 ,《 九 章 》 与 《 刘 注 》 实 际 上 已 完成 了 整个 实数 系统 。 所 谓 
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实数 系统 的 严密 逻辑 基础 ， 完 全 可 以 通过 朴素 的 十 进 制 小 数 来 
完成 ， 而 无 需 借 助 于 19 世纪 才 引 入 的 Dedekind 分 割 之 类 绎 回 
曲折 的 概念 。 

数学 研究 现实 世界 中 的 数量 关系 与 空间 形式 。 在 中 国 的 传 
统 数学 中 ， 数 量 关 系 与 空间 形式 往往 是 形影不离 并 肩 地 发 展 着 
的 。 但 在 以 欧 几 里 得 为 代表 的 希腊 传统 里 ， 则 玉 何 学 独立 于 数 
量 关 系 而 以 单纯 研究 空间 形式 的 格局 发 展 着 。 在 《古今 数学 思 
AD Pe ETAT ibe 

代数 虽 在 埃及 人 和 巴比伦 人 开创 时 是 立足 于 算术 的 ， 

但 希腊 人 却 颠 履 了 这 个 基础 而 要 求 立 足 于 几何 。 

希腊 传统 的 这 种 排斥 数量 关系 于 几何 之 外 的 研究 方式 可 能 
给 数学 包括 几何 带 来 了 严重 后 果 。 在 欧洲 长 时 期 黑暗 的 中 世纪 
中 ， 数 学 的 发 展 陷于 停顿 ， 几 何 也 是 如 此 。 笔 者 怀疑 欧 几 里 得 
那 种 单纯 依靠 艰深 而 纤 曲 地 进行 的 推理 方式 ， 正 是 造成 这 种 停 
顿 的 重要 原因 之 一 。 不 论 笔 者 的 怀疑 有 多 少 真实 性 ， 一 个 无 可 
否认 的 事实 是 : 中 世纪 时 阿拉 伯 世 界 ， 无 疑 是 由 于 东方 的 影 
中 ， 已 经 充分 掌握 了 当时 数量 关系 方面 的 许多 知识 与 方法 ， 可 
能 还 有 不 少 自己 的 创造 。 通 过 回教 、 蒙 古 与 土耳其 的 西 侵 ， 以 
及 十 字 军 的 东 征 ， 这 种 知识 与 方法 传 入 了 欧洲 ， 前 面 所 说 负数 
的 传 入 正 是 其 中 之 一 。 这 种 传 入 无 疑 促 成 了 中 世纪 以 后 欧洲 以 
数量 关系 为 主 而 与 欧 几 里 得 传统 大 相 径 庭 的 种 种 发 明 创 造 : 小 
数 ， 对 数 ， 符 号 ， 以 至 三 次 、 四 次 方程 的 解法 ， 等 等 。 

与 以 欧 几 里 得 为 代表 的 希腊 传统 相 异 ， 我 国 的 传统 数学 在 
研究 空间 形式 时 着 重 于 可 以 通过 数量 来 表达 的 那 种 属性 ， 几 何 
问题 也 往往 归结 为 代数 问题 来 处 理解 决 。 面 积 、 体 积 与 圆周 率 
的 计算 导致 无 理 数 概念 的 引入 ， 相 当 于 Cavalieri 原理 的 刘 祖 原 
理 的 发 现 ， 以 及 极限 方法 的 创立 。 把 几何 问题 化 为 代数 问题 的 
做 法 ， 则 导致 方程 、 天 元 等 概念 的 引入 ， 多 项 式 运 算 与 消 元 方 
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法 的 建立 ， 以 及 各 种 方程 的 系统 解法 ， 并 使 几何 代数 化 有 途 可 
循 ， 有 法 可 依 。17 世纪 Descartes 解析 几何 的 发 明 ， 正 是 中 国 
这 种 传统 思想 与 方法 在 几 百 年 停顿 后 的 重 现 与 继续 。 

CALE) 与 《 刘 注 》〉， 正 是 集中 国 这 种 传统 思想 与 方法 于 大 
成 、 继 往 开 来 的 传世 杰作 。 | 

笔者 曾 在 多 种 场合 ， 指 出 我 国 的 传统 数学 有 它 自 己 的 体系 
写 形 式 ， 有 着 它 目 和 喘 的 发 展 途 径 与 独到 的 思想 体系 ， 不 能 以 西 
方 数学 的 模式 生 搬 硬 套 。 我 国 的 古代 数学 基本 上 遵循 了 一 条 从 
生产 实践 中 提炼 出 数学 问题 ， 经 过 分 析 综 合 ， 形 成 概念 与 方 
法 ， 并 上 升 到 理论 阶段 ， 精 炼 成 极 少 数 一 般 性 原理 ， 进 一 步 应 
用 于 多 种 多 样 的 不 同 问 题 。 从 问题 而 不 是 从 公理 出 发 ， 以 解决 
问题 面 不 是 以 推理 论证 为 主导 ， 这 与 西方 之 以 欧 几 里 得 几何 为 
代表 的 所 谓 演 绎 体系 旨 趣 连 异 ， 途 径 亦 殊 。 由 于 形形色色 的 问 
题 往往 归结 为 方程 求解 ， 因 而 方程 求解 就 成 为 中 国 传 统 数 学 
《 九 章 》 以 来 发 展 中 的 一 条 主线 。 这 和 与 西方 数学 之 以 定理 求证 
为 中 心 者 正 相 对 照 。《 九 章 》 与 《 刘 注 》 不 仅 提 出 了 线性 联 立 
方程 组 的 一 般 解 法 以 及 相伴 而 生 的 正人 负数 概念 ， 也 给 出 了 如 何 
由 开 方 与 勾 股 类 问题 导致 二 次 方程 的 范例 。 为 此 后 二 多 年 方程 
不 断 发 展开 其 先河 。 诸 如 方程 之 类 如 何 由 简 到 繁 ， 由 特殊 到 一 
RM, HAAS MAM wee, Ae Cue) 5 Cue), 
可 以 得 其 梗概 。 | 

研究 《 九 章 》 与 《 刘 注 》， 不 仅 对 于 数学 的 历史 ， 即 使 对 
于 数学 的 现状 ， 也 可 提高 认识 。 

我 国 传统 数学 在 从 问题 出 发 以 解决 问题 为 主旨 的 发 展 过 程 
中 建立 了 以 构 圭 性 与 机 械 化 为 其 特色 的 算法 体系 ， 这 与 西方 数 
学 以 欧 几 里 得 《几何 原本 》 为 代表 的 所 请 公理 化 演绎 体系 正好 
区 痪 相 对 。《 九 章 》 与 《 刘 注 》 是 这 一 机 械 化 体系 的 代表 作 ， 
与 公理 化 体系 的 代表 作 欧 几 里 得 《几何 原本 》 可 谓 东 西 辉 映 ， 
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在 数学 发 展 的 历史 长 河中 ， 数 学 机 械 化 算法 体系 与 数学 公理 化 
演绎 体系 曾 多 次 反复 互 为 消长 ， 交 替 成 为 数学 发 展 中 的 主流 。 
秘 始 于 我 国 的 这 种 机 械 化 体系 ， 在 经 过 明代 以 来 近 几 百年 的 相 
对 消沉 后 ， 由 于 计算 机 的 出 现 ， 已 越 来 越 为 数学 家 所 认识 与 重 
HL, WHERE LALA. CUE) 5 CUTE) 所 贯穿 的 机 
械 化 思想 ， 不 仅 曾经 深刻 影响 了 数学 的 历史 进程 ， 而 且 对 数学 
的 现状 也 正在 发 扬 它 日 益 显 著 的 影响 。 它 在 进入 21 世纪 后 在 
数学 中 的 地 位 ， 几 乎 可 以 预 卜 。 

总 之 ， 要 预见 数学 的 将 来 ， 不 能 不 研究 《 九 章 》 与 《 刘 
注 》 所 列 含 的 深邃 的 思想 在 数学 发 展 过 程 中 的 历史 功绩 ， 也 不 
能 不 正视 正在 畦 露头 角 的 这 种 思想 对 数学 现状 的 影响 。 本 书 对 
《 九 章 》 与 《 刘 注 》 从 各 个 角度 作 了 全 面 的 分 析 与 介绍 。 书 中 
不 乏 创 见 ， 对 《 九 章 》 与 《 刘 注 》 中 无 理 数理 论 的 阐发 即 是 其 
中 之 一 。 笔 者 希望 读者 通过 此 书 ， 不 仅 对 中 国 传统 数学 在 古今 
数学 思想 中 的 地 位 会 有 一 个 清晰 的 认识 ， 而 且 能 对 数学 将 来 的 
发 展 得 出 自己 的 结论 。 


在 中 外 数学 史 讲习 班 
开幕 典礼 上 的 讲话 


同志 们 : 

今天 是 中 外 数学 史 讲 习 班 的 开幕 典礼 ， 我 首先 在 此 表示 祝 
A! 我 想 ， 这 种 讲习 班 决 不 会 只 是 办 一 次 ， 以 后 可 能 每 一 年 或 
至 少 每 两 年 总 要 举行 的 。 这 不 仅 对 于 数学 史 的 研究 ， 而 且 对 于 
整个 数学 的 发 展 都 是 一 件 很 重要 的 事 ! 

了 解 历史 ， 特 别 是 数学 史 ， 正 象 江 老 已 经 说 过 的 ， 它 的 重 
要 意义 是 不 言 而 喻 的 。 假 如 你 对 数学 的 历史 发 展 ， 对 于 一 个 领 
域 的 发 生 和 发 展 ， 对 一 个 理论 的 兴旺 和 衰落 ， 对 一 个 概念 的 来 
龙 去 脉 ， 对 一 种 重要 思想 的 产生 和 影响 等 这 许多 历史 因素 都 弄 
清 了 ， 我 想 ， 对 数学 就 会 了 解 得 多 ， 对 数学 的 现状 就 会 知道 得 
更 清楚 、 深 刻 ， 还 可 以 对 数学 的 未 来 起 一 种 指导 作用 ， 也 就 是 
说 ， 可 以 知道 数学 究竟 应 该 按 怎样 的 方向 发 展 可 以 收 到 最 大 的 
效益 。 

这 个 讲习 班 ， 现 在 是 取 名 为 “中 外 数学 史 讲 习 班 ”。 前 面 
有 “中 ”“ 外 ”两 字 ， 而 且 讲 习 的 课程 是 分 两 部 分 ， 前 面 一 部 
分 是 讲 西洋 的 数学 史 ， 后 面 一 部 分 是 讲 中 国 的 数学 史 。 我 想 ， 
对 数学 史 的 现状 来 说 ， 这 样 的 做 法 也 是 比较 合适 的 。 当 然 ， 这 
是 第 一 步 ， 以 后 还 应 该 有 第 二 步 、 第 三 步 。 西 洋 数学 史 和 中 国 


* 本 文摘 自 《 中 国 数学 史 论 文集 》 (二 ) (有 吴 文俊 主编 )， 山 东 教 育 出 版 社 
1986 年 。 
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数学 史 分 成 两 段 来 讲 ， 是 符合 当前 情况 的 ， 也 是 符合 某 些 历史 
上 的 情况 的 。 依 我 个 人 的 理解 ， 也 不 一 定 很 正确 ， 现 在 大 学 学 
的 数学 是 西洋 数学 ， 是 从 希腊 欧 几 里 得 系统 下 来 的 数学 。 从 历 
史 来 看 ， 我 总 党 得 有 两 条 发 展 路 线 ， 一 条 是 从 希腊 欧 几 里 得 系 
统 下 来 的 ， 另 一 条 是 发 源 于 中 国 ， 影 响 到 印度 ， 然 后 影响 到 志 
界 的 数学 。 这 一 条 线 现 在 不 太 显 著 ， 所 以 一 讲 到 数学 就 是 欧 几 
里 得 统治 下 的 、 以 演绎 为 主 的 公理 化 数学 。 可 是 ， 如 果 看 看 中 
国 古代 的 数学 就 会 知道 它 的 味道 、 它 的 体系 或 者 说 它 的 思想 和 
西洋 数学 是 不 一 样 的 。 我 们 中 国 的 古代 数学 ， 看 不 出 有 什么 公 
理 、 定 理 这 一 套 的 词 ， 演 绎 体系 也 不 是 很 明显 的 。 可 是 ， 它 自 
己 有 一 套 体系 ， 这 个 体系 也 不 是 很 清楚 。 但 是 我 想 可 以 借用 严 
敦 杰 老 先生 的 话 来 说 明 。 严 敦 杰 老 先 生 在 数学 史上 的 成 就 是 非 
稍 高 的 。 在 古代 ， 中 国 的 天 文学 和 数学 是 不 分 家 的 ， 许 多 历法 
书 里 就 有 很 多 数学 。 严 老 先 生 对 中 国 天 文 历 法 的 研究 也 同样 有 
非常 高 的 成 就 。 我 理解 严 老 有 这 样 的 想法 : 中 国 的 天 文 发 展 与 
西方 不 一 样 ， 所 以 你 必须 从 中 国 自己 的 角度 来 考虑 中 国 自己 的 
天 文 ， 然 后 才能 够 弄 清 中 国 的 天 文 是 怎么 回 事 。 你 不 能 把 西方 
的 那个 天 文学 生 搬 硬 套 到 中 国 天 文学 的 发 展 上 来 。 ”我 觉得 严 
救 杰 老 先生 对 天 文 的 这 种 想法 也 适用 于 中 国 的 数学 。 当 然 ， 这 
要 做 大 量 的 研究 工作 才能 弄 得 清楚 ， 而 这 在 目前 还 不 容易 做 
到 。 总 而 音 之 ， 我 觉得 数学 的 发 展 有 这 么 两 个 大 的 体系 ， 大 的 
思想 ， 大 的 方向 。 它 们 是 很 不 相同 的 。 不 过 从 利 玛 塞 东 来 把 西 
方 数 学 输入 之 后 ， 我 们 中 国 的 那 套 思想 就 给 排斥 掉 了 。 很 少 人 
能 够 懂得 这 一 点 ， 只 有 极 少数 数学 史家 知道 不 一 样 。 我 们 的 老 
前 华 李 便 先 生 、 钱 宝 琼 先生， 还 有 现在 健在 的 严 敦 杰 先 生 ， 在 


。 参 看 例如 下 文 的 最 末 一 段 ， 严 敦 杰 ， 《中 国 古 代 的 黄 潜 道 差 计算 法 )， 载 
《科学 史 和 集刊 )，1958 年 ， 第 一 期 。 
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他 们 的 著作 里 经 常 可 以 看 到 他 们 有 这 种 意见 和 这 种 看 法 。 可 是 
很 难 把 它 系 统 整 理 成 一 套 … CARR, RTE) 体系 。 

如 果 “ 公 理化 ”是 导 源 于 希腊 欧 几 里 得 的 西方 数学 的 主要 
思想 ， 则 我 认为 ， 我 们 中 国 的 数学 注重 的 “独眼 点 ”就 完全 不 
一 样 。 我 用 一 个 名 称 ， 叫 “机 械 化 ”。“ 机 械 化 ”这 个 词 过 去 是 
没有 的 ， 但 现在 它 有 特别 的 意义 。 现 在 是 所 谓 “ 第 三 次 浪潮 ”， 
是 计算 机 、 信 息 时 代 。 我 国 古 代数 学 的 精髓 是 一 种 机 械 化 的 思 
想 ， 一 种 机 械 化 的 方法 ， 正 好 符合 于 现时 代 的 要 求 和 状况 。 因 
此 ， 我 觉得 对 中 国 古 代 的 数学 要 特别 加 以 重视 。 这 一 点 在 希腊 
欧 风 里 得 体系 里 是 找 不 到 的 。 我 的 这 个 看 法 是 比较 个 别 的 ， 象 
江 老 说 的 是 “一 家 之 言 ” 吧 ， 这 里 提出 来 ， 希 望 今后 研究 数学 
史 时 能 注意 这 一 点 。 

刚才 江 老 谈 到 一 本 数学 中 名 著 ， 即 M 克 莱 茵 的 《古今 数 
学 思想 )。 它 着 重 在 数学 的 思想 ， 讲 数学 思想 在 历史 上 的 发 生 、 
发 展 和 影响 。 这 本 书 是 要 把 古今 的 数学 思想 介绍 给 读者 ， 这 些 
数学 思想 作者 都 是 非常 了 解 的 。 可 是 ， 作 者 讲 它 的 书 里 不 包括 
中 国 的 数学 ， 因 为 他 没 法 儿 懂 。 这 还 是 比较 实事 求 是 的 精神 。 
" 书 里 还 讲 到 许多 印度 数学 ， 没 有 讲 中 国 的 数学 。 我 想 ， 这 是 数 
学 史上 这 几 十 年 应 该 弄 清 楚 的 一 个 问题 。 

在 钱 宝 琛 先生 的 《中 国 数学 史 》 中 ， 就 担 到 中 国 与 印度 数 
学 的 关系 。 在 英国 ， 有 一 位 数学 史家 叫 Kaye， 他 就 明确 地 说 
过 ， 印 度数 学 是 大 了 中 国 数学 的 债 的 ， 印 度 的 数学 是 从 中 国 传 
去 的 。 印 度 的 数学 有 一 个 特点 ， 它 与 西方 的 不 一 样 ， 就 是 我 说 
的 机 械 化 思想 。 这 是 占 居 主要 的 、 统 治 地 位 的 思想 。 现 在 ， 这 
种 思想 还 不 显著 ， 可 是 也 有 些 露 头 。 最 近 这 些 日 子 ， 国 外 有 一 
批 学 者 来 国内 举办 数学 研究 生 教育 研究 中 心 ， 其 中 有 一 位 对 中 
国 古 代 的 数学 史 很 重视 。 我 以 前 不 认识 他 本 人 ， 但 我 对 他 的 老 
师 很 有 兴趣 。 他 的 老师 是 印度 人 ， 写 过 一 篇 文章 ， 登 在 美国 数 
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会 月 刊 上 ， 叫 做 《代数 几何 漫步 ;。 代 数 几 何 是 现在 最 难 、 
最 时 比 而 且 认 为 是 非常 重要 的 一 个 领域 。 他 的 《代数 几何 漫 
步 》 中 提出 一 种 主张 ， 这 种 主张 用 我 们 现在 的 话 来 讲 ， 就 是 他 
不 赞成 古代 希腊 的 那 种 做 法 。 他 是 印度 人 ， 他 就 推崇 印度 人 的 
那 种 作法 ， 特 别提 到 印度 在 十 一 二 世纪 的 那个 数学 家 
Bhaskara， 他 很 赞成 的 那 种 作法 ， 实 际 上 就 是 我 刚才 讲 的 中 国 
古代 的 机 械 化 。 他 认为 ， 这 种 方法 也 能 够 取得 西方 欧 几 里 得 的 
那 种 成 功 。 当 然 ， 他 的 主张 大 家 都 还 不 接受 。 他 这 么 说 ， 但 是 
拿 不 出 太 多 的 东西 来 ， 他 也 做 了 一 些 工作 ， 可 是 还 不 足以 说 明 
这 种 方法 的 优越 性 。 但 是 ， 我 觉得 ， 他 的 主张 是 代表 了 某 些 
人 ,他们 已 经 注意 到 了 这 种 机 械 化 的 方法 有 着 潜在 的 巨大 力 
量 。 我 想 ， 将 来 经 过 努力 ， 是 会 发 出 芽 来 、 开 出 花 来 的 。 当 
然 ， 这 是 要 经 过 很 大 的 努力 才 行 的 。 

这 个 讲习 班 第 一 次 办 ， 先 介绍 西洋 数学 史 ， 然 后 再 介绍 中 
国 数学 史 ， 这 种 方式 是 很 合适 的 。 第 一 步 就 是 要 把 有 关 的 知识 
普及 给 大 家 。 然 后 ， 许 多 同志 在 学 校 里 讲 数学 史 的 课 ， 至 少 把 
现在 已 经 有 的 成 就 普及 到 广大 的 青年 一 代 ， 再 下 去 ， 就 要 考虑 
中 西方 数学 的 交流 与 比较 。 我 过 去 对 数学 史 是 有 兴趣 ， 偶 尔 翻 
翻 ， 并 没有 认真 下 功夫 。 可 是 ， 我 对 某 些 书籍 看 了 很 气愤 ! 比 
如 说 《数学 简 史 》， 已 翻译 成 中 文 ， 作 者 斯 特洛伊 克 是 一 个 外 
国 的 共产 党 员 。 是 一 个 有 一 定 地 位 的 数学 家 。 他 写 这 本 书 ， 应 
该 说 ， 有 许多 地 方 是 写 得 很 出 色 的 。 比 如 说 ， 我 非常 赞成 的 一 
个 地 方 ， 他 说 现在 的 中 学 教科 书 可 以 明显 看 出 两 个 部 分 : 一 个 
部 分 是 几何 里 面 的 欧 几 里 得 的 希腊 讲法 ， 还 有 一 部 分 算术 、 代 
数 是 东方 色彩 。 如 果 把 中 学 教科 书 拿 出 来 看 ， 这 两 个 体系 是 贯 
穿 在 一 起 但 并 不 是 很 调和 的 。 也 就 是 说 ， 希 腊 的 那个 体系 想 在 
中 学 占 统治 地 位 ， 但 它 又 是 统治 不 了 的 。 而 且 是 根本 不 可 能 
的 。 这 是 我 的 看 法 ， 也 许 武断 了 一 些 。 当 然 ， 它 还 是 很 重要 
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的 。 斯 特洛伊 克 在 那 本 书 中 把 这 一 点 指出 来 是 很 出 色 的 。 可 
是 ， 有 的 地 方 我 是 不 满意 的 。 比 如 ， 他 对 中 国 的 数学 也 讲 了 一 
些 。 他 提 到 两 个 人 ， 一 个 是 祖冲之 ， 一 个 是 秦 九 裔 。 他 们 非常 
重要 而 且 成 绩 很 大 。 可 是 祖冲之 许多 东西 失传 了 ， 你 就 没 办 法 
说 、 没 法 全 部 理解 它 。 斯 特洛伊 克 提 到 祖冲之 ， 提 到 的 计 
算 ， 我 觉得 这 一 成 就 对 数学 的 发 展 不 是 决定 性 的 。 中 国 数学 具 
有 重大 意义 的 有 的 是 ，r 的 计算 不 是 最 重要 的 。 我 认为 ， 对 俩 
周 率 来 一 个 更 精确 的 估计 ， 这 本 身 不 是 重要 的 。 而 得 到 这 个 结 
果 的 方法 可 能 非常 重要 。 但 是 它 现在 失传 了 ， 你 也 说 不 上 是 怎 
么 一 回 事 。 秦 九 谓 的 “大 衍 求 一 术 ” 也 是 这 样 的 ， 它 对 数学 的 
发 展 不 是 决定 性 的 。 有 决定 性 意义 的 有 的 是 ， 不 能 以 他 为 代 
表 。 这 还 可 以 说 斯 特洛伊 克 是 介绍 了 这 两 位 数学 家 ， 他 们 的 确 
重要 ， 但 我 以 为 还 不 是 中 国 数学 的 代表 。 然 而 ， 有 -一 处 引起 我 
非常 反感 和 气愤 的 是 他 讲 《海岛 算 经 )》。 在 《海岛 算 经 》 中 有 
一 个 公式 ， 它 :是 公元 3 世纪 (263 年 ) 得 到 的 。 那 个 时 候 ， 应 
该 有 东西 方 数学 交流 了 。 斯 特洛伊 克 下 了 一 个 武断 的 结论 ， 说 
这 是 从 西方 传 过 来 的 。 我 觉得 这 简直 是 荒 廖 透顶 ! 这 里 有 一 种 
西方 学 者 们 牢 不 可 破 的 “优越 感 "， 即 : 我 这 里 什么 都 有 ， 你 
的 肯定 是 从 我 西方 传 过 去 的 。 我 想 ， 他 是 受 这 样 一 种 思想 支配 
的 。 

前 玫 年 ， 有 一 位 比利时 的 数学 史家 名 叫 莱 伯 热 西 特 〈U. 
Libbrecht)， 他 到 中 国 来 座谈 ， 我 参加 了 。 他 讲 过 一 些 话 ， 大 
意 是 : 把 希腊 拾得 那么 高 ， 是 当时 欧洲 人 要 从 落后 状态 中 解放 
出 来 ， 需 要 有 一 种 思想 来 鼓舞 。 他 用 了 一 个 名 称 叫 “欧洲 中 心 
论 ”( 我 是 第 一 次 听 到 )， 认 为 什么 文化 都 是 发 源 于 欧洲 的 ， 你 
们 东方 嘛 ， 都 是 “野蛮 民族 ”， 一 切 文化 都 是 从 我 们 欧洲 传 过 
去 的 。 莱 伯 热 西 特 提 到 这 样 - 一 个 名 称 ， 我 觉得 是 相当 中 肯 的 。 
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来 介绍 ， 将 来 更 重要 的 一 步 是 要 弄 清楚 东 、 西 方 数学 的 关系 。 
东方 数学 和 西方 数学 ， 正 象 斯 特洛伊 克 那 本 书 里 讲 的 ， 是 明显 
不 同 的 两 个 体系 ， 有 不 同 的 思想 在 里 面 。 要 说 那么 长 的 岁月 里 
没有 交流 嘛 ， 这 是 不 可 想象 的 。 当 然 ， 不 是 象 “欧洲 中 心 论 ” 
和 “西方 至 上 论 ” 的 那些 学 者 讲 的 ， 东 方 的 东西 是 从 西方 传 过 
去 的 。 这 是 荒 雇 的 。 我 们 应 该 作为 历史 问题 来 考虑 ， 应 该 实事 
求 是 ， 从 我 们 掌握 的 资料 来 追查 当时 东方 、 西 方 学 术 上 的 交流 
是 怎样 的 。 一 般 说 来 ， 总 是 文化 高 的 地 区 流向 文化 低 的 。 我 曾 
经 拜访 过 北大 历史 系 或 是 其 他 什么 系 的 一 位 教授 ， 是 江 老 陪 我 
去 见 的 ， 他 是 回族 人 ， 谈 到 阿拉 伯 的 数学 ， 他 就 说 过 这 么 一 句 
话 :“ 水 总 是 由 高 处 向 低 处 流 的 ， 文 化 一 定 是 从 文化 高 的 地 方 
传 到 文化 低 的 地 方 。” 应 该 是 这 样 。 这 是 从 古代 来 讲 的 ， 现 在 
东方 落后 了 ， 当 然 应 该 接受 西方 先进 的 文化 ， 引 进 他 们 的 成 
就 。 所 以 ， 现 在 西方 的 学 术 流 向 我 们 中 国 是 很 自然 的 ， 只 能 说 
我 们 中 国人 自己 不 争气 ， 落 后 了 。 不 能 不 引进 。 而 在 古代 是 相 
反 的 ， 我 们 东方 的 文化 是 处 在 先进 的 地 位 ， 而 欧洲 是 非常 落后 
的 。 是 一 个 宗教 的 “黑暗 时 代 ”， 没 有 什么 文化 。 十 二 、 三 世 
纪 ， 他 们 甚至 连 加 法 都 认为 是 学 术 上 很 难 的 东西 ， 数 学 教科 书 
上 讲 加 法 就 很 不 错 了 。 象 这 样 落后 的 状况 ， 你 却说 东方 的 文化 
不 流向 西方 ， 而 是 西方 的 反而 流 到 东方 ， 这 合理 吗 ? 当然 ， 这 
是 从 “情理 ”方面 来 讲 的 ， 推 测 应 该 是 这 样 的 ， 查 无 实 据 。 这 
个 实 据 ， 我 想 应 该 是 存在 的 ， 等 待 地 下 资料 的 发 据 ， 这 个 发 掘 
既 需 时 日 ， 也 靠不住 。 我 们 不 能 把 希望 完全 寄托 在 这 上 面 。 事 
实 上 ， 我 相信 在 现 有 的 资料 里 面 ， 在 我 们 大 家 所 能 看 到 的 、 能 
掌握 的 资料 里 ， 就 可 以 分 析出 东方 、 西 方 交流 的 情况 。 这 是 要 
下 功夫 的 事 ! 这 不 光 要 看 数学 资料 ， 还 要 看 其 他 的 资料 。 中 国 
的 数学 很 大 一 部 分 是 包含 在 历代 的 历法 即 历 书 中 。 还 有 其 他 的 
需要 借助 的 东西 ， 下 功夫 不 是 一 朝 一 夕 的 。 而 且 你 还 要 从 第 一 
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手 材 料 里 来 ， 不 能 从 第 二 手 、 第 三 手 的 材料 中 来 。 我 们 拿 一 本 
西方 的 数学 史书 来 看 ， 它 们 多 得 很 ， 其 中 每 一 本 数学 史 都 是 从 
希腊 这 样 传 下 来 的 ， 那 都 是 第 二 手 、 第 三 手 的 材料 经 过 种 种 加 
工 才 写成 的 。 你 要 真正 了 解 历 史 ， 就 必须 追查 第 一 手 材 料 。 但 
是 ， 一 开头 就 看 第 一 手 材 料 是 不 可 能 的 、 先 要 看 第 二 手 、 第 三 
手 的 材料 去 了 解 概 况 ， 再 看 第 一 手 材料 来 检查 。 看 第 二 手 材 
料 、 第 三 竹材 料 讲 得 对 不 对 。 从 这 方面 来 检查 ， 这 是 要 下 功夫 
的 。 要 看 第 一 手 材料 ， 就 要 过 文字 关 。 少 说 一 点 ， 是 希腊 文 、 
拉丁 文 罗 。 而 你 要 真正 弄 清 楚 东 、 西 方 交流 的 历史 ， 你 就 得 掌 
握 阿 拉 伯 文 、 波 斯 文 ， 和 懂得 土耳其 文 ， 懂 得 这 几 个 地 区 的 文 
字 。 当 然 ， 现 在 我 们 是 不 可 能 做 到 的 。 可 是 ， 我 想 我 们 应 该 有 
志气 来 做 ! 要 说 文字 之 难 吧 ， 中 文大 概 是 全 世界 文字 之 中 最 难 
的 一 种 。 可 是 你 想 ， 了 刚才 我 说 的 那 位 比利时 数学 家 莱 伯 热 西 
特 ， 他 写 的 一 本 《十 三 世纪 的 中 国 数学 史 》， 就 是 分 析 、 介 绍 
秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 的 。 他 所 引用 的 中 文书 之 多 ， 在 我 们 国 
内 虽 不 能 说 没有 ， 至 少 也 只 是 极 个 别 的 人 才能 看 到 它们 。 他 的 
书后 面 还 有 一 张 表 ， 把 《 数 书 九 章 》 中 的 名 词 做 了 一 个 相当 于 
英文 的 什么 名 词 的 工作 。 他 读书 是 真正 读 懂 了。 又 如 ， 李 约 瑟 
的 书 中 所 引 的 中 国 书 之 多 ， 我 看 中 国人 自己 的 书 中 也 很 少 能 看 
到 那么 多 的 。 你 看 ， 外 国学 者 就 有 这 种 志气 ， 对 于 中 文 这 么 难 
的 一 种 文字 ， 他 们 就 能 学 到 手 并 且 比 大 部 分 中 国人 学 得 好 (我 
们 有 很 多 和 人 还 不 太 懂 古 汉 语 )， 这 是 不 太 简 单 的 ! 

新 么 ， 中 国人 就 没有 一 种 志气 、 一 种 能 力 可 以 掌握 阿拉 伯 
文 、 土 耳 其 文 、 中 亚细亚 各 国 的 文字 ?我 想 ， 这 是 应 该 做 到 
的 。 当 然 ， 这 对 某 些 人 来 说 是 做 不 到 了 。 比 如 ， 江 老 就 做 不 到 
了 ， 我 也 做 不 到 了 。 我 想 ， 上 日 尚 恕 同志 和 主讲 的 儿 位 也 难 做 到 
了 (当然 ， 他 们 看 的 书 是 很 多 的 )， 就 是 在 坐 的 我 看 也 是 不 太 
容易 。 但 是 ， 我 想 ， 经 过 这 个 讲习 班 ， 大 家 在 各 个 高 等 学 校 开 
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设 数学 史 这 门 课 ， 培 养 出 大 批 新 生 力 量 来 ， 他 们 不 仅 是 有 条 件 
而 且 有 责任 把 东 、 西 方 的 数学 交流 这 个 问题 弄 清楚 。 我 们 的 讲 
习 班 不 仅 是 在 这 里 讲 讲课 ， 回 去 讲 讲 课 ， 我 认为 还 应 该 担负 起 
某 种 责任 来 。 这 个 责任 ， 我 们 这 一 代 事 情 那 么 多 ， 不 那么 容易 
做 到 。 但 我 想 ， 许 多 同志 回去 开课 的 时 候 ， 应 该 使 下 一 代 把 这 
个 任务 担当 起 来 。 要 彻底 把 东 、 西 方 数学 交流 的 问题 弄 清 楚 。 
这 是 能 做 到 的 ! 

今天 ， 我 拉 拉 扯 扯 说 了 一 些 ， 有 一 些 是 我 个 人 的 想法 说 得 
好 听 是 “一 家 之 见 "， 或 者 是 一 个 人 的 “狂想 "， 随 便 说 说 。 这 
次 讲习 班 是 第 一 次 ， 以 后 继续 干 下 去 ， 中 国 数学 史 和 西方 数学 
史 可 以 在 全 国 各 个 高 等 院 校 普及 ， 将 来 再 进一步 深入 到 两 者 历 
史上 的 关系 ， 就 可 以 呈现 一 种 非常 新 的 面貌 ! 这 个 讲习 班 由 北 
师 大 来 主持 ， 也 不 是 很 偶然 的 ， 因 为 北 师 大 有 历史 传统 。 师 大 
是 搞 数学 教育 的 。 数 学 教育 与 数学 史 是 分 不 开 的 。 数 学 史 在 北 
师 大 是 向 来 受到 重视 的 。 现 在 有 和 白 尚 恕 同志 ， 还 有 一 些 同 志 ， 
特别 是 新 任 的 北 师 大 校长 王 梓 坤 同志 他 写 过 一 本 《科学 发 现 纵 
横 谈 》 里 面 有 许多 数学 史 与 自然 科学 史 的 材料 ， 深 受 欢 迎 ， 我 
想 ， 数 学 史 、 科 学 史 在 北 师 大 就 有 一 个 优越 的 环境 了 。 我 就 讲 
到 这 里 。 

祝 讲习 班 成 功 ! 
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《可 齐 形 在 欧 氏 空间 中 
的 实现 问题 》 的 绪论 


一 、 实 现 或 区 入 问题 


依照 下 . Klein 的 经 典 的 理论 ， 几 何 学 研究 某 种 类 型 图 象 的 
某 种 类 型 的 性 质 ， 而 且 也 正 由 于 所 考虑 的 图 象 与 性 质 各 不 相 
同 ， 相 应 地 形成 了 种 种 不 同 的 几何 学 分 支 。 如 果 细 加 分 析 ， 那 
么 各 种 几何 图 象 ， 尽 管 来 源 有 别 ， 归 根 到 底 往往 归结 为 位 于 某 
一 欧 氏 空间 中 的 “具体 ”的 图 象 ， 这 个 欧 氏 空间 可 以 是 有 限 维 
的 ， 也 可 以 是 无 限 维 的 ， 即 Hilbert 空间 。 另 一 方面 ， 为 了 要 
研究 这 些 图 象 的 内 在 的 特性 ， 也 就 是 属于 图 象 本 身 而 与 所 在 空 
间 无 关 的 那 种 特性 ， 就 有 必要 从 一 开始 就 以 抽象 而 独立 的 形式 
来 加 以 定义 ， 例 如 从 Cantor 关于 欧 氏 空间 中 点 集 的 研究 逐渐 
发 展 成 的 拓扑 空间 的 概念 ， 以 及 根据 欧 氏 空间 中 光滑 曲线 、 曲 
面 等 引伸 而 成 的 Riemann 流 形 或 微分 流 形 的 概念 等 。 一 个 自 
然 引 起 的 问题 是 ， 如 何 能 把 “抽象 ”概念 与 “具体 ”事物 恒 同 
起 来 。 这 样 一 个 问题 的 正面 的 答案 我 们 称 之 为 “实现 ”定理 或 
“嵌入 ”定理 ， 许 多 几何 学 中 的 基本 定理 正 是 属于 这 样 一 种 性 
质 。 仅 从 拓扑 学 方面 来 说 ， 就 可 以 提 到 下 面 两 个 例子 : 

1. Urysohn 定理 : Hilbert 空间 中 的 子 空间 ， 即 正则 而 有 


* 本 文摘 自 《 可 剖 形 在 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 》 ( 吴 文 俊 著 )， 科 学 出 版 社 ， 
1978 年 。 
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可 数 基 的 那 种 拓扑 空间 。 

2. Menger — Nobeling 定理 : KERZE FHAR, BHE 
数 有 限 、 有 可 数 基 而 紧 致 的 那 种 拓扑 空间 。 

这 些 定 理 给 与 了 某 种 类 型 的 图 象 以 一 个 总 的 概括 。 所 谓 空 
间 的 正则 性 、 紧 致 性 等 等 本 来 是 对 于 欧 氏 空间 中 图 象 观 察 分 析 
而 抽象 出 来 的 ， 上 面 的 两 条 定理 说 明 ， 在 某 种 类 型 图 象 所 具有 
的 无 数 的 拓扑 性 质 里 面 ， 这 些 性 质 是 具有 代表 意义 的 ， 因 此 它 
们 在 拓扑 中 占据 着 重要 地 位 万 是 当然 的 。 

对 于 这 一 类 问题 ， 我 们 还 可 进一步 考虑 ， 在 一 特定 维 数 的 
欧 氏 空间 中 所 能 容纳 的 图 象 ， 例 如 平面 中 所 有 可 能 的 线性 图 ， 

三 维 空 间 中 所 有 可 能 的 Riemann 曲面 等 问题 。 就 拓扑 学 而 论 ， 
我 们 将 探讨 以 下 问题 。 

问题 (空间 的 拓扑 实现 ) 一 个 拓扑 空间 可 实现 为 N 维 
欧 氏 空间 中 的 拓扑 子 空间 的 条 件 为 何 ? 

问题 下 《〈 复 形 的 半 线 性 实现 ) 一 个 复 形 具 有 剂 分 可 实现 为 
一 六 维 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 复 形 的 条 件 为 何 ? 

问题 下 (微分 流 形 的 微分 实现 ) 一 个 微分 流 形 可 实现 为 一 
N 维 欧 氏 空间 中 的 光滑 流 形 的 条 件 为 何 ? 

这 样 的 问题 要 求 完全 解 奖 ， 自 然 希 望 是 极 少 的 。 如 果 和 与 
Riemann 流 形 在 N 维 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 相 比 较 ， 后 者 自 
E.Cartan 以 来 即使 在 “局 部 实现 ”问题 上 成 果 也 不 多 ， 由 此 
就 可 以 想到 前 述 问题 的 困难 程度 如 何 。 事 实 上 ， 我 们 的 工作 也 
只 限于 提供 一 些 方法 ， 对 上 述 问题 I 一 下 (主要 是 问题 卫 ) 求 
得 部 分 成 果 而 已 。 

这 就 是 本 书 的 目的 。 
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二 、 已 知 的 成 果 及 其 分 析 


在 文献 中 曾经 出 现 过 研讨 问题 工 一 焉 的 几 种 比较 一 般 的 方 
法 ， 它 们 对 于 在 N 维 欧 氏 空间 中 实现 的 可 能 性 问题 都 曾 提 供 
了 重要 的 知识 ， 以 下 我 们 将 逐一 叙述 这 些 方法 中 的 三 个 方法 。 

方法 I 假设 一 个 紧 致 空间 X 已 实现 为 一 NN 维 欧 氏 空间 
RY 中 的 子 空 间 ， 那 么 考虑 R” 一 X 与 X 的 性 质 间 的 关系 ， 即 
将 给 出 X 可 实现 于 这 样 一 个 RY 中 的 某 些 条 件 。 这 一 方法 可 以 
追溯 到 Alexander 的 早期 工作 ， 人 例如， 由 Alexander 对 偶 定 理 
可 知 在 整 系数 或 modz Betti 数 间 有 以 下 关系 : p (R^ aa X) 
=p i! (X), i#0, p? (R-X) =p") (X) +1. Ñ 
此 即 得 PN (X) =p ` (R-X) =0， 而 这 给 出 了 X 可 实 
RAT RN 中 的 一 个 必要 条 件 ， 特 别 是 一 个 n 维 闭 流 形 不 能 在 
R” 中 实现 。Hantzsche 应 用 了 同样 的 方法 ， 研 究 了 当 一 个 n 维 
闭 流 形 X 实现 于 R 中 时 , Æ X SR- X 的 下 同调 群 之 
闻 的 对 偶 关 系 ， 由 此 推 得 了 X 可 实现 于 R”* 中 时 ， 用 Betti 数 
与 挠 系数 来 表达 的 一 些 必 要 和 条件。 同样 ， 在 和 X 是 ” 维 投影 空 
间 时 ，Hopf 通过 对 于 和 5 R**'- X 间 同 调 环 的 对 偶 关系 以 证 
明了 一 个 n 维 投影 空间 不 能 在 R”"'1! 中 实现 这 一 定理 。 与 Hopf 
同样 的 想法 ， 使 Thom 获得 了 更 一 般 的 结果 : 一 个 n 维 闭 流 
形 X 实现 于 R"'' 中 时 用 X 的 同调 环 表达 的 某 些 必要 条 件 。 近 
年 来 Peterson WAT X 5 R-X (或 更 正确 些 说 S 一 X， 这 
里 S 是 假定 X 已 在 其 中 实现 的 一 个 =” AER) 间 同 调运 算 的 关 
系 ， 由 此 而 获得 大 于 有 趣 的 实现 定理 。 

HAI ”假设 X 已 实现 于 RN 中 ， 与 第 工 方法 有 所 不 同 ， 
我 们 可 以 不 考虑 X 与 其 余 集 RN - X 的 性 质 间 的 关系 ， 而 考虑 
X SEER 中 的 邻 域 的 性 质 之 间 的 关系 ， 这 个 方法 似乎 是 首 
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先 由 Whitney 用 之 于 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 微分 实现 这 一 问 
题 上 的 。 依 据 这 种 思考 Whitney 又 创立 了 球 纤维 从 理论 ， 并 引 
入 了 微分 流 形 M 的 所 谓 Stiefel 一 Whitney 示 性 类 WE H 
(M，mod2)， 以 及 对 偶 Whitney 示 性 类 Wi € H? (M, 
mod2)， 这 些 类 在 拓扑 学 以 及 微分 几何 中 都 起 了 重要 的 作用 。 
就 仪 与 实现 问题 有 关 者 而 论 ， 我 们 暂时 可 以 提 到 下 面 已 成 经 典 
的 Whitney 定理 。 
定理 1 (Whitney) 一 个 维 微分 流 形 M", £ EAT E 
现 于 一 六 维 欧 氏 空间 中 ， 则 必须 有 
W* (M") =0, k>N-no (1) 
微分 流 形 上 Stiefel 一 Whitney 示 性 类 这 一 概念 曾 被 Pontr- 
jagin 推广 为 更 一 般 的 示 性 类 。 其 中 除 Stiefel - Whitney 示 性 类 
外 ， 最 重要 者 为 所 谓 Pontrjagin 示 性 类 P* € H* (M) 与 对 
偶 Pontrjagin 示 性 类 P* € H% (M)。 与 上 面 的 Whitney 定理 
同样 ， 我 们 也 有 下 面 的 
定理 2 一 个 ” 维 微分 流 形 M"， 如 果 能 微分 实现 于 一 N 
维 欧 氏 空 间 RN 中 ， 必 须 有 | 
P** (M") =0, 2k>N-n. (2) 
Thom 依据 了 同一 原则 但 应 用 拓扑 空间 的 拓扑 实现 ， 研 究 
了 实现 于 RN 中 的 空间 X 的 Steenrod 平方 运算 以 及 它 在 RN 中 
邻 域 的 Steenrod 平方 运算 间 的 关系 ， 获 得 了 下 面 的 
定理 3 一 个 局 部 可 缩 紧 Hausdorff 空间 X， 如 果 可 在 RN 
中 拓扑 实现 ， 必 须 有 
Sm'H” (X, mod 2) =0, 2i+r=N, (3) 
这 里 | 
Sm’: H (X, mod 2) 一 万 一 (X, mod 2) 
是 由 Steenrod 平方 运算 从 下 关系 所 确定 的 某 种 同 态 : 
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= fo, k>o 时 ， 
Wt ee k =0 时 。 

同一 原则 还 曾 被 不 少 学 者 用 以 研究 徽 分 流 形 的 微分 实现 问 
题 ， 例 如 Massey 人 研究 了 流 形 实现 于 欧 氏 空间 中 时 它 的 “ 管 形 ” 
的 上 同调 环 ， Atiyah 则 把 这 一 管 形 作 为 所 谓 流 形 的 Grothen- 
thick 环 的 一 个 元 素来 研究 它 ， 等 等 ， 似 乎 循 着 这 一 方 品 还 有 
着 广阔 的 前 景 。 

方法 于 ”在 1932 年 时 ，Van Kampen 发 表 了 一 篇 非常 有 
趣 的 论文 ， 其 内 容 是 关于 复 形 在 欧 氏 空间 中 的 半 线 性 实现 ， 而 
所 用 方法 的 原则 则 与 前 二 者 完全 不 朵 。 由 于 它 的 重要 性 我 们 将 
在 以 下 作 较 详细 的 描述 。 

很 早 以 前 就 已 经 知道 ， 一 个 n PMA KX 必 可 在 一 
2n+1 维 欧 氏 空间 中 线性 实现 ，Van Kampen 进一步 探讨 了 
K” 在 2n 维 欧 氏 空 间 R*" 中 线性 实现 的 问题 并 依 下 面 的 想法 来 
进行 : 

设想 把 一 个 n 维 有 限 单 纯 复 形 K"“ 尺 量 可 能 ”地 线性 实 
现 于 R” 中。 一 般 说 来 ， 我 们 自然 不 可 能 期 望 得 到 一 个 真正 的 
实现 ， 但 将 得 到 一 个 几乎 近似 于 真正 的 实现 。 换 言 之 ， 只 有 有 
限 多 个 “ 奇 点 ”的 近似 真正 实现 ， 这 些 奇 点 乃 是 K” 中 两 个 本 
不 相遇 的 n 维 单 形 放 入 R*" 中 后 可 能 有 的 交点 。 现 在 的 问题 
E: (i) 从 这 些 奇 点 的 探讨 是 否 可 以 导出 一 些 只 与 K 有 关 但 
与 方法 无 关 的 不 变量 ? Gi) 有 什么 方法 以 及 在 什么 条 件 之 下 可 
以 除去 这 些 奇 点 以 得 到 一 个 真正 的 〈 半 线性 ) 实现 ? 

为 此 设 K” 中 的 维 单 形 为 St. 天 ”中 两 个 没有 公共 顶点 
的 单 形 将 称 为 是 分 离 的 。 命 A 为 所 有 无 序 指数 偶 Ci, j) 的 

合 。 对 应 于 分 离 的 n ÆRE S 与 S? 所 成 的 偶 ， 作 一 整数 环 
上 的 癌 量 空间 工 ， 其 维 数 恰 为 A 中 元 素 的 个 数 。 于 是 工 PE 
一 向 量 可 表 作 一 组 整数 (az), XE (i, j) CA. X} K” 
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每 一 对 分 离 的 单 形 S* ! Bp sp 可 作 一 工 中 的 向 量 V = Cay) 
如 下 : WR i, j RAL REP, Aim j=l, 但 S3) aE 
S? 的 面 时 ， 即 置 cy = 0， 否 则 置 cz = +1 (符号 适当 地 选取 )。 
WR p-p 是 上 面 这 种 向 量 Vis 间 的 一 个 整 系数 线性 组 合 ， 则 
L 中 的 两 个 向 量 p、p 将 称 为 等 价 的 。 于 是 L 中 的 向 量 分 成 
了 若干 等 价 类 ， 任 一 K” 到 R** 中 依 前 面 所 说 的 那 种 近似 真正 
实现 ， 将 确定 一 工 中 的 向 量 p = Cai), 其 中 ai 为 S; 与 S? 在 
确定 定向 R*” 中 的 交 截 数 。Van Kampen 的 工作 指出 ， 不 论 K” 
到 R*”* 中 的 近似 真正 实现 如 何 ， 相 应 向 量 p 的 等 价 类 总 是 相同 
的 ， 因 之 是 复 形 K 的 一 个 不 变量 ， 而 这 给 出 了 上 面 问题 
Cl) 的 一 个 答案 ， 记 此 不 变量 为 V (K”")， 则 显然 有 下 面 的 
定理 。 

定理 4 (Van Kampen) 一 个 n 4A MASI K” 如 能 
在 R” PRES (或 甚至 半 线 性 实现 )， 必 须 有 

V (K”) =0 (5) 
( 即 等 价 类 V CK") @ A L 中 的 0 向 量 )。 | 

HOV (K") We CA K* 到 R?*"* 中 的 近似 真正 实现 
了 所 确定 的 同 量 zp， 可 以 视 为 是 f 成 为 一 个 真正 实现 的 某 种 
“阻碍 ”*”， 它 体现 了 f 与 一 真正 实现 之 间 差 距 的 某 种 度量 ， 因 
此 自然 地 引起 这 样 的 猜测 ， 即 V (K) 之 为 0 将 使 奇 点 的 除 
去 成 为 可 能 ， 以 致 条 件 (5) 不 仅 是 K” 可 线性 或 半 线 性 地 实 
现 于 尺 扩 中 的 必要 和 条件， 同时 也 是 充分 条 件 。 在 x >2 时 ， 
Van Kampen 也 曾 发 表 了 这 样 的 一 个 证 明 ， 但 其 中 一 个 根本 性 
的 错误 使 这 一 证 明 本 身 不 能 成 立 。 这 一 问题 因 之 虚 虹 直至 晚近 
始 获 解决 ， 这 在 下 面 还 将 论 及 。 

如 果 Van Kampen 只 考虑 了 复 形 在 欧 氏 空间 中 的 线性 或 半 
线性 实现 的 问题 ， 那 么 Whitney 与 Pontrjagin 在 考虑 微分 流 形 
在 欧 氏 空间 中 的 微分 实现 问题 时 ， 也 使 用 了 与 之 有 某 种 类 似 的 
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“阻碍 ”方法 。 例 如 ， 早 在 1936 年 时 ，Whitney 就 证 明了 一 个 
n 维 微分 流 形 M" 必 可 微分 实现 于 一 2n + 1 维 欧 氏 空 间 中 。 如 
果 我 们 尝试 把 M 尽 可 能 地 微分 实现 于 某 一 N 维 欧 氏 空间 中 ， 
而 六 委 22 时 ， 一 般 说 来 将 出 现 一 些 奇 点 ， 而 象 Pontrjagin 所 
证 明 的 那样 ， 这 些 奇 点 将 负载 某 些 下 闭 链 ， 它 们 的 对 偶 上 同调 
类 将 与 合理 地 选择 的 近似 真正 实现 无 关 而 为 流 形 不 变量 ， 在 后 
来 被 称 为 流 形 的 示 性 类 ， 它 们 包括 了 在 方法 正中 已 经 提 到 过 的 
Stiefel — Whitney 示 性 类 与 Pontrjagin 示 性 类 。 从 这 一 点 也 可 得 
出 定理 1 与 2 来 。 再 者 ， 在 N=2n H, M 到 R?*" 中 一 个 合理 
的 近似 真正 实现 将 只 有 一 些 孤 芯 的 奇 点 ， 而 除去 这 些 奇 点 的 一 
些 方法 使 Whitney 获得 下 面 的 且 同 样 已 成 为 经 典 的 定理 。 

定理 5 (Whitney) f£—- ” 维 微分 流 形 必 可 微分 实现 于 
R” 中 。 7 | 

象 由 Shapiro 与 作者 所 指出 的 那样 ， 在 n > 2 时 ， 这 一 
Whitney 的 方法 也 可 用 在 某 些 情况 下 移 去 一 个 n 维 复 形 到 R” 
中 一 近似 真正 半 线 性 实现 中 所 出 现 的 奇 点 ， 而 这 恰好 弥补 了 
Van Kampen 原 证 中 的 缺陷 ， 从 而 回答 了 在 上 述 情形 下 的 问题 
(H): 

定理 6 (Van Kampen 一 Shapiro - AX) 一 个 维 数 n 
>2 的 有 限 单纯 复 形 K", WR 

V (K”) =0, 
则 必 可 半 线 性 地 实现 于 Rp, 

应 该 提 到 ， 象 上 面 所 描述 的 由 Van Kampen 与 Whitney 所 
建立 的 基本 想法 ， 已 被 Haefliger 用 之 于 微分 流 形 微分 实现 问 
题 上 而 且 推 广 其 远 ，Haefliger 有 关 流 形 的 这 一 理论 ， 在 什么 程 
度 上 可 以 推广 到 可 宅 形 或 复 形 的 实现 问题 上 ， 乃 是 一 个 极 有 意 
义 的 课题 。 
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三 、 本 书 中 的 方法 


本 书 中 用 以 处 理 实现 问题 的 方法 ， 芮 基于 下 面 简 单 的 观 
Zz. 一 个 空间 X 到 另 一 空间 Y 中 的 (拓扑) 实现 ， 需 要 存在 
一 个 一 对 一 的 和 到 Y 中 的 映 象 f/， 以 致 f (CX) 在 f 下 与 X 拓 
扑 等 价 ， 这 样 一 个 实现 映 象 /， 因 之 是 一 个 “拓扑 ”的 连续 映 
象 ， 其 主要 的 特征 之 一 是 一 对 一 的 。 因 此 所 谓 实现 问题 是 一 
“拓扑 性 ”的 问题 ， 而 与 流行 于 代数 拓扑 中 大 部 分 问题 ， 主 要 
是 属于 “ 同 伦 性 ”的 问题 有 别 。 对 后 者 ， 由 于 主要 是 “ 同 伦 
性 ”的 ， 故 代数 拓扑 中 的 强 有 力 的 “ 同 伦 ”方法 ， 往 往 直接 可 
以 应 用 上 去 ， 而 对 前 者 则 否 。 为 了 要 克服 这 一 潜在 于 实现 问题 
中 的 困难 ， 必 须 找到 合适 的 方法 把 映 象 和 的 一 对 一 性 显露 出 
来 ， 然 后 再 使 用 通常 的 同 伦 方法 。 

为 此 我 们 引入 了 空间 之 * 与 人 +*， 各 由 的 所 有 有 序 与 
无 序 点 偶 C245 x2) 与 (zi, x2) Pa (x, xı) 所 组 成 ， 这 
里 zi、zzEX， 而 zi 天 zz。 试 考虑 从 了 依 同 样 方式 导出 的 空 
间 立 * 与 Y* ,， 于 是 一 个 实现 映 象 F: X> Y 将 自然 地 引出 
LAMPE: KX*>Y* SE: X*>y*, XEF (z, 2) = 
(f (21), f (x2)) SF lxi, z2] = [f (x1), f (z2)lo 
如 果 估 计 到 映 象 f 的 一 对 一 性 在 定义 F 与 F 时 即 已 用 到 ， 就 
不 难 引导 到 这 样 一 个 猜测 :即使 我 们 只 考虑 到 与 F 的 连续 性 ， 
也 要 比 只 考虑 f 的 连续 性 者 为 多 ， 而 这 仅仅 是 “ 同 伦 ” 方 法 
在 六 与 F 上 的 应 用 ， 这 就 可 给 出 X 到 YY 中 实现 可 能 性 的 一 些 
实质 性 的 线索 。 不 出 所 料 ， 真 正 的 情况 确 是 这 样 。 

事实 上 ， 试 记 义 * 到 XX* 以 及 Y* 到 Y* 的 自然 投影 各 为 
rz 与 xy， 则 有 以 下 作为 连续 映 象 的 可 交换 图 象 ， 其 中 所 与 下 
的 一 对 一 性 我 们 已 置 诸 不 顾 : 
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x* 


Y 
2 m C*) 
X * F Y * 
现在 的 问题 是 : 从 这 样 一 个 可 交换 图 象 能 得 出 些 什么 结论 呢 ? 

对 于 这 样 的 问题 是 有 现成 的 工具 可 用 的 。 显 然 久 * 是 义 * 
上 的 一 个 二 叶 要 过 空间 ， 其 覆 达 变 换 是 一 在 XX* 中 没有 定点 而 
周期 等 于 2 的 拓扑 变换 ， 于 是 P. A. Smith 的 著名 理论 指出 
对 这 样 一 对 空间 CX *, X*) 可 配 以 一 组 上 类 A” (X", 
X*) EH” (X*, Im), m20, XB Im SFRRRME 
2 整数 加 法 群 ， 视 m 为 偶数 或 奇数 而 定 。 由 于 X*L KA 
rz 都 完全 依赖 于 空间 X， 故 这 些 类 A” (X*, X*) 实际 上 
E X 自身 的 拓扑 不 变量 而 可 合理 地 使 用 下 面 的 记号 

OB" (X)=A™(X*,X*)EH"™(X* Inyo 

FAW E” (X) =0, BHAA i 宇 0 如 何 ， 都 有 
o”*' (X) =0, 因 之 可 引进 一 整数 了 (X) 或 +ceo， 使 其 为 使 
P (X) =0 的 最 小 整数 。 同 样 对 Y 也 可 定义 @"” (Y) 与 
I《(Y), 于 是 依 P. A. Smith 的 理论 从 可 交换 图 象 (* ) 可 
得 


F* ”( Y)= ”(X)o 

由 此 即 得 

定理 1 一 个 空间 X 如 果 能 拓扑 实现 于 一 空间 Y +, 则 必 
须 有 

I(X)<I(Y)。 

特别 ,在 Y 等 于 一 NN 维 欧 氏 空 间 RN 时 , 可 证 TCR)= 六 
一 1。 因 之 有 以 下 定理 作为 推论 。 

定理 2 一 个 空间 XX 如果 可 在 NN 维 欧 氏 空 间 RN 中 拓扑 实 
H, 则 必须 有 
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I(X)<N-1, 
或 即 | 
BN (X)=0. 
这 两 定理 虽然 是 P. A. Smith 理论 的 直接 推论 ， 却 是 我 
们 整个 理论 的 核心 。 值 得 注意 的 是 ， 这 些 定理 ， 尽 管 如 此 不 足 
道 ， 却 还 包含 了 象 $ 2 PEM Whitney. Thom, Van Kamp- 
en 等 人 的 主要 结果 作为 它们 的 特 款 。 更 精确 言 之 ， 我 们 有 以 
FHER (ps 表 模 2 约 化 )。 
定理 3 WR X 是 一 局 部 可 缩 的 紧 Hausdorff 空间 ， 且 有 
PN(X)=0, 则 有 
Sm'H’ (X, mod 2)=0,2i+r=N. 
定理 4 如 果 M” 是 一 n 维 微分 流 形 ， 且 有 p8” (M”) 
=0, W 
W*(M")=0, k >N -n 时 。 
定理 5 一 个 n 维 有 限 单纯 复 形 K" 的 Van Kampen 不 变 
量 V(K")， 如 果 适 当地 给 以 诠释 ， 即 为 上 类 p” (| K"|)。 
最 后 一 个 定理 说 明 n ERE K” AEX D?” (K|) 可 以 
诠释 为 K” 到 R”? 中 线性 或 半 线 性 实现 的 茶 种 阻碍 ， 对 于 其 他 
的 那些 类 p” (| K"|) 也 同样 ， 而 这 给 出 了 这 些 到 一 类 的 一 个 
阻碍 理论 ， 这 一 理论 由 作者 也 由 Shapiro 所 建立 。 特 别 是 ， 象 
在 $2 中 及 其 末 所 叙述 的 那样 ，Van Kampen 的 方法 配合 着 
Whitney 的 一 个 方法 ， 足 以 移 去 Van Kampen 原 证 中 的 一 个 缺 
陷 ， 而 与 $2 的 定理 5 相 结合 时 ， 可 用 以 证 明 下 面 的 
定理 6 一 个 维 数 n >>2 HARARE K” 在 R*" 中 可 拓扑 
LAHTER p” (|K"|) =0。 
应 该 提 到 上 面 的 简要 理论 可 以 循 着 种 种 不 同 的 方向 加 以 推 
广 。 首 先 ， 不 仅 可 以 考虑 实现 或 嵌入 问题 ， 还 可 用 同样 方法 来 
考虑 局 部 实现 或 浸入 以 及 同 痕 等 问题 ， 并 可 获得 与 定理 6 相当 
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的 类 似 结果 。 其 次 ， 与 空间 X 相配 的 空间 X * 可 视 为 由 一 两 个 
点 组 成 的 标准 空间 Z 到 XX 中 所 有 拓扑 映 象 所 构成 的 一 个 空间 
T (Z，X)。 于 是 不 用 这 一 Q 以 及 Z 到 X 中 的 拓扑 映 象 作为 
标准 空间 与 标准 映 象 ， 我 们 也 可 使 用 其 他 的 标准 空间 作为 Z, 
也 可 用 其 他 类 型 比 拓扑 映 象 更 灵活 的 映 象 来 定义 (Z, X) 
例如 在 本 书 中 我 们 即 考虑 了 对 任意 质数 p，Z 是 由 pp 个 点 所 成 
的 空间 以 及 Z 等 于 碟 形 等 这 些 情形 。 最 后 ， 在 某 些 o” (X) 
=0 时 并 可 发 展 一 个 二 阶 阻碍 的 理论 ， 这 在 X 等 于 微分 流 形 
的 情形 已 证 实 是 富有 成 果 的 ， 但 由 于 这 一 理论 正 处 于 发 展 过 程 
中 ， 故 本 书 不 得 不 割爱 。 对 此 有 兴趣 的 读者 ， 可 参看 在 《中 国 
科学 》1964 年 度 中 发 表 的 后 景 中 与 作者 的 有 关 短 文 。 


四 、 本 书 的 结构 


RBH CE, ite nae 


B 

ani C=, 

aH ee 
ER Ag a o 

周期 变换 


第 三 章 在 全 书 中 占据 着 中 心 的 位 置 。 它 叙述 了 所 使 用 的 一 
般 方法 ， 说 明了 有 关 的 基本 概念 ， 并 提出 了 研究 各 类 问题 的 基 
本 不 变量 ， 即 研究 嵌入 问题 的 B,- 类 ， 研 究 浸入 问题 的 更 -类 


以 及 研究 同 痕 的 国 - 类 等 。 第 一 、 二 两 章 比较 说 来 是 属于 准备 
性 质 的 ， 前 者 指出 了 在 第 三 章 中 所 引进 的 那 种 基本 不 变量 的 特 
性 ， 邑 拓扑 不 变 但 非 同 伦 不 变 的 那 种 性 质 ， 并 叙述 了 构成 具有 
这 种 特性 的 不 变量 的 一 个 一 般 方 法 ， 后 者 则 介绍 了 关于 周期 变 
换 在 没有 奇 点 情形 下 的 P. A. Smith 的 理论 ， 它 给 出 了 工具 
223 


以 构成 对 我 们 来 说 是 重要 的 那些 基本 不 变量 。 

最 后 四 章 中 主要 介绍 第 三 章 所 述 一 般 方法 的 应 用 。 第 四 章 
引进 了 同调 运算 ， 与 通常 方法 不 同 而 仍然 依据 于 P. A. Smith 
关于 周期 变换 的 理论 ， 通 过 这 些 运 算 表 达 出 符 入 与 浸入 的 某 些 
条 件 ， 特 别 是 因此 证 明了 §2 中 Thom 的 定理 3 以 及 $3 中 的 
定理 3。 第 五 章 包括 了 Van Kampen ABHRERA, BAS 
同 痕 方 面 的 推广 ， 依 据 这 一 阻碍 理论 将 在 第 六 章 中 证 明 ， 在 一 
般 情 形 时 用 我 们 的 基本 不 变量 来 表达 的 那些 必要 条 件 ， 在 某 些 
临界 情形 下 同时 也 是 充分 的 。 最 后 一 章 则 致力 于 流 形 的 戏 入 、 
浸入 与 同 痕 问 题 ， 我 们 不 仅 证 明了 Whitney 的 那些 定理 ($2 
的 定理 1 与 2)， 并 证 明了 各 种 条 件 。 即 象 第 三 章 中 用 本 书 的 
基本 不 变量 所 表达 的 条 件 ， 象 第 四 章 中 用 同调 运算 表达 的 条 
件 ， 以 及 在 未 一 章 中 用 示 性 类 来 表达 的 那些 条 件 ， 在 组 合流 形 
的 情形 下 恰恰 是 彼此 等 价 的 。 

应 该 提出 ， 我 们 所 考虑 的 问题 主要 是 8 I 的 问题 工 与 工 ， 
面 问题 亚 实 际 上 并 未 触及 ， 即 使 是 Whitney 的 定理 以 及 各 种 条 
件 的 等 价 关 系 ， 我 们 也 是 就 组 合流 形 的 拓扑 嵌入 与 线性 嵌入 等 
等 这 些 情形 下 来 考虑 的 ， 而 不 是 考虑 微分 流 形 的 微分 嵌入 等 等 
情形 ， 因 此 整个 处 理 方式 可 以 说 是 初等 性 质 的 ， 唯 一 的 例外 或 
许 是 第 六 章 的 片段 以 及 第 七 章 的 $5。 事 实 上 ， 微 分 流 形 的 微 
分 代 入 等 问题 需 用 的 方法 与 工具 和 本 书 中 所 使 用 者 相距 甚 远 ， 
也 因为 这 一 原因 我 们 完全 把 它 略 去 了 。 

在 本 书 之 末 又 附 入 了 一 些 历史 性 注释 ， 对 于 有 关 的 历史 发 
展 以 及 与 其 他 理论 的 联系 作 了 一 些 说 明 。 

作者 非常 感谢 许多 同志 的 帮助 ， 特 别 应 该 提 到 北京 大 学 的 
庆 山 涛 教授 与 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 已 故 岳 景 中 同志 。 对 于 前 
者 ， 作 者 曾 借用 他 不 少 重要 的 想法 并 贯穿 于 全 书 之 中 ， 而 且 在 
第 七 章 中 占 着 重要 地 位 的 吴 振 德 的 工作 ， 是 在 廖 先 生 的 协助 指 
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导 下 完成 的 ; 对 于 后 者 ， 作 者 曾 与 他 有 过 不 少 可 贵 的 讨论 ， 而 
且 第 五 章 中 一 个 重要 定理 由 他 给 出 了 一 个 简单 漂亮 的 证 明 ， 并 
得 到 他 的 允许 而 插入 本 书 中 。 此 外 ， 作 者 还 愿意 提 到 李 培 信 、 
江 嘉 和 不 、 熊 金城 与 诺言 林 等 间 志 ， 他 们 都 是 在 中 国 科学 院 数 学 
研究 所 工作 ， 与 作者 共事 。 
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印刷 电路 与 集成 电路 中 的 布线 问题 


作为 《可 剂 形 在 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 》 示 峰 类 理论 的 一 
个 实际 应 用 ， 本 文 介绍 了 印刷 电路 与 集成 电路 的 布线 问题 。 集 
成 电路 是 60 年 代 的 产物 ，70 年 代 则 发 展 为 大 规模 的 集成 电路 
(LSI)， 它 的 出 现 改变 了 电子 计算 机 的 设计 思想 。 在 应 用 分 离 
元 件 的 时 代 ， 一 个 主要 的 设计 要 求 是 力求 采用 最 少量 的 元 件 与 
电路 ， 而 现在 则 已 认识 到 主要 矛盾 在 于 LSI 间 的 连接 而 非 元 
件 与 电路 的 数量 。 丢 开 有 关 元 件 与 电路 图 形 的 几何 尺寸 以 及 性 
能 与 工艺 等 因素 不 计 ， 则 连接 问题 或 所 谓 布 线 问题 在 数学 上 可 
归结 为 一 个 线 图 在 一 个 或 几 个 平面 中 的 虑 入 与 相连 的 问题 。 国 
外 有 些 专 著 把 这 一 问题 视 为 未 来 新 型 计算 机 设计 成 败 的 关键 ， 
虽 言 之 过 其 ， 但 自 60 年 代 初 以 至 最 近 ， 国 外 每 年 都 有 不 少 文 
献 探讨 这 一 数学 问题 ， 这 决 不 是 偶然 的 。 就 作者 查 到 的 文献 来 
说 ， 国 外 远 未 解决 这 一 已 化 成 数学 形式 的 问题 ， 更 不 用 说 需要 
考虑 性 能 工艺 以 及 多 快 好 省 等 其 他 许多 因素 了 。 

作者 在 1966—1967 年 闻 ， 从 示 嵌 类 理论 入 手 ， 部 分 解决 
了 上 述 问题 ， 至 1973 年 算是 彻底 解决 了 数学 方面 的 问题 ， 并 
脱离 了 示 赚 类 理论 这 一 框框 ， 所 得 结论 与 使 用 方法 曾 用 简报 形 
式 发 表 于 《科学 通报 》1974 年 第 5 期 226 一 228 页 ， 题目 是 
《线性 图 的 平面 嵌入 》。 本 文 是 这 一 简报 的 详细 论述 。 欢 迎 有 关 


* 本 文摘 自 CRBS RE POM) ( 匡 文 俊 著 )， 科 学 出 版 社 ， 
1978 年 。 
226 


同志 把 本 文 与 国外 类 似 文献 进行 分 析 比 较 ， 以 资 鉴别 ， 并 提出 
批评 意见 。 由 于 作者 接触 实际 少 ， 更 乏 实 践 经 验 ， 同 时 写作 时 
间 人 仓促， 在 问题 的 提 法 与 解法 要 求 上 与 实际 情况 有 所 出 入 是 很 
自然 也 是 难免 的 ， 忠 盼 有 关 同 志 指 出 缺点 错误 ， 并 提出 新 的 问 
题 ， 以 便 作 更 进一步 的 深入 考虑 。 


一 、 问 题 的 提出 
1. 问题 的 背景 与 来 历 


集成 电路 的 出 现 产生 了 第 三 代 计 算 机 系统 ， 而 大 规模 集成 
电路 的 迅速 发 展 又 促进 了 第 四 代 计 算 机 的 出 现 ， 印 刷 电 路 或 集 
成 电路 以 及 大 规模 集成 电路 把 大 量 元 件 或 /与 门 电路 构成 于 一 
块 半导体 片上 。 在 这 些 元 件 或 /与 门 电 路 间 用 导线 相连 ， 即 所 
谓 布 线 或 互 连 。 由 于 这 些 导 线 不 能 相互 交叉 ， 因 此 ， 即 使 在 极 
简单 的 情形 ， 要 在 一 个 平面 上 实现 布线 也 往往 是 不 可 能 的 。 为 
此 ， 元 件 或 /与 门 电路 间 的 相互 布线 一 般 说 来 至 少 需 要 两 层 才 
行 。 这 样 就 必须 采用 多 层 布 线 ， 利 用 通 孔 将 不 同 两 层 上 的 布线 
连接 起 来 ， 或 则 采取 跨 接 与 穿 接 的 办 法 来 避免 不 应 有 的 交叉 。 

究竟 元 件 或 /与 门 电路 应 如 何 配置 ， 各 层 上 的 导线 应 如 何 
布设 ， 不 同 层 间 应 如 何 通 孔 连 接 ， 或 应 在 何 处 跨 接 穿 接 ， 即 现 
在 所 称 布 线 问 题 的 主要 内 容 。 自 然 ， 在 这 里 我 们 将 元 件 或 /与 
门 电 路 的 形状 大 小 ， 以 及 导线 的 粗细 长 短 与 是 否 过 密 等 这 一 类 
内 容 已 略 去 不 加 考虑 ， 更 不 用 说 牵涉 到 电路 性 能 这 一 类 内 容 
Ts 

作为 一 个 简单 的 实例 说 明 ， 试 考虑 图 1 所 示 一 个 通用 的 触 
发 器 电路 。 电 路 中 有 : 

晶体 管 2 (T1—2); 
二 极 管 8 (D1 一 8); 
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电 阻 10 (R1—10); 
H #44 (C1 一 2); 

以 及 电阻 二 极 管 元 件 组 4 (DR1 一 4)。 

KMO, O-OAMHZHE, ©, OAM, Q 
5Q, CP ANAM, SSR 各 为 置 位 与 复位 端 。 

显然 ， 这 样 一 个 电路 要 配置 在 同一 平面 层 上 是 不 可 能 的 。 
由 于 电源 与 地 线 一 般 布设 在 与 逻辑 线 不 同 的 平面 层 上 ， 因 而 可 
把 这 些 端 线 以 及 直接 相连 的 元 件 略 去 而 只 考虑 所 得 如 图 2 所 示 
简化 后 的 电路 即 可 。 

粗略 看 来 ， 如 果 我 们 将 原 给 电路 图 1 或 简化 后 图 2 中 的 所 
有 横 回 导线 布设 在 一 平面 上 ， 所 有 纵 癌 导线 布设 在 另 一 平面 
上 ， 再 按 导线 相 接 处 用 通 孔 相连 ， 则 理论 上 任何 复杂 的 电路 图 
只 需 用 两 个 (或 三 个 ) 平面 层 就 可 完成 布线 了 。 但 这 样 通 孔 数 
目 将 不 必要 地 过 多 ， 而 通 孔 的 存在 正 是 使 集成 电路 性 能 与 成 品 
率 大 为 降低 的 重要 因素 之 一 。 因 之 这 种 做 法 不 能 符合 实际 需求 
而 需 另 砚 途 径 。 这 正 是 问题 之 困难 所 在 。 

仍 回 到 前 面 图 2。 注 意 各 输入 输出 端 需 配置 在 平面 层 的 边 
缘 上 ， 又 在 彼此 相连 县 无 元 件 阻 隔 的 导线 上 电位 到 处 相同 ， 这 
些 电 位 在 图 中 记 作 V4 一 14 (在 原 电 位 图 1 中 电位 为 V0 一 
18)。 由 于 不 考虑 元 件 的 几何 形状 与 大 小 ， 我 们 可 把 这 一 简化 
电路 图 改 成 图 3 那样 的 线 图 ， 其 中 各 元 件 与 电位 都 用 点 表示 ， 
B 点 则 代表 边缘 。 容 易 看 出 ， 简 化 电路 的 布线 问题 与 这 一 线 
图 的 布线 问题 完全 等 价 。 解 决 了 后 一 问题 ， 即 可 获得 原来 问题 
的 解决 方法 。 较 详细 的 说 明 可 参阅 例如 “Goldstein-Schweik- 
ert, Bell System Technical Journal, 52 (1973), 135”. 

显然 ， 即 使 象 图 3 那样 简单 的 线 图 ， 要 布设 在 同一 平面 层 
中 也 是 不 可 能 的 。 为 了 避免 出 现 不 应 有 的 交叉 ， 必 须 放 弃 若 干 
连 线 ， 把 它们 布设 在 另 一 个 (必要 时 另 几 个 ) PRL, BA 
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通 孔 或 跨 接 穿 接 与 其 它 部 分 连 上 。 但 究竟 应 放弃 哪些 连 线 ， 使 
余 王 的 部 分 可 布设 在 同一 平面 层 上 ， 且 其 具体 的 布设 方法 如 
何 ， 致 使 通 孔 或 跨 接 穿 接 的 数目 尽量 减少 ， 则 决 不 是 一 个 简单 
的 问题 。 象 上 面 这 种 简单 的 实例 ， 固 然 不 难 通过 尝试 与 错误 
(trial and error) 的 办 法 来 做 出 布线 方案 ， 但 对 于 一 个 包括 成 
百 上 千 个 元 件 或 /与 门 电路 甚至 更 多 的 复杂 情形 ， 则 如 果 没 有 
一 个 切实 可 行 的 方法 指导 系统 地 进行 布线 ， 言 目的 尝试 将 是 不 
可 能 的 。 就 作者 所 知 ， 至 少 从 国外 公开 发 表 的 资料 看 来 ， 文 献 
虽 多 ， 但 问题 远 没 有 解决 。 

本 附录 的 目的 ， 在 于 给 出 彻底 解决 上 述 布线 问题 的 一 个 切 
实 可 行 的 方法 ， 所 用 通 孔 数目 也 将 大 量 减 少 ， 虽 不 能 保证 达到 | 
最 小 限度 。 

如 所 周知 ， 多 层 布线 技术 是 大 规模 集成 电路 中 较 关键 的 技 
术 ， 导 线 布设 是 印刷 电路 板 设 计 最 中 心 的 问题 ， 大 规模 集成 电 
路 技术 的 最 后 成 败 将 取决 于 这 方面 的 进展 和 革新 。 而 且 ， 由 于 
大 规模 集成 电路 互 连 的 复杂 性 ， 还 需要 一 定 的 自动 布线 方法 。 
自动 化 布线 问题 的 解决 ， 将 使 一 台大 型 计算 机 的 设计 工作 ， 只 
要 把 一 些 必需 的 逻辑 方程 式 送 入 一 台 较 小 的 计算 机 ， 就 可 坐 而 
待 成 ， 而且 能 高 速度 地 把 设计 方案 传送 出 来 。 我 们 认为 ， 本 附 
录 不 仅 提 供 了 这 样 做 的 原则 与 方法 ， 而 且 这 个 方法 是 切实 可 行 
的 。 我 们 希望 在 不 久 将 来 看 到 这 个 方法 的 具体 实施 。 


2. 问题 的 数学 形式 


从 上 节 已 知 集成 电路 的 布线 问题 可 化 为 把 线 图 布线 于 平面 
中 的 数学 问题 ， 本 节 将 这 一 数学 问题 以 较 明确 的 形式 重 述 于 
下 ， 首 先 说 明 用 到 的 一 些 词汇 与 符号 。 

所 谓 一 个 线 图 G， 是 指 一 些 点 ( 称 为 项 点) 以 及 这 些 顶 
点 之 间 的 某 些 连 线 ( 称 为 棱 ， 所 连 的 顶点 称 为 棱 的 端点 ) 所 构 
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成 的 图 形 。 在 试图 将 G 画 入 平面 中 时 ， 规 定 每 一 棱 都 画 成 一 
个 线段 或 一 个 不 自 交 也 不 首尾 相 接 的 折线 ， 例 如 ， 一 个 棱 可 画 
成 下 面 的 形状 : 


了 22,8 
Pf 


我 们 规定 ， 将 G 画 入 平面 时 限于 下 面 的 方式 : 对 G 中 任 
意 两 棱 ， 画 入 平面 后 的 折线 ， 除 原来 可 能 有 公共 端点 之 外 ， 只 
能 在 相遇 处 相 截 ， 即 相遇 之 处 不 在 折线 的 转折 处 ， 而 在 折线 中 
段 ， 且 在 该 相遇 处 相交 成 角 。 记 画 入 的 方式 为 f, ME 了 为 
G 在 平面 中 的 一 个 浸入 ， 记 作 f:G CFM. 

所 谓 线 图 G 在 平面 中 布线 ， 是 指 将 G 如 实地 画 在 平面 之 
中 ， 即 不 相遇 (或 只 有 端点 公共 ) 的 楼 画 入 后 的 折线 也 不 相遇 
《或 只 有 相应 器 点 公共 )。 这 一 般 是 不 可 能 的 。 如 果 可 能 ， 我 们 
就 说 G 能 在 平面 中 布线 ， 或 G RRA, ii G RAT 
面 性 。 仍 把 画 入 的 方式 记 作 f, ME f 是 G 在 平面 中 的 一 个 
KA, FACS f: GCC 平面 来 表示 。 显 然 嵌 入 也 是 一 个 浸入 ， 
(AIL A ARID FER A © 

如 有 果 工 是 G 的 一 个 子 图 ,在 把 G 画 入 平面 成 为 一 个 浸入 
时 , 对 工 来 说 是 一 个 嵌入 ,但 对 于 在 G 中 而 不 在 了 中 的 那些 棱 
来 说 , 画 入 后 至 多 除 原 有 可 能 的 公共 端点 外 都 不 再 与 工 相遇， 
则 称 这 一 画 法 了 为 相对 于 工 的 浸入 , 记 作 f:G OF. 
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RAR G 具有 平面 性 而 f/，g 是 两 个 嵌入 。 如 果 在 f，& 
下 各 校 画 成 的 折线 形状 长 短 各 不 相同 ， 但 相互 位 置 关 系 相仿 ， 
则 我 们 将 运 直 视 f. g 为 相同 的 欣 入 而 不 加 区 别 。 例 如 ， 有 四 
个 顶点 0，1，2，3 以 及 三 个 棱 01，02，03 的 入 字形 线 图 ， 可 
URA RME 5 RAR BRS PPE. SEERA MBA FLA SAP 
H RA ABT : 


图 6 
但 如 果 把 以 上 各 图 中 的 1, 2A ARH, MEERA 
彼此 相同 ， 而 与 以 前 诸 代 入 相 异 ， 易 知 入 字形 线 图 的 不 同 嵌 入 
te 6 的 两 种 。 
设 工 是 G 的 子 图 而 f，g ÆG 相对 于 工 的 两 个 浸入 ， 如 
果 在 上 面 意义 下 f, g 限制 在 TT ORAL, WPK f, g 
相对 于 工 是 相同 的 浸入 。 
af, g ÆG HARA, Wicd f~e. € f, g 相对 
于 了 是 相同 的 浸入 ， 则 记 作 f~go 
就 本 附录 有 关 的 布线 或 嵌入 问题 来 说 ， 不 妨 对 线 图 G 作 
以 下 限制 ， 以 后 不 再 交待 。 
限制 (1) G 是 连通 的 ， 即 G 不 能 分 解 成 两 个 没有 顶点 
公共 的 子 图 ， 或 即 对 任 两 顶点 在 G 中 至 少 有 首尾 相继 的 一 组 
棱 构 成 一 个 连接 这 两 顶点 的 通道 。 
限制 (2) G 不 能 分 解 成 两 个 只 有 一 个 顶点 公共 的 子 
图 。 
限制 (3) G 中 连接 两 个 顶点 的 楼 至 多 只 有 一 个 。 
235 


于 是 ， 以 印刷 电路 或 集成 电路 布线 为 背景 的 数学 问题 可 概 
括 为 关于 线 图 的 以 下 几 个 问题 : 

(1) 平面 化 问题 。 

KAA G 的 诸 棱 中 挑 出 一 部 分 ( 称 为 非 平 面 性 部 分 )， 使 


平面 中 。 

(2) Beet RAMA IB. 

BARA FRO Pa aa EAE G, 
给 出 在 平面 中 具体 嵌入 的 方法 。 

(3) 布线 或 嵌入 分 类 问题 。 

对 能 幅 入 的 线 图 ， 将 所 有 可 能 的 不 同 幅 入 方法 列举 出 来 进 
行 分 类 。 

为 解决 以 上 诸 问 题 ， 须 先 在 理论 上 给 出 一 个 线 图 可 在 平面 
上 布线 或 具有 平面 性 的 判 准 。 这 样 的 判 准 还 须 是 切实 可 行 的 ， 
即 可 表达 成 带 有 程序 性 的 算法 ， 以 致 所 有 挑 出 非 平面 性 部 分 以 
及 将 所 余部 分 具体 布线 的 方法 都 可 编 成 程序 ， 因 而 得 以 在 电子 
计算 机 上 给 出 具体 方案 。 最 后 这 一 步 将 称 为 机 器 化 问题 。 

上 述 整 个 问题 可 表达 成 下 图 所 概括 的 几 个 部 分 ， 解 决 办 法 
见 以 后 各 节 。 

诸 问 题 的 解决 途径 约略 可 说 明 如 下 。 

一 个 没有 回路 (也 称 闭 图) 的 线 图 称 为 一 个 树 形 。 树 形 之 
能 嵌入 平面 是 显然 的 ， 而 一 个 一 般 线 图 G 之 所 以 不 能 嵌入 平 - 
” 面 主要 是 由 于 G 中 有 着 众多 回路 所 引起 ， 因 之 我 们 的 方法 在 
于 在 G 中 任意 选择 一 个 尽 可 能 大 的 树 形 T， 称 .T 中 的 校 为 树 
棱 ，T 外 的 棱 为 外 棱 ， 先 将 T 用 例如 方式 了 任意 贱 入 平面 ， 
再 将 诸 外 棱 逐 一 添 入 以 考查 是 否 能 扩充 为 整个 G 的 嵌入 。 必 
要 时 放弃 若干 外 棱 并 改变 T HERRAS, MEP ARAT 
能 。 
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I I É V 
— 平面 性 判 准 | 平面 性 算法 | A 平面 化 
N 
平面 性 部 RERA 
图 7 


在 第 二 部 分 中 我 们 对 树 形 的 柳 入 进行 了 分 类 。 第 三 部 分 分 
析 了 一 般 线 图 G 在 所 择 树 形 工 已 嵌入 后 扩充 为 G 的 代入 时 所 
遇 到 的 了 矛盾， 由 此 获得 G 具有 平面 性 的 判 准 与 算法 ， 并 给 出 
了 图 7 中 问题 [ ， 开 ， 焉 的 解答 。 第 四 部 分 则 给 出 将 所 余 平 
面 性 部 分 借入 平面 的 具体 作法 ， 即 解答 问题 人 。 最 后 ， 第 五 部 
分 列举 了 所 有 可 能 的 具体 氮 入 。 

我 们 的 解决 方法 都 切实 可 行 且 带 有 程序 性 ， 因 而 可 据 以 机 
器 化 。 其 中 一 部 分 已 由 数学 研究 所 吴 方 同 志 帮 助 编 成 程序 并 在 
DJS -21 机 上 试 过 ， 其 余部 分 则 尚 在 编 试 中 。 


二 、 树 形 的 区 入 问题 
1. SAAC RA 


问题 £ T EWE, UT 必 可 嵌入 平面 ， 但 可 有 多 种 
不 同 的 嵌入 方法 。 例 如 一 个 H 图 形 可 如 图 8 有 4 ART AR 
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入 法 ， 依 次 记 为 f, Po Po ft: 


te ts 
Afi: f?: t, 
ts Ly 
z3 Ly 
f A f' 
te ts 
图 8 
又 如 一 个 X 图 形 如 图 9 有 6 种 不 同 的 嵌入 法 ， 依 次 记 为 g', 
go 


问 对 任 一 树 形 T, WECM ARATE. 
剖析 考虑 T 的 任 一 顶点 v 与 以 wv 为 端点 的 任 三 〈( 依 一 
定 次 序 排列 的 ) PR ti, tj, tro RRCA-THRA, icf 
(tis tjs too PIN H 图 形 中 ， 有 三 楼 组 (ti, to, t3) 与 
(tis Le, ts), E X 图 形 中 有 三 棱 组 «ti, f2; t3), (tis t2, 
ty), (ty, t3, ta)», (ta t3, td. FER HJ ZPR HAA h AEA 
中 三 个 楼 改变 排列 次 序 而 得 ， 可 以 不 再 考 虚 。 
ER AX ETCH., DEIRA Cti tjs ta) BH 
三 个 楼 ti, tj, t 在 f 下 绕 w WERE IRIF E CE h BAY 
是 顺 钟 向 的 ， 例 如 对 H 图 形 的 嵌入 SL. -. f, AERAR 
向 的 顺 反 可 列表 如 下 : 
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H 图 形 三 核 组 旋 向 顺 反 表 


| 


(ti, las ts) 


7 图 9 
同样 对 X 图 形 有 下 表 
BRAATRA f: 芽 性 平面 与 :TC 平面 是 否 相 同 可 由 各 
SRE f 下 与 在 了 下 的 旋 向 是 否 相 同 来 加 以 区 别 。 由 于 旋 
向 恰 有 顺 反 两 种 不 同情 形 ， 阁 可 用 一 个 模 2 数 (0 或 1) 来 标 
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志 其 不 同 。 为 此 ， 对 任 一 艇 入 fF: 工区 平面 与 三 校 组 (ti, tjs 
ta? 引入 一 旋 向 数 Fie > 使 
X 图 形 三 棱 组 旋 向 顺 反 表 


Jik T 


1, Lis Lis tp HE f TAKIME m he FS AS 
对 (i, j, k) 的 一 个 排列 P= | ia BRA 
i J 


Jij ft Ep 


y 
Ha 


一 一 


Ep 


bi p 是 偶 排 列 时 ， 
1, p 是 奇 排列 时 。 

对 于 所 有 的 三 棱 组 〈(z;，z;，z)， 这 些 相 应 的 旋 向 数 或 简 
PRIER 构成 一 个 模 2 数组 。 在 五 图 形 为 (相差 一 排列 的 诸 
三 棱 组 只 保留 其 中 一 个 ， 下 同 ) : 

(fi23, fias) - 
MPR fo, fi, ARARA 
(0, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0). 
同样 ， 对 X AERA g :XC 平面 下 有 一 相应 旋 数 组 
(21235 £1249 £134» £234) - 
对 于 车 入 g ,…, g", 这 一 数组 依次 为 
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(0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), 
CT; 05.05. 1); (Ts l-00); 
(0, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1). 

GRR, SMFS T, ARORA 将 有 不 同 的 
旋 数 组 。 例 如 H 图 形 的 不 同 甬 入 恰 与 不 同 的 旋 数 组 相对 应 ， 
其 种 数 为 2* = 4。 但 并 不 是 每 一 个 数组 都 是 某 一 舱 入 的 旋 数 
组 ， 例 如 对 X 图 形 ， 数 组 (gi123, Ziz S134» S234) 可 取 2* = 16 
种 不 同 的 组 值 ， 但 实际 上 只 有 6 种 组 值 才 能 成 为 栓 入 的 相应 旋 
数组 。 这 说 明 这 些 旋 数 间 必 须 满 足 某 种 制约 关系 。 从 上 表 可 
和 项， 一 个 关系 是 | 

£123 + £124 t B134 + £234 = 0 
或 

£123 二 8124 + F134 + B234o 
因而 gi 由 glz4，g&134，g8234 完 全 确定 。 这 反应 了 如 下 事实 : 
把 z, 的 位 置 固定 ， 则 zi, t2, t3 中 任 两 棱 与 t, 的 旋 向 如 果 已 
定 ， 即 giz» gias 8234 的 值 已 定时 ，t1，:2。，i3 的 旋 向 完全 确 
Æ, BẸ eo 的 值 也 因 之 而 定 。 但 除了 上 述 关系 外 ， ( giz4， 
£134 2234) 的 值 也 不 是 完全 任意 的 ， 因 为 它们 有 L = 8 种 不 
同 的 组 值 ， 而 嵌入 的 方法 只 有 6 种 。 这 说 明 glz24，g134， 2234 
还 有 其 他 必须 满足 的 关系 。 在 解决 这 一 问题 之 前 ， 我 们 先 引 入 
树 根 的 概念 ， 以 使 问题 简化 如 下 。 

ERRE T 的 一 个 自由 端 O， 称 之 为 树 根 ， 于 是 任 一 不 
同 于 O 的 顶点 v， 在 树 形 中 自 v ZO 恰 有 一 通道 ， 记 之 为 
P,。 在 通道 P, 上 以 v 为 端点 的 树 棱 记 为 1:,。 设 tis tj N 
T 中 以 v 为 前 端 〈 即 自 O 出 发 到 上 所 时 先 到 达 的 端点 ) 的 任意 
= (R 10), BRIKI, for fojo foiko Sok CERK : 

Tam Fo * Jart Ioke 
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图 10 
因而 对 于 刻 划 树 形 的 刻 入 ， 可 易 数 组 (fi) 为 个 数 较 少 的 数 
组 (f;;)。 为 此 ， 我 们 将 fi; 简化 记号 为 
fv = fi 


这 里 
J ts 
H 
o fO tostio ES 下 有 反 钟 问 排列 时 ， 
fa “+ ty, t;,t; 在 ff 下 硕 钟 向 排 列 时 。 

仍 称 户 为 旋 数 (相对 于 选 定 的 树 根 O 而 言 )。 这 些 旋 数 构 
成 一 个 旋 数 组 〈 广 )， 在 组 中 每 一 对 以 同一 顶点 作为 前 端的 两 
个 树 棱 ti t 保留 了 一 个 旋 数 KG. FIM, EH APR, 
的 自由 端 为 树 根 DO， 在 X 图 中 取 z WAAR DO， 则 对 
mA F HORRY g: XCPHHAHMRAAD SRY 

(fiss 5) 与 (gz3, B24> £34) 0 - 
综合 上 述 ,于 是 有 正面 的 绪论 。 

RHA ”对 于 树 根 为 O 的 树 形 工 , 任 一 艇 入 f 确定 一 组 
WACS) PARA f,g : 工 己 平面 是 否 相 同 可 视 相 应 旋 数 组 
(fi;) 与 (gi) 的 完全 相同 与 否 而 定 : 


f~gS(f;)= (g) 


以 下 假定 T 的 树 根 O 已 选 定 ,所 有 旋 数 均 对 选 定 的 树 根 
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2. BAKR (特殊 情形 ) 


问题 Br, t ， 忆 为 以 同一 顶点 v 为 前 端的 任 三 树 楼 ， 
由 于 fy;，fix，fri 的 每 一 数 均 可 为 0 或 1， 故 数组 CS. Sia 
fe) 可 有 8 种 不 同 的 组 值 ， 但 t, t t Ef FAA EE R 
A 6, TAM (fas fe Su) 的 8 种 组 值 中 至 少 有 两 种 实际 
上 不 可 能 出 现 。 换 言 之 ,在 启 ，fix，fi 间 必然 存在 某 种 关系 
作为 制约 ， 试 求 这 种 关系 的 具体 表达 形式 。 

(特殊 ) 旋 数 术 ” 若 树 棱 刀 ,与 , 大 以 同一 顶点 为 前 端 , 则 置 

Qia CS) = Fifa + ffi t frifri 


且 满 足 这 一 关系 的 不 同 数组 ( 户 , Sr fii) 恰 有 6 个 ,各 与 tis tj, 
ts 在 平面 中 6 个 不 同 的 确定 旋 向 相对 应 。 

注释 ”如 前 记 自 v EWRO 通道 P 上 以 v 为 端点 的 树 棱 
J t,o ÆRA f FB t, 起 作 反 钟 向 旋转 时 z,,z, ta 的 次 序 可 有 
6 种 不 同方 式 , 记 其 相应 方 等 值 列 作 下 表 。 


rm e a 
ae ee 


时 , 必 有 


从 表 中 可 看 出 , (Sys je Sai) DRERI AR 


Oo | 
今 尝 试 作 fys fins fi 的 代数 式 F( 系 数 是 模 2 数 ), 使 对 前 6 
组 值 都 有 下 = 1 而 对 后 二 不 可 能 取 的 数组 有 下 二 0。 显然 下 不 
ERA fi. i, ;的 一 次 式 。 其 次 对 二 次 式 进行 尝试 , 此 时 二 次 
项 
F; = fis, fr = fas Sis = Seis 
而 对 上 8 个 数组 的 二 次 项 ff 等 值 依次 可 列 成 下 表 : 


由 表 知 合 于 条 件 的 一 个 代数 式 是 
fafin StS ii T Fit rjo 
术 文 中 的 Qu 有) 即 由 此 而 来 。 据 以 上 分 析 , 自然 得 出 术 文 。 
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”3. 旋 数 关系 (一 般 情形 ) 


(一 般 ) 旋 数 术 i 二 ,为 以 同一 顶点 "为 前 端的 任意 
树 楼 。 由 前 (特殊 ) 旋 数 术 知 , 对 其 中 任意 三 楼 ti, tjs t, ERAS 
: 工 筷 平面 下 应 有 

l Qin (f= fafi + ffiit frfy=1o 
换言之 , 引入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 (i,j=1,…,s;i 关 j) 
pi = pii + 1, 
并 置 (i, j,k=1,…,s 且 互 不 等 ) 
Qie (P) 5 Pipir + PhP + PRI Pay» 
则 数组 (f; ) 应 是 方程 组 

(Q) Qi (9p)=1 
的 一 个 解答 

不 仅 如 此 ， 这 组 方程 的 不 同 解答 恰 与 f Ft, t, 的 不 同 
旋 癌 次 序 相 对 应 。 

注释 在 s=3 时 ,方程 组 (Q) 只 有 一 个 方程 Qiu le) = 
1。 这 时 已 知 (Q) WES S P tis to, tz 的 旋 向 次 序 相对 


应 。 在 >3 时 ,方程 组 (Q) 的 方程 个 数 为 | WER 方 


(= :+1) 的 个 数 为 旋 向 次 序 则 有 s! 种 。 因 而 虽然 对 


每 一 旋 向 次 序 有 一 确定 的 方程 组 的 解答 ， 但 反之 是 否 对 每 一 组 
解答 有 一 确定 的 旋 向 次 序 与 之 相当 ， 并 不 显然 。 本 术 指 出 答案 
是 正面 的 ， 即 解答 与 旋 向 次 序 完全 对 应 。 为 此 对 s 用 归纳 法 验 
证 如 下 。 | 

设 (py) = (cj) (cjy=cit+1， i, j=1，*…，s) BH 
程 组 (Q) 的 一 组 解答 。 如 前 记 通 道 P, 上 以 wv Aw RY 
Ar, XWH te top o, te 所 构成 的 星 状 树 形 为 工 ， 由 归 
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纳 假设 已 知 ， 有 嵌入 _F: 工 _,C 平 面 ， 使 
Fy (ts Ys Sey. Se 
BRE f Pty, ti, +, t.- RR PPE RAE t, ta, 
"y tac WE (in 1) 是 (1 ey s-1) 的 一 个 
排列 。 于 是 有 
fii=0 (m<n, m, n=1, >, 5 一 1)。 
EG at pay Py ci _ :中 最 早 一 个 天 0 的 是 c; s> PP 

Cr 0, 


ae a 1, 


由 于 对 gq>p+1 (cy) WEDE Q u (pg) = 1， 故 有 等 式 


C- fs +c. eh +c C = 1 
eee tha iii. ttt n ° 


因 


TE 二 
De = fiip , 
OR 34 = (0, 


PA 11 


故 得 
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ci le l 
FERA f:t, 己 平面， 使 在 f Tt 位 于 zi, 与 ti, ,1 之 人 亲 ， 
则 显然 有 
fe = egs Ts tr sa 
MARKA (WA 11): 


f- Trg, 
使 原来 解答 (py) = C) 与 在 上 下 反 钟 向 的 旋 向 次 序 
zu， Ei wry Lip? Es, lint? ae Éi 4 


相对 应 。 至 此 验证 完毕 。 
4. 树 形 族 入 的 比较 


问题 ”为 对 树 形 T 的 所 有 骨 入 进行 分 类 ， 首 先 需 对 任 两 
RA 大: 了 T 握 平面 与 g:T 和 平面 进行 比较 ， 试 考虑 比较 的 方法 。 
HERR B 太 : 工 和 平面 ，g : 工 筷 平面。 对 以 同一 项 
点 o 为 前 端的 任 两 树 棱 1;，z;， 置 
a gigs 
则 仍 以 +, 表 通道 P, EU ov 为 端点 的 树 棱 时 ， 有 
“1; Ef p Fir to t; 旋回 相同 ， 
” li, 在 /，g Fa, to t RAR. 
显然 ， 数 组 (e) 足以 比较 f, g ARAWA: 


ff 一 g 今 所 有 €;,=0 
注意 ， 与 fi = fat 1, Zj; =g; ti 不 同 ， 在 诸 e 间 有 关系 
ey = Ejio 


从 这 些 数 的 几何 意义 可 看 出 其 理由 。 
5. WERAYE 


问题 B TERE, MT URAP, XIA A BR 
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入 进行 分 类 。 
到 析 HERR, PAP ARTS RRA 
f:;TC#H, g: TCH 
可 由 诸 数 | 
ey = Ej fat po 
HE, AMAER- RA f: TCR, WER i iA A h 
数组 (ej) 唯一 确定 。 然 而 诸 数 e, 不 能 是 任意 的 ， 因 为 依 旋 
数 关 系 ， 对 于 任 三 以 同一 顶点 v AATA tis tjs ta, AX 
有 
Qie f= Sifu + fafi t fefe 1 
以 及 
Qi (g) = E;Eik + ggjii + Ekg T 1o 
后 者 也 可 写作 
(fy tey) Sa + en) + Sin + Er) Sji tE) 
+ (far + Eu) + Er) = lo 
换言之 ， 若 引入 一 些 〈 模 2) 未 知 数 
| Tij Tiis 
Rl (Ces) 应 是 下 面 一 组 方程 的 解 : 
Cf + ri) (fin + Li) + Ka + pn) Kj + Tri) 
+ (fri + cei) Chay + ru) = 10 
反之 ,大 (x;)=(e;) 是 上 组 方程 的 一 个 解答 , 则 
(py) =(fy tep) 
满足 方程 组 
(Q) Pi Pik + Pie Psi + Pri Pai = 10 
因而 由 一 般 旋 数 术 ， 对 于 任 一 顶点 v, A—RA IE P, 上 
的 zt, 以 及 以 v 为 前 端的 诸 树 校 在 此 嵌入 下 有 一 确定 旋 向 ， 使 
相应 旋 数 即 为 上 述 诸 数 f.; + ejo SERA g: TCM, (EE 
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g 下 每 一 顶点 处 诸 棱 的 旋 向 都 恰 如 上 述 ， 则 显然 有 
| Zij Tfj + Ejo 
由 此 得 到 下 述 结论 。 
RBA 设 F:TC 平 面 是 树 形 工 的 一 个 固定 嵌入 ， 则 T 
在 平面 中 的 所 有 不 同 甬 入 与 下 述 方程 组 的 解答 (zw = ar) 
(x) = (ej) 


Ql fr, xr) =1 


Qin (Sfo 2) = CF + ry) Sa + rie) 
+ fin + xj) Fie + Tj) 
+ (fiit xe) (fej t Tay) 0 
aT FE A Te] — SY a ae A = EA Cti tjs ta) 相 
对 应 。 | 


一 一 对 应 : 


其 中 


三 、 线 图 的 内 入 问题 

1. 交 截 数 

举例 CREME YON RA CA, HRA PARAS 
CAPERE), PRA REA —5E BT HE. BTR EAT RE, APART P 
Pe RAIS, FER ORRAD PA Ra, th 4 EE 
BY BR A AE D ak 4 TT E o 

例如 设 线 图 G 有 5 个 顶点 Vor Vis “71, V4 FH 6 THRE ti, 
er, t4, C12, eza BP t; 连结 vo 与 v; (i=1, =, 4), ep 
与 es4 各 连结 v1, v2 E v3, veo HH ty, 0, ty 所 成 树 形 为 
To RA 醋 在 反 钟 向 旋转 时 依次 为 ::/，z，。，t3，t4， 则 可 有 
三 种 不 同 的 方式 扩充 这 一 艇 入 至 整个 线 图 G， 见 附 图 12。 但 
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FRA 械 在 反 钟 向 旋转 时 依次 为 :1/，t3，1:2，14， 如 附 图 13, 
好 不 能 将 这 一 舱 入 扩充 至 G， 原 因 甚 为 显然 : BAT RK ej 的 
fA, WRC RA RA 14 或 图 15, ep S ti, to 所 围 成 的 闭 
圈 将 把 平面 分 成 内 外 两 部 分 ，vs 与 v4 必 一 在 财 圈 之 内 而 另 一 
在 财 圈 之 外 。 因 而 将 连结 v3, v, 的 ea4 峙 入 平面 时 必 将 与 闭 圈 
相交 ， 而 不 能 得 一 扩充 至 整个 线 图 G ØRA 


pe — — m SS _— 


ne 


上 面 提 到 了 这 样 一 个 事实 : 平面 上 的 任 一 财 圈 把 平面 分 成 
内 外 两 部 分 。 同 在 内 部 (或 同 在 外 部 ) 的 任意 两 点 都 可 用 完全 
处 于 内 部 〈 或 外 部 ) 的 折线 相连 结 。 但 在 两 点 一 在 内 部 而 另 一 - 
在 外 部 ， 则 任 一 连 线 必 与 圈 线 相遇 。  ” 

这 一 事实 国外 通称 Jordan 定理 。 我 们 认为 可 运 直 称 之 为 
Jordan 公理 。 作 为 定理 来 加 以 证 明 ， 不 是 绝对 必要 的 。 事 实 
上 ， 在 平面 拓扑 学 中 这 也 是 作为 平面 公理 系统 的 公理 之 一 来 引 
入 的 。 即 使 在 Hilbert 的 初等 几何 学 公理 系统 中 ， 也 有 好 几 条 
颇 为 繁琐 的 平面 次 序 人 公理， 其 作用 犹如 这 一 Jordan 公 
FH 

以 下 将 上 述 直观 的 经 验 事 实 称 为 闭 圈 原理 。 它 是 线 图 有 时 
不 能 详 入 平面 的 根本 原因 ， 也 是 布线 之 所 以 成 为 较 难 的 问题 的 
根本 原因 。 

以 后 ， 我 们 还 需要 下 面 较 一 般 的 形式 ， 例 见 图 16。 


r-------- 
| 
f 
1 
| 


Y 
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设 平面 上 有 一 闭 圈 C 以 及 C 内 部 (与 外 部 ) 若干 通 向 C 
而 互 不 相遇 的 折线 ， 则 平面 上 不 在 C 与 这 些 折 线 上 的 点 构成 
两 个 区 域 Dn 与 D 和 7， 各 以 C 以 及 这 些 分 别 在 C ASC 外 的 折 
线 为 其 边界 集 ， 记 作 Dy SD,. AZ Dy SD, RAE Dy 
与 户外 的 任意 两 点 p，g， 可 用 一 折线 1 EC 内 部 或 外 部 相连 ， 
而 这 一 折线 ! BAR p, q I RRRS Dy MDa AIK. (AF p, 
q 分 处 Dy 5 Dy, WHEE p, q 的 折线 必 与 C 相 
iA. 

此 外 ， 我 们 将 引入 交 截 数 的 概念 ， 使 财 圈 原 理 有 定量 的 擂 
述 。 

ERA ”平面 上 一 圈 线 C 分 平面 成 内 外 两 部 分 ， 若 折线 / 
的 两 端 p，g 都 不 在 C 上， 而: 与 C 在 每 一 可 能 有 的 交点 处 相 
am, Wl) p, ¢ HEC 内 部 或 同 在 C 外 部 时 ，1 与 C 的 交 截 点 数 
ABR. MZ, Ap, ga 一 在 C 内 而 另 一 在 C ST, 15C 
的 交 截 点 数 必 为 奇数 。 这 一 基本 事实 也 可 用 公式 表达 如 

引入 LSC 的 模 2 交 截 数 (简称 交 截 数 ): 


ce ee 
| 1, 与 C 交 截 点 数 为 奇数 时 。 
又 引入 模 2 数 : 
0, p EC 外 部 时 ， 
k C= 
ia ee 


则 
E C) SRCE Ce 
又 平面 中 只 在 可 能 有 的 交点 处 相 截 的 任 两 线 图 s h 也 
可 定 一 〈 模 2) 交 截 数 ， 记 作 交 (L, L) BREZA KE po 
法 性 的 ， 例 如 
22 A WD X © ,Ge 
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2. 方法 概述 


G 是 一 遵守 第 一 部 分 第 2 节 中 那些 限制 的 线 图 ， 需 要 考 
E G 在 平面 中 能 否 嵌 入 的 问题 。 在 GARR A MER, 
嵌入 问题 已 由 第 二 部 分 完全 解决 。 前 节 例 中 已 指出 ， 对 于 一 般 
的 线 图 G， 详 入 问题 的 困难 乃 是 由 闭 圈 所 引起 。 这 些 考 虑 导 
臻 我们 采用 下 述 方法 。 

在 G 中 选择 一 个 含有 G 中 所 有 顶点 的 树 形 ， 称 为 G 的 最 
大 树 ， 记 为 工 。 相 对 于 一 固定 的 工 来 说 ， 工 中 的 棱 称 为 树 棱 ， 
WX t, th Fo CGPRT T HR RADE, IIE eas eg 
Fo AIME e, MRA a, a, WE T 中 有 一 唯一 的 通道 连 
结 a Ja, WE P,. Al e, U Pa WAF Ca 0 

我 们 的 方法 可 概述 如 下 。 

先 将 工 任意 嵌入 平面 ， 记 笠 入 为 三 : 工 和 平面 。 然 后 考虑 
将 了 扩充 至 诸 外 棱 e.。 一 般 说 来 ， 这 是 不 可 能 的 。 我 们 将 引入 
— (BE 2) 数组 来 定量 描述 这 一 不 可 能 的 程度 。 这 种 不 可 能 或 
者 是 由 于 原来 握 入 f 的 选择 不 适当 所 引起 〈 见 前 举例 )， 或 者 
由 于 线 图 G 的 内 在 矛盾 所 引起 。 我 们 将 引入 另 一 ( 模 2) 数 
组 来 定量 刻 划 这 些 内 在 矛盾 ， 这 两 数组 间 关 系 的 确定 ， 导 致 能 
否 改 变 原 来 的 租 入 f: TC 平面 ， 使 扩充 至 整个 G 的 内 入 成 为 
可 能 。 

在 描述 树 形 T 的 嵌入 时 ， 由 二 知 ， 若 事先 选 一 树 根 可 有 
许多 方便 。 叉 由 于 在 尝试 将 TCM ERIM ea, eg 
等 时 ， 需 要 考虑 ea eg 给 入 平面 后 的 交 截 数 ， 若 en e AA 
共 奖 点 ， 则 嵌入 时 交 截 数 的 叙述 较为 繁琐 。 为 了 避免 出 现 两 个 
外 棱 有 公共 顶点 这 种 情形 ， 以 及 为 了 树 根 的 引入 ， 特 先 将 线 图 
G 与 最 大 树 工 加 以 适当 改造 。 先 举 两 例如 下 ( 实 线 为 最 大 树 ， 
虚线 为 外 校 ): 

253 


例 1 Kuratowski 线 图 K,. 


Vo Uo 


(改造 前 ) (改造 后 ) 


图 17 
例 2 Kuratowsiki 线 图 K,。 


(改造 后 ) 


图 18 

总 的 说 来 ， 线 图 的 改造 包括 两 个 方面 : 

(1) WES Re 分 成 三 段 ， 在 e, 两 端的 两 段 归 入 最 大 
树 工 ， 中 间 的 一 般 则 作为 新 的 外 棱 。 

(2) 在 工 中 任 取 一 点 ze 〈 不 必 为 顶点 )， 并 深入 一 顶点 O 
作为 树 根 以 及 自 根 O 至 wo 的 一 个 树 棱 。 

显然 ， 第 一 种 改造 对 于 线 图 的 代 入 无 丝毫 影响 。 对 于 第 二 
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种 改造 ， 如 果 vo 是 一 个 & 叉 点 ， 即 在 vo RA k 个 楼 ， 对 
RAMEE RA, BHAA k SHARAD ZA 
当 ， 因 而 解决 了 改造 后 线 图 的 嵌入 问题 ， 同 时 也 就 解决 了 原来 
ERRE aK A Ta 

由 于 上 述 ， 我 们 就 已 经 改造 的 线 图 ( 仍 记 之 为 G) 与 最 
大 树 ( 仍 记 之 为 T) 进行 讨论 ， 引 入 的 树 根 记 作 O， 这 时 G, 
TT 等 具有 以 下 诸 性 质 : 

1. 自 最 大 树 工 的 任 一 目 由 端 出 发 ， 至 多 只 有 一 个 外 
o 

2. 任 两 外 校 均 无 公共 端点 。 

3. 在 树 根 O 处 无 外 校 。 

以 下 假定 G, TS5RO 已 固定 ， 不 再 声明 。 


3. 矛盾 数 


问题 fs TORR. RAK, £ 不 能 扩充 为 整个 线 
图 G 的 嵌入 F:GC 平 面 ， 使 /|T 寺 f/f。 问 如 何 刻 划 这 种 不 可 能 
的 程度 。 
FRA WERT R f HEFT HRAS GCH, 
使 f|T=fo X} T SKWER N eu, eg, 
Cf Cea), f (eg)) 
与 扩充 方式 f 无 关 ， 而 由 fIT MP ARME, LH fago F 


是 


fiTCEMUP EN F: GCC 平面， 使 f|/T=fo— fa =0 
由 此 知 ， 数 组 (fog) 可 作为 能 否 扩 充 Sfi TOR WET 
G 的 嵌入 的 一 种 量度 。 换 言 之 ， 使 f 不 能 扩充 为 G 的 嵌入 的 
内 部 矛盾 暴露 于 外 时 ， 可 通过 数组 (fg) 表现 出 来 。 为 此 ， 
fa 将 称 为 相应 于 了 : 工 己 平面 的 矛盾 数 ， (Ja) 称 为 矛盾 数 
255 


组 。 

注 析 Kf GC Phe TOFFEE AD HT. KM 
设 (es) 与 f(es) 相 截 (一 般 情形 容易 归结 于 此 ), 因 树 工 与 
(e) ŒE SIS FERAI, H 

ECSC ea), fleg))= BE fle), FCCz)), 

ZE Cf Cea), fleg)) = BECK Cea), fCCg)) 
又 折线 flea), 了 (es) 有 相同 端点 , 故 由 第 三 部 分 第 一 节 的 交 截 
术 知 , 右 端 两 式 相 等 。 由 此 得 

ECSC ea), fleg)) = K(f Cea), flep))o 
同样 有 

ECF Cea), £ (eg) = ECF’ Cea), Fleg)), 
故 | 

AEC Cea), f Ceg)) = 2E( fC eg), fleg)), 
BICC f(e。), f(eg)) 与 扩充 方式 号 无 关 。 这 说 明了 符号 fs 的 合 
理性 。 | 

显然 ;在 F: 工 和 平面 可 扩充 为 整个 G HRANMA-H 
fp 二 0。 反 之 也 容易 由 归纳 法 验证 如 下 : 

将 一 切 外 楼 任意 排列 成 一 次 序 El1， "os CLs 将 树 添 入 Ets’, 
er( 对 外 二 1,…, 工 ) 后 所 得 线 图 记 作 Gio XE Go=T. RST 
CTH EDT ARAE f: GK): 

fa: G, OF, 
fal TSf, 
试 考虑 继续 扩充 到 G11 的 可 能 性 。f(Gi) 分 割 平面 成 若干 区 
域 , 设 为 D1,…,D,。 设 e+1 的 两 端 为 Qp+is a erie M flagsa) 
= Pris Sela pti) = P rrio 将 Priis P's+1 在 平面 中 任 以 一 折 
线 1 相连 , 而 使 ! BR peri, pi+1 外 不 与 ACT) ABA SH 
fi (ce) PEAR. FKR D; 的 边界 集 户 ; 由 一 闭 圈 C; URE 
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干 在 G 内 通 向 C; 而 互 不 相遇 的 折线 所 构成 ,而 C; XA, CT) 
的 一 部 分 以 及 在 干 fale AS SR) PAK, BW falej) j= 
Loo, SCi), IRU E h PIR AE o 
由 假设 知 (下 面 符号 指 fp ERROREEN fy): 
ia Jeske 0; 
因而 
eA = 3 far ty =e 
由 些 据 一 般 形式 的 财 圈 原理 知 :名 pi+i1 在 某 一 区 域 D; 的 边界 
且 在 闭 圈 C, 的 内 部 , 则 Dns HOKE HE C; 的 内 部 ,因而 在 C; 内 
部 可 将 preis Ph+1 用 一 折线 Lo ES, HE 和 :1 与 树 形 ACTOR 
Pr +19 P+1 外 不 相遇 , 且 141 不 与 任 一 felei), s feler) FAIA, 
故 可 将 fh 扩充 至 e411, 得 frai: Ges CPM, (E 
Sera eee) = 145 
frril G= fro 
依次 进行 即 可 将 f 扩充 为 整个 G RA 
了 :GC 平面 ， 
f/T=f。 
验证 完毕 。 


4. 基本 关系 式 


问题 k f TCE, Wf hReaT RARA £: GCF, 
使 fl T= Wa Re TSA (fee) 刻 划 。 了 矛盾 的 产生 
导 源 于 了 的 嵌入 SL, WK RA BT HRE (f;;) 该 划 COLAT 
二 )。 在 外 部 表现 (fo) 与 内 在 原因 (A) 之 间 必 有 关系 ， 试 
求 这 些 关系 的 明确 表达 式 。 

基本 关系 术 对 于 T 的 任 两 自由 端 a 与 2， 命 了 中 连结 
a, b 与 根 O AŠ P., P, 首次 相遇 的 顶点 为 w。 命 在 工 中 
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连结 v Sa, b WBE Pa, Pa E o ARMM At, tjo 
引入 记号 


fan = fiz» 
BRA 
Jab S fia + 1o 
例如 在 附 图 19 中 有 
Ja Jy Oe 


设 外 棱 Ca 的 两 端 为 <， a’te,=aa, 


图 19 

外 棱 es 的 两 端 为 6。，6 :eg = 6b, WHEAKRR 
式 中 右边 与 a，a 的 次 序 无 关 ， 也 与 65，28 的 次 序 无 关 。 两 边 
都 与 a，8B 的 次 序 无 关 。 

注 析 任意 扩充 f: 全 性 平 面 为 了: GC 平面 Bf FO 
在 圈 线 Cs = eg UP, 的 内 外 以 及 已 . 与 Cg 的 相对 位 置 关系 可 有 
以 下 几 种 如 图 21 所 示 的 不 同和 情形， 其 它 情形 可 由 交换 b, b 
而 得 。 | 

引入 记号 

Ta Jart Jaz 

则 依据 这 些 情形 可 列 成 下 表 : 
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| 

— 

b 
b' 


—_ oe eee oe eee e -~ em m 


图 20 
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一 ae 


— - me a ee — á- Ee Se 


(2) 


(1) 


D < D 心 
co 7 
1 1 | 
| | 
| | 
I ' 
| ro 
| | | 
| l 
1 
bo ! S 
| 
| | 
| S ! \ > 
PE RR WS pt J OE eee ae as 
a 
© S` 
= vv 3 a 
J ] 
cq 
“ee” 
5 5 
> © 


(6) 


图 21 
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pt | 8 
fa te 


a a i 


ERP fæ = 1. A fo =0, M R RF fas fow' 的 值 互 易 即 
BY, ESA ae 
由 表 可 知 ,不 论 何 时 都 有 
fap = 1K af (Cg) + Rof (Cg) 
同样 有 
fap = Raf (Cg) + Rofl Cg) 
相 加 得 
fap + fap = Raf (Cg) + Ra fCCy)o 
由 第 工 节 的 交 截 术 知 ， 
EX = (fle), FCCg)) = BC fle), f (eg))= fago 
故 
Fas = fap t fag = fas + fav’ + faw + fatvo 
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此 即 基 本 关系 式 。 
5. RARAS—-BARH 


问题 RA fs TOP ar eA OR f 可 改变 为 g: T 
CTH, ft g 可 扩充 为 整个 G MRAM REA. 

剖析 (ERIKA f,g: 工 性 平面 的 异同 可 由 一 数组 (8; ) 确 
定 ( 见 卫 中 的 树 形 比 伐 术 与 栓 树 术 ), 此 处 

Ey en = ft 
又 对 g: 丁 性 平面 由 第 3 节 扩 充 术 已 知 g 可 扩充 为 整个 G Hk 
入 的 充 要 条 件 。 由 此 易 得 Sf TORRY RED g: TORR, i 
g 可 扩充 为 整个 G HRA TBA. 

详 言 之 , 设 f,g :TC 平面 任意 ,对 工 的 任 两 自由 端 a,5, 命 
a,b FRO 的 通道 p,, P, 最 初 相遇 的 项 点 为 wu。 连结 v a,b 
的 通道 Pus Ps 上 以 wv 为 前 端的 树 棱 设 为 1;,z;, WE 

Ep ei 

又 对 任 两 外 楼 e, = aa’, eB = bb', 置 
Eag ~ Egy 十 Eat» 
Eab T Fab 十 Eapb， 


[ap 一 Eap Li Eap + [ab + Ea6， 


则 显 有 
Eab T Eba» 
Eap T Epa» 
Eab T Ebas 
Eup — Epa = Eag T Eag = Eab T Eas’ o 
由 


fy fa Tees 
依据 诸 符 号 的 意义 以 及 上 一 节 的 基本 关系 术 可 得 
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让 

Zap T Sag + Eggo 
因而 由 扩充 术 , 耕 了 可 改变 为 g: 工 和 平面 而 g 可 扩充 为 整个 G 
BRA, 则 gop =0, 或 即 

Eag = Sapo 
今 依 第 二 部 第 5 市 引入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 zy = xz;;, 又 对 任 

两 开 的 自由 端 a,8 SERINE e, = aa’, eg = bb , 置 (i,j 意义 
同 前 ) 


ta aa abt eg ps 
则 显然 有 
Tab — Tha» 
Z ap 一 T pa» 
Dy eas 
Lop La = Lag t La'p= Xap + Lap’ 


于 是 上 述 gs:TC 平 面 可 扩充 为 整个 G MRAM AEA BA: 


(ej;j) 应 为 下 方程 组 
(1); Lap = Sap 

Ho LH ITS RBI, (e;;) 还 应 满足 以 下 方程 组 : 
CII), Qie(f, 2) =1, 


其 中 Qulf zz) 为 一 与 以 同一 顶点 为 前 端的 三 棱 组 1;,z;, te AH 
对 应 的 二 次 式 。 
反之 ,各 (si ) 满 足 这 两 方程 组 , 则 依 ( 人 IEI)y SRR TR BT HE e; 
以 改变 f AA RA g: TORE, IE 
By = Sy tejs 
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HRCI); 有 
Gag — Vo 
因而 由 扩充 术 可 将 g 扩充 为 一 整个 G RA 

综合 上 述 可 得 出 问题 的 完全 解答 如 下 : 

线 图 嵌入 本 (第 一 基本 定理 ) ”对 于 以 任意 同一 顶点 为 前 端 
的 任 两 树 棱 ti, t 引入 一 模 2 未 知 数 zx; = zi, XX T OER A 
由 端 <, b 与 任 两 外 楼 es, es 引入 

Lap = Lap + Zab’ + Zah + Tap’, 


其 中 z;,z; ABa, b BO 的 通道 P., P, 上 以 初次 相遇 的 顶点 为 


前 端的 两 树 楼 , 而 e, = aa’, es = 妈 "。 对 每 一 对 外 棱 eas es 引入 
方程 ) 


(1); Lap Ja 

又 对 每 三 以 同一 顶点 为 前 端的 树 棱 1;, tjs ta 引入 方程 
CH); Qul for) =1, 

此 处 


Qia fs c) = Cy + ry) Sa + Lig) 
+ C fin + ca) FG + ri) 
tfe Fan) Jg Tay) 
则 f: 工 性 平面 可 改变 为 g: TCFAm g 可 扩充 为 整个 G HK 
入 的 充 要 条 件 为 方程 组 (II)r, CI), AR. 
简 言 之 ,有 


G feKA FSC I) I); Awe 


这 一 结论 将 称 为 线 图 柳 入 第 一 基本 定理 。 
a 4 I Jrs (H ) 7 的 一 组 解答 (zi ) = Ce), 则 视 e; = 1 
或 0 而 确定 是 否 改 变 t, t 的 旋 癌 ,中 可 从 f 788 REM RAG: 
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TCH e 可 扩充 为 整个 G HRA, WMT TARA. 
6. 不 能 族人 和 平面 的 线 图 实例 


问题 ” 举 出 一 些 不 能 在 平面 中 谍 入 的 简单 线 图 。 

Kuratowski 实例 。Kuratowski( 波 兰 数 学 家 ) 在 1930 年 曾 
举 出 过 两 个 这 样 的 线 图 , 记 作 Ki, K,, 见 图 17,18。 我 们 将 依据 
前 面 线 图 组 入 术 对 K, Ka 进行 分 析 并 证 实 Ki 与 Ky HABA 
ms 

先 考虑 K1。 为 此 选 一 最 大 树 T 并 依 第 2 节 改 造 Ki HEF 
fi:K1iC 平面 如 图 22( 参 阅 图 17) 


相当 于 方程 组 ( 工 )r, A: 
(e1, e2) :zs,13 二 £23 + 213 + £12 =0, 
(e1,¢3): 48,13 + x45 =0, 
Ce2,€3): 29,12 + a5 = 1, 
(ei,€4): 28,13 + X67 =9, 
(e2, €4): 10,11 + 267 = 9, 
(e3, €4):X9,12 + X67=0o 
易 见 上 述 方程 组 无 解 ,因而 Ki PRERA FH.» 
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但 若 弃 去 e, (因而 也 同时 弃 去 to tio), 则 对 余下 的 线 图 
K“1( 见 图 23) 在 下 的 相应 方程 组 ( 工 )， 只 含有 前 面 三 个 , 这 
CI); BRM. CH), 并 不 存在 , 故 知 Ki DARA 

面 。 


图 23 
为 求 得 政 1 HATA PRA, 可 先 求 得 ( 工 ) 7 的 一 般 解 答 如 下 : 


X23 + 213+ L12 F Tg,13 © T455 


Z9,12 = X45 + 1. 
无 损 于 一 般 性 , 不 妨 设 
tim ta~ y; 

于 是 有 两 组 不 同 解答 如 下 : 

C1) z2 = £13 = T23 = X45 = 工 8,13 二 0, zo9,12 = 1, 

(2) x42 = £13 = 9,12 = 0, £23 = £45 = F813 = lo 
FAD A IE BRA LE 24, 25. 

E— TE RA BROT FEA Ka RRA, 例如 在 情形 (1)， 
可 扩充 成 4 种 不 同 的 组 入 如 图 26 所 示 ( 树 根 已 省 去 )。 

同样 ,在 情形 (2), 也 可 得 出 4 种 不 同 的 扩充 。 与 图 26 的 4 
种 扩充 一 起 共 8 种 ,概括 了 OK’, CB K. Be e, 后 所 余 线 图 ) 在 
平面 中 一 切 可 能 的 不 同 骨 入。 
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图 24 


图 25 


其 次 考虑 第 二 种 Kuratowski RE K, (参阅 图 18)。 为 此 ， 
取 树 形 T 并 改造 天， 且 作 fiK, < 平面 如 图 27。 
WAL), 含有 15 个 方程 如 下 . 


(e1, e2): T12 + £14 + T34 + 142,43 = 0, 
(ei, e3): Liz © £14 E £34 + rg,10=0, 
(e2, e3): £23 十 L24 + £34 + rg 19 =O, 
(ei, e4): £57 + £15,16 “0, 
(e2, e4): T57 © £12,113 71, 
(e3, e4): Z57 十 rg,10= 1, 
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£3 


ee eee M 


C2 


€i 


图 26 
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Ly 


O 


Ce es): 
(e2，e5) : 
(e3, es): 
(e4, es): 
(e1, €6): 
(e2, eç): 
(e3, e6): 
(e4, e6): 


(es, es): 


长 | 27 


X67 十 X11,13=0, 


x67 + X11,12=0, 

£67 + x8g,10=1, 

Xs6 + 257 + £67 t 711,13 =9, 
X9,10 + X14,16 = 9, 

Z9,10 + 412,13 =1, 

Tg9 + Xg,19 = 0, 


9,190 + X14,15 =9, 


L910 + F11,13 = Lo 


易 见 上 述 方 程 组 无 解 , 因而 Ks ® ABR AKAM. (ARK 
ee( 因 而 也 弃 去 to, t14), BU K. 为 图 28,29 的 K's, 并 取 最 大 
树 TIRAS K CPER, AHA AEA I y 系 由 前 
面 10 个 所 组 成 。 易 见 此 时 ( 工 )r 有 解 。 

无 损 于 一 般 性 , 可 设 


Zi12 三 13 二 214 二 0， 


此 时 方程 组 CI) 的 一 般 解 答 为 
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L23 © L24 L347 Tg,10 ~ T12,139 
X56 Z £57 — Le] — T11.12 — X11,13 — 并 15,16， 


Tse m~ t3 t la 


性 28 


图 29 
Ry BE CTD), 此 时 有 相应 于 
(i,j,k) = (123), (124), (134), (234), 
(567), (11, 12, 13) 
等 共 6 PAT. TERS i<j<k 时 ,由 于 
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fo Ja- [p~ 9; 
相应 方程 变 为 
Kip Lin + Lip jp T Hip Ljp + Lig =O0 
不 难 验证 , FF C1), 的 解答 需 采 取 前 面 所 述 形式 , 诸 方程 
(I)7r 都 自然 满足 , 因 之 K's URERA FH o 
由 此 知 方程 组 (I)，, (IT)， 的 解答 实质 上 只 有 以 下 两 组 
(在 无 损 于 一 般 性 的 假定 ziz=zlis=Z4=0 F): 
(1) Ziz = 113 = Lig = L23 = Ta = 134 = T8,10 = X12,13 = 0, 
X56 = 257 = Lor = X11, 12 = F11,13 = F15,16 = lo 
(2) 219 = 213 = ta tsm 257 = te] = TIL m TiL 
=215,16=0, — 
X23 = X24 = X34 = X8,10 = X12,13 7 lo 
因而 工 在 平面 中 只 有 两 个 不 同 的 嵌入 。 从 这 两 个 T HRAD 
难 获得 并 > FOF PMA ARRANTZ. | 
不 仅 Ki, Ka PERA FE, ILEA Ki 型 或 K 型 子 图 的 
线 图 都 不 能 艇 入 平面 ,而且 Kuratowski 还 证 明了 其 道 , 即 下 述 
定理 (证 明 从 略 , 可 参阅 Kuratowski, Sur le probléme des courbes 


图 30 
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gauches en topologie, Fund. Math., 15(1930)271—283 )。 

Kuratowski ERAR AAR G 含有 一 子 图 如 天 :或 
K;, 例 如 图 30 中 以 粗 墨 线 表 出 的 子 图 即 为 一 Ki 型 线 图 , 则 上 
述 G 显然 不 能 僚 入 平面 。 反 之 , 知 G 不 含有 任意 Ki 或 K, 型 
的 子 图 , 则 G 必 能 代入 平面 , 即 


G HERA THOG 不 含有 Ki 或 K, 型 子 图 


7. 线 图 嵌入 第 二 基本 定理 


问题 Kuratowski RA RA T —-TRA G 能 嵌入 平面 
的 充 要 条 件 ， 但 这 种 判 准 并 不 是 切实 可 行 的 ， 因 为 线 图 比较 复 
杂 时 ， 难 以 判断 是 否 有 Ki 或 K 型 子 图 隐藏 其 中 (参阅 图 
30), A AH, BSPS PHARARAA (第 一 基本 定理 ) 
给 出 了 另 一 个 切实 可 行 的 判 准 ， 把 判断 G 能 否认 入 平面 归结 
为 某 方 程 组 C1), 与 (1); 是 否 有 人 解答， 并 可 由 解答 得 出 具 
体 的 具体 嵌入 方法 。 但 方程 组 中 (I) 是 线性 的 ， 容 易 处 理 ， 
(I)r 则 是 二 次 的 ， 比 较 难 办 。 试 简化 方程 组 以 获得 较 简 易 的 
fk A FUE 

剖析 由 Kuratowski RKA RS LOVE BAA: 设 G 中 
有 一 | 或 Ks 型 的 子 图 CG, ÆG 中 可 选 最 大 树 形 开 以 G 的 
最 大 树 形 TT 为 子 树 。 不 妨 设 G，G 都 已 改造 使 T，T’ 具 有 相 
同 树 根 。 任 作 f: TCKH, FHA SI T=, WHY G, T 
与 和 卫 的 方程 组 (1), SAGCRNFTSPHAEBA ( 工 )7r 为 
Hf ZH. (Il), cH, Ww (I); 也 无 解 。 由 此 知 ， 当 
(I); 有 解 时 ，G 必 不 能 含有 任 一 Ki 或 K, 型 的 子 图 。 仍 由 
Kuratowski KARA, IERT G 必 能 嵌入 平面 。 由 第 一 基本 定 
理 知 此 时 不 仅 ( 工 )y AR. HCl), I); 联 立 起 来 的 方程 
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组 也 ' 必 有 解 。 但 需 注意 ， 并 不 是 ( 工 )yr 的 任 一 解答 都 可 作为 
CI); Cl 0 

总 结 上 述 ， 有 下 面 的 结 t 

25 FA ite A AR (woe em) WE G, RK T 
与 树 根 O 如 前 。 IERA ETOF, HEH EH 

(I); = fag» 

(CH); eee che, 


G REKA FES I); AF 


WM. (Foe AR WAR RA 
L 问题 说 明 与 方法 概述 


问题 DRAEK G 与 最 大 树 形 工 如 前 ， 其 中 G 满足 第 一 
部 分 第 2 节 中 的 限制 条 件 ， 而 G， 工 已 改造 如 第 三 部 分 第 2 
节 中 所 述 的 ， 树 根 为 Os EVERA ETCH., M f AER 
方程 组 : 

(I ) 7 Tap = fag» 

(H); Qir (fi x)= 1o 
由 第 三 部 分 第 7 PPRRRKAR (第 二 基本 定理 ) 已 知 方程 组 
(1), AHT, (1), CI); 联 立 起 来 的 方程 组 也 有 解 ,因而 依 
据 第 三 部 第 2 节 中 的 线 图 嵌入 术 ( 第 一 基本 定理 ), 可 改变 为 
HARA g > TORHFADT E g AGHW—TRA. EE, EW 
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则 


由 此 并 知 


第 三 部 分 第 7 节 中 结果 的 过 程 中 须 借助 于 Kuratowski RA, 
而 后 者 只 是 一 纯 理论 的 结果 ,并非 切实 可 行 , 为 此 提出 下 面 的 问 
题 :重新 建立 第 三 部 分 第 7 WT PARRA AR, 以 便 在 解决 上 述 
问题 时 不 依赖 于 Kuratowski 的 结果 , AAC I ) f 的 一 组 解答 获 
CL), (IJ)7r 的 解答 时 ,应 该 依照 确定 步骤 进行 ,因而 切实 可 
ÍT, 即 可 编 成 程序 使 用 电子 计算 机 以 获得 所 需 解 答 。 

方法 概述 为 了 解决 上 述 问题 ， 使 得 从 一 个 只 满足 C1), 
的 解 出 发 能 获得 一 个 同时 满足 (I):/，( 了 [[)y 的 解 ， 我 们 将 把 
SIAR (I) 的 解 e = (e) 逐步 改变 某 些 s; 的 值 ， 使 满足 
(H); 中 的 方程 逐步 增多 ， 而 改变 后 的 sy 仍 满足 ( 工 )r。 为 此 
先 引 入 以 下 的 符号 与 概念 。 

RHA f: TOF MSW e= (sy )。e。 FESR, HH 
a, ao TERME T F, Æt a, a 与 树 根 O 的 通道 为 P,， 
Pa, Æ a, a 的 通道 为 P,。 记 P,，P,: 的 公共 部 分 在 P, 上 
Him Av, BE P, N Pe = Puo MA w BRA P, HA 
(有 时 也 称 为 e, 的 歧 点 )， 记 Pua EL w 为 端点 的 树 楼 为 上 。 

我 们 称 Cf, ©) Me, BH, WRU PARE: 

R CG) 对 任 一 不 同 于 e 的 外 棱 es，s= (ej) 满足 
CI), PA Ceas eg) 相应 的 方程 ， 即 有 fg = sp。 

条 件 (2) 对 以 P,。 上 同一 不 等 于 ws 的 顶点 为 前 端的 任 三 
树 棱 ti tjo t ARPS P, E, Me= (e;) 即 满 足 
(H); PE (t, tjs ti ) 相 应 的 方程 : Qi (fs 2) =10 

RIF (3) 对 以 P, 上 同一 顶点 va AAT FE = BR t, 
tj, th, BH PRIS P, 上 ， 则 s = (es ) 即 满足 ( 工 )， 中 与 
(zi 如 ) 相 应 的 方程 :Qix(F,z)=1。 

如 果 数 组 e= (sy) MH (I); 的 解答 且 满 足 上 述 三 条 
件 ， 则 称 se。 是 A 下 对 e。 的 合格 解 。 

于 是 ， 我 们 的 方法 可 概述 如 下 。 
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将 诸 外 楼 排 成 一 适当 次 序 如 下 : 
Cys: Cae y Cy C BL 

从 FTC 平 面 以 及 (I) 的 任 一 解 s= (e;;) HA, BAe 
为 数组 

e'=(el),e7 = (ef), =, €= (e4), =, e= (eg), 
使 每 一 e 都 是 ( 工 )7r 的 解 ,而 (As ) 对 el AH. CS, ce BRET e; 
合格 外 ,又 对 ez 合格 , 依 此 类 推 。 最 后 ,所 得 e = Ce DBD ATA 
By ECL), CID, 的 一 组 解答 。 

方法 的 改进 ibe PRA TCM ERM eM, A 
是 逐步 改变 数组 e= (e,) 的 值 。 但 在 f 下 诸 校 的 相互 位 置 与 
e 及 其 改变 之 间 并 无 显著 关系 。 为 此 有 必要 不 仅 改 变 e, AK 
ABBA f/， 使 改变 后 的 嵌入 g 与 数组 y= Cj) 满足 CS, e) 
所 满足 的 那些 相应 的 方程 ， 而 gg 与 7 了 7 间 却 有 比较 简单 直观 的 
相互 关系 。 这 可 以 帮助 解决 原来 的 问题 。 

为 此 先 引 入 以 下 的 符号 与 概念 。 

设 将 f: TOFFEE g: TORR. MF (I); 的 数组 
e= (e,), A (I); 的 一 个 相应 数组 7= (”w;)， 使 

Ny + By = Ey t fio | 
此 时 我 们 简 记 作 | 
(fs €) A(R Ds 
注意 ej =e. hy = Wi; 而 f= 二 j++1, gj = gj;t+1。 由 于 对 任意 外 
BE ea eg, 依据 第 三 部 分 第 5 节 引 入 的 sp, nop 显然 满足 
Yop + Bag = Eag + Sop» 

故 有 以 下 断言 : 

(fe) (gD) 

(1) e= (ej) L); 的 解 , 则 y= (7, 18201), 的 解 。 

(2) 对 以 同一 顶点 为 前 端的 任 三 树 楼 tis tjs te, Be TH 
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ÆC); PS (t, tis ta) ERNE, 则 wy 也 满足 (本)。 中 与 
(tis ,tx) 相 应 的 方程 。 

由 此 不 难看 出 : | 

(3) Cf, ©) ATSE— SPR e, 合格 , 则 (g, 7) 也 对 es 合格 。 

(4) He 是 f Fite, 的 合格 解 ， 则 7 也 是 g 下 对 e。 WA 
格 解 。 

由 于 (1) — (4)， 可 将 原来 方法 改进 为 以 下 更 一 般 的 形 
Po | 

RE Sb a AE BS 3a 4 IK SE 

€l» E2» `s, ĉas “""y CLs 
从 f: 十 忆 和 平面 以 及 ( 工 ) 的 任 一 解 s = (ey) 出发， 逐步 改变 f 
为 代入 
pt, g’, ns n, pri TCH, 

以 及 e 为 数组 

7 
使 每 一 wy ABFEC I ) ,的 解 ,而 (gi; wn!) 对 ei 合格 , (g*, 7 ) 除 对 
el 合格 外 , 又 对 e, 合格 , 依次 类 推 。 最 后 所 得 w=( 区) 即 为 同 
ECL). CIS 的 一 组 解答 。 作 数组 e = (e L), 使 

(fie Je); 

则 se- 也 是 同时 满足 CI) CW), 的 一 组 解答 。 

以 下 各 节 将 解释 逐次 改变 从 入 与 数组 的 细节 ， 也 将 说 明 诸 
外 楼 排 成 适当 次 序 的 方法 。 

2. 旋 数 的 改变 

问题 上 节 提 出 的 方法 主要 在 于 改变 一 个 数组 e= (e) 
的 值 使 满足 (IT)y 的 方程 个 数 越 来 越 多 ， 为 此 ， 试 检查 改变 


前 后 的 数组 对 满足 CI)» 与 否 的 影响 。 
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剖析 ”对 第 二 部 分 第 4 TPE RAR ERA SiT 
CFE HERA (f) 改变 为 另 一 舱 入 的 旋 数 组 时 ， 引 入 了 
改变 值 的 数组 (sy )。 由 于 对 以 同一 顶点 v 为 前 端的 任 三 树 棱 
ti, tj, ter MWA (ey, ex, en) 可 取 的 值 有 8 种 ， 而 将 t, 
to ta Ef 下 的 排列 次 序 改 变 时 的 方式 却 只 有 6 种 ， 这 说 明 作 
为 旋 数 改变 的 (e;，enx，ex) 三 数 是 不 能 任意 的 。 其 间 的 制 
多 关东 由 CI), 中 的 方程 

Q; (fo tT)=1 

表达 ， 即 三 数 须 满足 这 一 方程 。 由 这 一 方程 的 几何 意义 容易 解 
答 上 述 问 题 。 

为 此 ， 不 妨 设 在 f 下 从 zi, 起 依 反 钟 向 排列 的 次 序 为 ta,» 
, th, HA PR: 


由 表 知 ，(e;, ex, ex) 不 能 取 的 值 为 (0,1,0) 与 (1,0,1), 且 
知 从 这 两 组 改变 三 数 中 的 任意 一 个 或 两 个 ， 所 得 新 数组 即 与 表 
中 某 一 确定 排列 的 数组 相当 。 这 一 结论 显然 与 原先 f F ta 
tr, tj, te 的 排列 次 序 无 关 ， 因 而 有 下 述 结论 : 

旋 数 改变 术 RARA FETCH, XH e= (ez), W 
RV) GS AAG SHR tis 2. tes HOR Ens Eiks Ejk 
不 满足 (HM) 中 与 Cti tjs te) 相应 的 方程 : Qu (f> x) 
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=1， 则 任意 改变 其 中 一 个 或 两 个 的 值 ， 新 得 到 的 三 数 。',,， 
E igs e'a BUN RET IX — TT FEO 


3. PI ERA iE 


问题 ARTE SR — AT PY BOR, RA fs TOF A 
A g :TC 平面 ,又 相应 改变 数组 e = (e; ) 为 数组 n= (y), tE 
(f,e) 一 (g,7) 而 在 g Fy 较为 简单 易于 处 理 。 

改变 方法 ”改变 将 对 一 确定 的 外 楼 e。 进行 。 设 P, 上 以 歧 
点 ws 为 前 端的 两 树 棱 为 :,，zt,。 必 要 时 交换 p，g 记号 ， 故 恒 
可 假设 f+ es， =0。 又 简 记 ta X to. 

F eq = 二 1， 则 改变 f 为 -g 时 ， 将 交换 tp, t 的 位 置 ， 否 
M tps t 的 相互 位 置 保 持 不 变 。 以 下 设 这 一 步骤 已 首先 完成 ， 
故 不 妨 设 在 g 下 与 在 f Fto tp to 都 依 反 钟 向 排列 ， 于 是 有 

Zw =9, Mpg = 90 

wv AP, ERP, EfE-ARM FRA va 的 顶点 ，z, WP, 
或 PP 上 以 ”为 前 端的 树 棱 ， 而 六 为 以 v 为 前 端 但 不 在 P, 或 
Pa ERIE — RR. Æ sw = 0， 则 在 g 下 将 保持 下 tt，z, 的 
KE], BACHE, BA 了 改变 为 g 时 ，z 将 移 置 1, 的 另 
一 侧 。 于 是 不 论 何 时 ， 都 有 

Mer = 0o 

次 设 ta 为 以 歧 点 v。 HMF p, t, 的 树 棱 。 若 tr 
在 f 下 位 于 to 与 ts ZE, BBE f 下 依 反 钟 向 排列 次 序 为 zo 
(Stua), tes tp, to 时 ， 将 改变 f Ae 使 在 g Fa, 的 位 置 依 
次 如 下 : 

C1) (epp, Exa) =(0,0)BF, t Æg FIDE to, tp 之 间 。 

(2) (pps Ekr) = (1, DBF, t 在 g FEF to, t, 之 间 。 

G), (4) (Cesps Ern) = (1, 0) 或 (0，1) 时 , 4, Æg 
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FF tp, ta 之 间 。 
参阅 附 图 31， 其 中 波状 线 为 t 改变 后 在 g 下 的 位 置 。 


{ 
i 
i 
1 
| 
le, 
l 
| 
| 
1 
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(3) 
图 31 

ai DARA v 为 前 端 而 不 同 于 已, WR, BE f 
下 位 于 to St, Zi , 则 改变 方法 与 上 相似 。 若 在 上 下 位 于 已， 
to 之 间 , 则 在 (ete, Er) = (0,0) 或 (1,1) 时 ,在 g Fe HEF 2,, 
ta 之 间 , 而 在 (ep, eq) 二 (0,1) 或 (1,0) 时 , z 将 依次 移 置 to, ty 
to, t, 2 fal. 

最 后 ， 设 顶点 v 既 不 在 P. EEPE PaE, WMA 为 前 
端的 诸 校 间 的 旋 向 将 保持 不 变 ， 即 对 任 两 以 v 为 前 端的 树 棱 
ti, tj), A 

Bij = fü» Nj = Ejo 
由 于 对 以 P, BP, EWS WB ini AEP, 5 PL, LAE 
279 


树 棱 ， 其 相互 位 置 改变 与 否 除 已 可 归结 为 以 上 改变 者 外 并 无 明 
MARLE, BURGE Lig APRA g 不 必 是 唯一 的 ， 但 任 
一 这 样 改 变 所 得 的 (g&，7) WRIN (F, e) 对 e, 的 一 个 调 
整 ， 简 记 为 

《AR 


Qa 


易 见 经 嵌入 调整 所 得 g, w 具有 以 下 简单 特征 。 
AWA 设 (/,。) 一 一 
(1) Av EP, XPa CAIRA va WDA, t, EP, K Po 
E v HANEP, M t 为 以 v A R, 
Ner = Qo 
(2) Æ tp, ta Æ P, 上 以 v 为 前 端的 两 树 棱 ， 而 tas ty, 
t 在 g 下 依 反 钟 癌 排列 ， 则 
Npq = Qo 
(3) Æ tp» t 如 前 ， 而 为 以 vw。 为 前 端 而 不 同 于 1,，i 
的 任 一 树 棱 ， 则 
Æg Fu. Fto, tp Xto, ta ZINN, MA 
Mep = Nra = Oo 
Æ g Ft, Ftp, t, 之 间 时 ， 或 
Mep = Neg = 9 


(g,7), 则 


Nep = eq = Lo 
(4) 在 (3) 中 除 最 后 情形 外 , Mpo Neg» i 
PAS (tes tps ti) 相应 的 方程 , 亦 即 原 来 数组 e = (Ce, HEC), 
PSE (t, Lps» to ) 相 应 的 方程 。 


(5) 若 。 =aa’,b 是 工 的 任 一 不 同 于 a,a 的 自由 端 , 则 由 
280 


(1) 一 (4) 得 , yw = he =O RK mp = oe =1, 而 后 者 只 在 Ps 通过 
ve 且 在 g Ft, t, 为 Ps 所 隔 开 的 情形 下 始 能 出 现 。 因 而 不 论 何 
时 ,都 有 
Jab = Oo 
(6) 由 (5) 知 ， 对 任 一 不 同 于 e, 的 外 楼 eo， 都 有 
Nap = Vo 


4. 方程 组 (1), 解答 的 调整 


问题 设 有 FTC 平 面 ，(T)7r 的 解 e= (e;)， 以 及 外 棱 

， 求 将 s 改变 为 数组 e = (ey), H CS ©) Me, A, 

H 仍 满足 方程 组 (CT)r， 因 而 s 为 上 下 对 e。 的 合格 解 。 

数组 调整 术 依 以 下 规则 可 将 数组 e= (ej) 改变 为 数组 
€ = Ce), 使 s 是 (I); 的 解答 时 ， e 为 了 下 对 e。 的 合格 解 。 

规则 (1) 设 v AP, 上 任 一 不 同 于 歧 点 zw WR, t, AP, 
ELL o BATE, to 4 为 以 wv' 为 前 端 而 不 同 于 的 任 两 
me, Be HME CU), 中 与 (zt,，zt;，t;) 相应 的 方程 ， 则 
改变 ej 的 值 为 

s 5 一 ci 十 1。 


否则 置 


此 外 ， 又 置 
Eir = Ers © j= E 
规则 (2) 设 tp, ta AP, EDLEEA v, FA Bil Siig EA) PA PIRR, ty 
为 以 z ŽI AN W Riel tp, ta DEER. Be 不 满足 
CI), PE (te, tp. ta) 相应 的 方程 ， 则 改变 crs eH 
E ep = Erp tl, Cbg = En tlo 


否则 仍 置 
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Eip— Erps © bq = Ekgo 
此 外 ， 又 置 
E = Epqo 
规则 (3) 设 tp, ta MMW 2, We, t; 为 以 vw 为 前 端 而 不 
lt tp to SERRE. Be= (e;;) 恰 能 满足 ID, 中 与 
(t;, tjs tp), (ty G, to) 相应 的 两 方程 之 一 ， 则 改变 sy 为 
e 7 一 6 十 1。 
否则 置 
€j = Ejo 
规则 (4) 设 ti 4; 为 以 不 在 P。 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 两 
py pe, WE 
Ej = Eijo 
以 上 由 数组 e= (ej) 依据 规则 1 一 4 改变 为 数组 e = 
(ey) 的 方法 称 为 在 f 下 对 e。 的 数组 调整 ， 简 记 为 
(f, €) (f, e )。 


在 e = (ej) 是 (I); 的 解答 时 ， 如 此 所 得 数组 e = 
Ce’; ) 即 为 f 下 对 Ca 的 一 个 合格 解 。 

ER. 为 验证 术 文 中 的 结论 ， 先 改变 (f，e) 为 较 易 处 
SERRA g 与 数组 7， 即 依 和 代入 调整 术 作 


(f, ©) —> (a 70 

= (75) 为 了 改变 为 g 时 与 6 相应 的 数组 ， 即 
(f, e) ~ (g, 7), 

于 是 Æq Eg Fe, 的 数组 调整 ， 即 
(g, 7 ) (g, 7 )。 


而 与 术 文 中 由 改变 为 e 的 诸 规则 相应 ，7 改变 为 站 所 遵循 的 
规则 可 重 述 如 下 : 
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规则 (1 ) 设 vo WP, 上 任 一 不 同 于 w 的 顶点 ，z, HP, E 
Div 为 前 端的 树 棱 ，zt;，z 为 以 wv 为 前 端的 任 两 不 同 于 i, 的 树 
棱 。 若 5 不 满足 (IDs 中 与 (t, ti 4) 相应 的 方程 ， 即 t, 
1 Æg 下 位 于 i, 的 两 人 出 ， 且 w=1， 则 改变 wh 的 值 为 


15 = Nj t Lo 
否则 置 
1 is = Tigo 
此 外 ， 又 置 
Mir = Divs Vir = Mr» 
Rp 


ir =0, 1; =00 
规则 (2’) 设 tps t, AP, ERA v, 为 前 端的 两 树 棱 ， 而 
Eg Fto (=tuds tp to 依 反 钟 向 排列 ， 为 以 mw 为 前 端 
而 不 同 于 如 ， 的 任 一 树 棱 。 和 大 7 不 满足 (II)。 PS (t, 
tp, to) 相应 的 方程 ， 妈 zi Eg 下 位 于 P。 的 与 O 不 同 的 一 
侧 ， 且 yp = pg 二 1， 则 改变 hps Mg 


Dep = Mp tl, Wag = Ma tlo 


否则 仍 置 
N kp = Mp» Nra = Mego 
此 外 ， 又 置 
7 pa = Wpg» 
Bp 
1 pq = 0 


规则 (3 JiR tp, to 如 规则 (2°), Me, t; JDA va ABT 
BRAF tp t, OER, By= (yy) WERE OD, 中 
(tis tj, tp), (ti to t) 相应 的 两 方程 之 一 ， 即 有 下 两 情 
形 之 一 ， 则 改变 5 为 
283 


Vi = tlo 
否则 置 
7 he 
两 情形 如 下 : 
Dri, t Æg 下 位 于 t,。，t。 之 间 ， 或 
Nip = Nia T l> Nip = Wa=0, 


Nip = Niqg= 9, Nip = Yq = lo 
@t;, t; 在 g FSt,, to ARS, HA 
| mi = 10 
ALM (41 志 ， 志 为 以 不 在 P。 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 
Pa te, MWE 
1 = Njo 
根据 g, p, 7 的 作法 不 难 验证 以 下 诸 简单 性 质 : 
性 质 (1) U P, 或 P,。 上 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树 棱 z;， 
t;， 只 需 至 少 有 一 在 P, XPa tE, BWE 
7 j = 00 
性 质 (2) 设 THAR Hac, d Æg 下 位 于 Ps RN, 
VA 
7 ca = 0o 
性 质 (3) 设 工 的 两 自由 端 c，4 与 树 根 O 在 g 下 都 位 于 PP。 
的 同 侧 ， 则 必 有 
7 cd = Ned o 
性 质 (4) 设 自 工 的 两 自由 端 :，4d 至 树 根 O 的 通道 已 ，P， 
首次 相遇 的 顶点 不 在 P, 上 ， 则 必 有 
7 ca = Ned © 
FER (S) EMR ti, tja 4 A v 为 前 端 ， 且 三 者 或 为 
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tr, ts REg FFP, WSO ZAHM, WE Cy, 
7 ik» jk) 三 数 中 与 相应 三 数 (Nijs Tik » Nje ) 不 相等 的 个 数 
MAO, RA 2. 

Sit es 是 (1), 的 解 ， 验 证 (f, e) Me, 合格 如 下 。 

首先 ， 依 据 第 2 节 旋 数 改 变 术 以 及 改变 s 为 e 的 规则 
(1) 一 (3)， 可 见 (f, <) 满足 对 e 合格 的 条 件 (2) 与 
(3). 

为 验证 Cf, c) 也 满足 对 e 合格 的 条 件 (1)。 可 注意 依 
第 3 节 中 的 嵌入 调整 术 ， 对 任 一 不 同 于 ea KIIN es A tap = 0 
由 于 ee 是 (1)y 的 解 ， 而 (Cf, e) ~ (g，7)， 故 7 也 是 CD, 
的 解 ， 特 别 需 满足 (1)。 PS Cean ep) 相应 的 方程 ， 故 有 gag 


= mp0。 由 关于 (z, p 7) 的 性 质 1， 显 然 有 (ep= bb): 
N ab = N ab io N ab’ a Pat = 0, 

M 7 .2=0. AM g,=0 也 可 写成 goe=7-， 即 了 满足 CD, 
中 与 (ea, es) 相应 的 方程 。 于 是 s 也 满足 (1)y 中 与 (le, 
eg) 相应 的 方程 ， 即 (f, c) 满足 对 ee 合格 的 条 件 1。 

由 以 上 验证 并 知 : Æ e (C); 的 解 或 7 是 (I)。 的 解 ， 
则 €g, 7, 7) 还 具有 以 下 性 质 。 

性 质 (6) 对 任 一 不 同 于 e。 BAME eg, A 

Zug = N op = 9, 

因而 eg 的 两 端 在 g POEL P. 的 同 侧 。 

RPM CF, e) WERA ERRERA g 以 及 任 
一 数组 7 = (7) 对 e。 简单 合格 ， 如 果 Me 合格 且 满 足 
前 面 性 质 (1), (2) 5 (6)， 特 别 是 在 s 满足 方程 组 (1), 
HF, RA g 以 及 由 诸 规则 (1) — (4) 所 得 数组 了 对 e。 简 
单 合 格 。 

RAP e 满足 (ID)r 时 (f, €) 对 e 合格 这 一 部 分 已 验 
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证 完毕 。 其 次 ， 需 再 验证 在 e 满足 (1)y 时 es 也 满足 (I)r。 或 
只 需 再 验证 在 7 满足 (I)。 时，7 也 满足 (I)。， 即 对 任 两 外 
棱 ep, ey, 7 OWE D, 中 与 Cleg, e) 相应 的 方程 。 

在 ep, ey 中 有 一 为 es 时 ， 已 知 这 一 结论 成 立 ， 故 可 设 eg, 
ey 都 不 同 于 e。。 以 下 就 各 种 不 同情 形 分 别 讨论 之 。 

(1) Be, ey 中 有 一 ， 例 如 es， 其 歧 点 us 不 在 P。 上 也 


不 在 P,。 上 。 命 es 的 两 端 为 6 与 5 e= bb, M c 为 工 的 任 一 
不 同 于 2，2 的 自由 端 ， 则 当 P. 不 经 过 ws 时， 显然 有 
Noc = Mocs N be = N bco 
当 P. 经 过 ws MH, b, 6, c VURE P, 同 侧 ， 故 由 关于 (g, 
7 7) 的 性 质 3， 有 
7 be = Noes N b'e = Neco 
不 论 何 时 都 有 a= mr， 因而 
7 py = "eyo 

由 于 7 满足 (1)s 中 与 (eg, ey) 相应 的 方程 ， 即 有 ge = ny» 
故 gswr=7pr， 即 了 也 满足 (CD, FS Ces, ey) 相应 的 方程 。 

(2) Re, e, PA—, Bille, HAM b, 在 g FSW 
R O RFP., 的 同人 出 ， 则 当 e, Hic, 在 g 下 与 O 位 于 
P, 的 同 侧 时 ， 由 (g，w，7) 的 性 质 3， 有 

1 be = Nec» Tbe’ = Toc’ » 7 be = 25 ， N be 一 pi， 
故 7 ay = ?87o 5 (1) 相同 ， 知 7 满足 (I), 中 与 (ep， ey) 
相应 的 方程 。 反 之 ， 当 c, 在 g 下 与 O 位 于 Ps 的 异 侧 时 ， 
HEF (g, 7. 7) 的 性 质 (2)， 有 
be = N = N ve = N oe =o 

因而 wpy = 0。 另 一 方面 ， 又 显然 有 gw = 0， 故 gpy = Wy 
(=0), 即 DRE (1)。 PS (ep, ey) 相应 的 方程 。 

(3) 设 ee，ey Mime g 下 都 位 于 P。 的 与 O 不 同 的 一 
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Mi, H Pa, P, 的 岐 点 都 在 P。 上 ， 又 设 歧 点 之 一 ， 例 如 ve 天 
vo Ñ eg= bb’, e=, ARB 

7 be = Neos N b'e = Noc» 
或 

N be = N bc Nee = Mee 
因而 不 论 何 时 都 有 7a = neo ME e = ges WN ay = neo 
5 (1) 相同 ， 知 7 仍 满足 CD, 中 与 Ceg, e) 相应 的 方程 。 


(4) 最 后 设 es= bb, e,= cc 的 诸 端 点 在 g FIF P, 的 
与 O 不 同 的 一 侧 ， 但 Pe, P, 的 歧 点 都 在 v。 处 : vg = vy = vao 
Hb, 至 OO 的 通道 首次 相遇 的 顶点 不 在 v。 处 ， 则 由 关于 
(g，7，7 ) 的 性 质 (1)，(4)， 有 
7 be = Tbc » N be = 7 be’ s Moc 一 oo’ o 
因而 有 
7 bc 十 N v'e + 7 oe’ = Nec E Nee + Nwo 
Hb, c 至 OO 的 通道 首次 相遇 的 顶点 不 在 v。 时 也 同样 。 若 自 
b, cPOURB SO, c 人 至 OO 的 通道 首次 相 过 的 顶点 都 是 va, 
则 由 性 质 5， 仍 得 上 式 。 同 样 不 论 何 时 都 有 
yor + 1 ve HT w = Noe’ + we + Tos’ o 
二 式 相 加 ， 即 得 
7 py = Nero 
于 是 与 (1) 同样 知 7 仍 满 足 (1)。 中 与 (Cep, e) 相应 的 方 
程 。 
至 此 ， 已 知 在 各 种 情形 下 7 了 = (7) 都 满足 (O), FPA 
有 方程 ， 调 整 术 验 证 完毕 。 


5 线 图 嵌入 第 三 基本 定理 


问题 ”上 节 数 组 调整 术 给 出 了 从 任 一 〈D)y 的 解答 。 = 
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(ey) 改变 成 对 一 固定 外 棱 e。 合格 解 的 方法 。 在 应 用 第 一 节 中 
的 方法 从 e 获得 同时 满足 CD, UD, 的 解答 时 ， 关 键 的 一 点 
在 于 诸 外 棱 需 排列 成 一 适当 次 序 ， 使 依 调 整 术 逐 次 改变 数组 
时 ， 对 先前 诸 楼 的 合格 性 不 致 因 新 的 改变 而 丧失 。 试 求 这 种 能 
符合 要 求 的 适当 排列 次 序 。 

剖析 ”为 求 得 适当 的 外 楼 排列 次 序 ， 需 先 就 对 两 个 外 楼 处 
于 较 简 单 关 系 的 情况 下 ， 调 整 对 合格 性 的 影响 并 进行 较 细致 的 
分 析 。 为 此 考虑 外 棱 ee，eg， 与 Pas Pp BJIR va vpo RiR 
下 两 条 件 能 满足 : 

(1) va 在 通道 已 * 上 。 

(2) Pp 与 P。 至 少 有 一 树 棱 公共 。 

SREMRA g: 工 性 平面 与 (1, 的 解 7= (gy) We, 简 
单 合格 ， 试 考虑 依 调整 术 


(g, 9) — (h, £) — (h, ©’) 
Ep ep 


以 获得 对 es 简单 合格 的 艇 入 有 h: 工 性 平面 与 数组 5 = (gy) 时 
对 ea 合格 性 的 影响 。 

由 于 Pa Pe 至 少 有 一 树 棱 公共 ， 且 (g, q) Me, 简单 
合格 ， 可 知 依据 借入 调整 术 以 获得 疡 时 ， 交 换 g FP, 上 以 zs 
为 前 端的 两 树 棱 位 置 这 一 步 是 不 必要 的 。 

以 下 将 对 人 能 入 与 数组 的 各 改变 步骤 逐 一 检查 ， 注 意 只 有 下 
面 两 种 改变 可 能 引起 丧失 对 e。 的 合格 性 : 

(1) 顶点 也 在 P. XPa E, WR, Ww 为 前 端 而 不 在 PP。 
或 P,。 上， 由 g 调整 为 h Ht, t Æg FMP, RPL AMY 
改变 。 | 

(2) WA w EP, E, WHR t, t Uw 为 前 端 HC UA 
RACH, ¢, ACE. 

下 面 检查 这 两 种 改变 的 影响 。 
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(1) 因 (g，7) 已 对 es 简单 合格 ， 故 对 前 端 在 Pa R Po 
上 的 任 一 树 楼 t，t 在 g 下 位 于 P。 的 某 一 侧 时 ， 在 h FK 
保持 在 这 一 侧 。 

(2) 从 上 节 数 据 调 整 术 的 注 析 中 ， 关 于 le, p r) 的 
性 质 6 CM es 的 两 端 在 g F, AMEER 下， 必须 位 于 Pa 的 
同 侧 。 又 知 Cg, q) 对 es 简单 合格 ， 故 对 前 端 w 同 在 P。 上 
的 任 两 树 棱 妆 ， 方 ， 在 必须 改变 EN Eu = 5+1 时， 应 有 

w= Fas F3 Zr SERB SY AY A mL 

ti t; 与 eg 两 端 在 h 下 位 于 Ps AM; 

to ti TA 下 位 于 Ps 的 异 侧 ; 

Ci =1.6 

由 以 上 分 析 易 见 ， 所 得 (Ch, C) 不 仅 对 eg 简单 合格 ， 且 
对 e, 也 依然 保持 简单 合格 。 

同样 可 知 ， 设 es es 如 前 ， 而 对 另 一 外 楼 e, P, KODE 
不 在 Ps 上 而 原来 (g，7w) Me, BAR, Wh, g) 也 依 
然 对 e, 简单 合格 。 

由 此 易 得 排列 诸 外 校 的 一 种 合适 方法 ， 以 为 第 一 节 中 所 说 
改进 方法 之 用 。 

由 第 一 部 分 第 2 节 中 关于 线 图 G 的 限制 ， 可 将 诸 外 校 e, 
排 成 次 序 

Els €25 Us Eas s €L, 
使 对 每 一 外 楼 e, a>l, AFHR: 

(1) P, 至 少 与 8<a 的 某 一 Ps 有 一 树 棱 公 共 。 

(2) ESIR es HJIR vg EP, LHv,, We MEHR 
Fep e 5 ea -1 中 。 

SARA f: 芽 己 平 面 与 满足 (1D)y 的 解答 se= (e) HR, 
依据 嵌入 调整 术 与 数组 调整 术 逐 步 改变 (f, e) 为 
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(f, e) 一 一 (g', 7') ~ (f, £}), 


(gt, 4) Te (g?, n°) (f, e?), 


Cet, D — Cet, oh) ~ OF D 

于 是 ， 最 后 所 得 er 同时 满足 (De OD; 两 方程 组 。 

这 给 出 了 线 图 修 入 第 二 基本 定理 的 又 一 证 明 ， 而 这 一 证 明 
不 仅 不 再 依赖 于 Kuratowski MAAR, i HAFR— e 都 系 在 
ff 下 从 er ! (ee =e) 依 数据 调整 术 中 规则 (1) 一 (4) 获得， 
因而 切实 可 行 ， 不 难 使 之 机 器 化 。 因 之 可 将 以 前 的 嵌入 术 加 强 
成 下 面 形式 。 

线 图 具体 著 人 本 (第 三 基本 定理 ) HAARR G, RAH 
É T UR, FEVERRA FTC 平 面 ， 设 se= (ej) 是 方程 组 


(I); Leg = Jap 
的 任 一 解答 ， 则 可 将 诸 外 校 ea 排列 成 一 适当 次 序 
| Cie. fog POS egy POS Sis 
并 可 作 数 组 - 


e!= (el), €?= (ef), °°, 7 = (eh), e} = (eG), 
使 每 一 e" 在 f 下 对 el1，…，e。 MAR, He 从 CF, t) 
依 数组 调整 术 中 诸 规 则 获得 (es? =e). BRIA, ROA el = 
(e5) 不 仅 满 足 (D; HEARRE OD AmA e 可 依 第 三 
部 分 第 5 节 中 线 图 嵌入 第 一 基本 定理 具体 作出 整个 线 图 G 的 
HRA : 7 
g: GC, 
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五 、( 平 面 性 ) 线 图 散 入 的 分 类 
1. 树 形 奉 人 的 扩充 


问题 在 第 二 部 分 第 $ THRMAP, BRERA 
分 类 问题 。 在 第 三 部 分 第 3 节 扩 充 术 与 第 三 部 分 第 5 节 ， 第 四 
部 分 第 7 PHA RAR F, HRT TAA G 的 最 大 树 形 
T SMT RA A AB RED FERUE TARA G RAW. (A 
Æ, 4OARA 8:TC 平 面 并 知 g 可 扩充 为 G 的 嵌入 时 ， 这 
种 扩充 的 方法 仍 可 不 止 一 种 。 在 第 三 部 分 第 1 节 交 截 数 以 及 第 
三 部 分 第 6 节 诸 节 中 ， 已 有 例 说 明 此 事 ， 见 图 12 与 26。 这 些 
事例 导致 下 面 的 问题 : 

设 g :TC 平面 可 扩充 为 G 的 颈 入 ， 问 如 何 区 别 并 完全 定 
出 各 种 不 同 的 扩充 类 型 。 

剖析 已 有 能 入 gg:T 了 CC 平面 而 要 扩充 到 某 一 外 棱 e Œ 
然 有 两 种 可 能 方法 ， 视 嵌入 后 e. UP. =C, 含 树 根 于 其 内 部 或 
外 部 而 定 。 为 此 我 们 对 每 一 外 棱 e 引入 一 模 2 Bu, 以 表示 e。 
的 嵌入 方式 : 

o fO, e 嵌入 后 使 树 根 在 C, 之 外 ， 
wnt es 嵌入 后 使 树 根 在 C, 之 内 。 

每 一 个 扩充 到 G 的 伐 入 都 有 一 确定 的 数组 Cua) 与 之 对 
应 ,但 并 不 是 任意 一 个 数组 都 有 一 相应 的 扩充 。 例 如 在 图 26 
的 例 中 〈 树 根 位 于 ti 23 之 间 ， 未 在 图 中 标 出 )， Cu, uz, 
us) 所 能 取 的 值 只 能 是 

(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 0) 
4 种 ， 而 不 能 取 另 外 的 4 种 。 其 原因 是 : 当 一 外 楼 e。 BRA 
而 再 要 人 甬 入 另 一 外 棱 es 时 ， 其 方式 可 能 有 两 种 ， 也 可 能 只 有 
一 种 。 例 如 图 26 F, Se, 已 嵌入 使 u,=1, MAERA es 时 有 
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两 种 方式 使 u2=0 或 1， 其 次 在 €i» €2 CRATE u= l, u2= 
1 BRA es 时 可 有 两 种 方式 使 us =0 R1. (A e ep BK 
入 使 u,=1, u2=0, WHRA es 时 ， 只 能 再 有 一 种 方式 ， 即 
zx3 二 Oo。 

这 说 明 对 任 两 外 楼 e., eg HEU, uy, ug 的 取 值 是 不 能 任 
意 的 ， 数 组 Cu) 的 取 值 更 不 能 任意 。 由 此 可 知 ， 为 解决 原 
来 的 问题 ， 首 先 应 求 得 对 任 两 外 楼 ea ep 来 说 ， 数 u 与 ws 之 
间 的 制约 关系 。 

FAL, he, WA, a’, eg HMMA, bo AFG 
Me: TCORHAT RA GORA, MHBRH BRI PTR 
A K 

gap 7 Oo 

Ainge, 已 嵌入 平面 ， 则 b, 将 同 在 Cs = ea UP, 之 内 或 同 
在 其 外 。 同 样 ， 夺 eg 已 嵌入 平面 ， 则 a，a 也 将 同 在 Ce = eg 
UP, 之 内 或 同 在 其 外 。 又 

Lap =O 或 1 
视 a 与 树 根 在 g 下 位 于 Ps 同 侧 或 异 侧 而 定 。 在 g 扩充 至 e。 
后 ， 则 视 是 否 同 在 Cg 之 内 外 或 一 在 内 而 另 一 在 外 而 定 。 故 其 
SRA g:T 工 生平 面 有 关 而 与 g 的 扩充 无 关 。 对 gwm 亦 然 。 由 
这 些 几 何 意义 可 知 ， 应 有 

Bap Eba 二 0， 
即 gap go 不 能 同时 为 1。 

今 任 将 g : 工 性 平面 扩充 为 GH—-TRA, WHC, Cz 
以 及 根 的 相互 内 外 位 置 关 系 而 言 可 概括 为 图 32 中 的 9 种 类 型 
(实际 九 入 都 可 归 入 这 些 类 型 之 中 ， 只 是 某 些 点 线 可 能 重 
合 )。 


对 于 这 些 不 同情 形 ，wu。 等 所 取 的 值 可 列表 如 下 : 
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— eee — — Ak i eee eww ee 


O €a 


O 
7 o 
ege | es eg 
C1) (2) (3) 


(7) (8) | C9) 


图 32 
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(Uas Ugs Bap» Eba) 


所 能 取 的 不 同 组 值 为 2 =16。 但 由 于 


Lap Soa = 9, 

实际 上 所 能 取 的 组 值 只 有 12 个 。 在 此 12 个 组 值 中 ， 只 有 上 表 
所 示 的 9 个 解 为 某 一 秘 入 所 实现 ， 其 他 3 组 则 不 可 能 。 我 们 现 
在 的 目的 ， 在 寻 更 一 个 u。，us，gg，gw 间 的 代数 式 了 ， 使 对 
上 表 中 9 种 情形 都 有 Y = 0， 而 对 其 他 三 种 情形 则 有 Y= 1。 
这 样 Y=0 KA e ep 各 种 可 能 嵌入 的 制约 关系 。 

显然 了 不 能 取 为 te，zap，gp，gi 间 的 一 次 式 。 为 对 符 
合 要求 的 各 种 二 次 式 进行 党 试 ， 先 列 出 一 表 如 下 : 

由 上 表 可 见 ， 一 个 合适 的 代数 式 是 

Y = Uag + Uogopg + Ubao 
因此 ， 数 组 (ua) 相应 于 一 真正 扩充 到 G HRA H VERE 
TEXTE PAS Be, eg 都 有 
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Uglkg 十 MaGop 十 UB” pa =0. 
容易 验证 ， 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 我 们 把 这 一 结论 表达 于 下 ， 
并 于 其 后 的 验证 中 证 实 这 一 结论 的 真实 性 。 


数 组 
情 形 
O Uug» Bap» gba ) 


Uo af 


aa 


z| 
ae 
I% 
Sa 
O O N AUNA WD N 十 
Oo O mŘ.ooo o o 


> 

z| 

pù jm 

m © 

~ 

© me 

m © 

© e 

= © 
~ 


树 形 嵌入 扩充 分 类 术 设 g:TC 平 面 ， 已 知 g 可 扩充 为 
G 的 柳 入 。 对 每 一 外 楼 ee， 引 入 一 2) 未 知 数 ya, WP Z 
为 G 的 媒 入 的 不 同方 式 与 下 述 ( 模 2) WHA (a Æe, 的 任 
一 端 ，b 是 es 的 任 一 端 ) : 

(Y), Yael g) =0 
BY AN fe] CBE 2) EES Cy.) = Cu, FET BY, HP 

Ye(g8) = yoyp + Yogap + Yagbao 

验证 ”在 “剖析 ”中 已 说 明 每 一 扩充 到 G 的 从 入 必 相 应 于 

CY), 的 一 组 解答 ,反之 , 设 
Cy.) = (wu,) 
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ECY); 的 一 组 解答 ,试用 归纳 法 验证 必 有 一 扩充 到 G HRA 
与 之 相应 如 下 。 
将 G 的 外 楼 任意 排 成 一 次 序 el, ep,…, ez, 设 已 将 g:TTC 
平面 扩充 为 一 舱 入 
sg:TUerU…UesC 平 面 ， 


使 
ug =K og (Cg), B=1, =, ko 
Ea — Ek +10 
按 (Y),, 有 


Ual Up T gap) = qvaup, B=1,.…, ko 
若 对 每 一 8=1,…,&, 都 有 
ug t gop 三 (0， 
DR BP 
KZ (Cz) =O. 
由 此 知 e, 的 任 一 端 e, 因而 两 端 a, a “都 在 诸 g(Cs) 之 外 。 因 而 
可 有 两 种 方式 扩充 为 e。 HRA. RUTTER g(e。), 使 
次 aog(C。) 王 给 定 的 uao | 
其 次 , 设 在 8=1,…,k 中 至 少 有 一 , 设 为 po, 使 
Ugo + Sag, 1, 
则 仍 按 (Y),, 有 
Ua 一 Brag, 
由 于 已 给 wp 而 gua 由 g: 工 忌 平 面 完 全 确定 , 故 由 上 式 知 ， 
u, 已 由 g RHP He: TUU UeaC 平 面 唯一 确定 。 因 已 
知 gse=0,8=1,…,A, 故 知 g 必 可 扩充 至 es, 且 知 扩充 所 得 的 
数 
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次 og(C,) 
只 能 是 上 面 唯一 确定 的 uao 
因 之 , 由 归纳 法 知 , 必 有 扩充 
:GC 平面 ， 
使 诸 外 棱 ea 所 定数 组 
(次 og(C,)) 
即 为 方程 组 (Y)。 预先 给 定 的 解答 (wus)。 至 此 验证 完毕 。 


2. (平面 性 ) 线 图 嵌入 的 分 类 (第 四 基本 定理 ) 


问题 上 面 岩 形 代 入 扩充 分 类 术 是 对 一 确定 且 已 知 可 扩充 
到 G 的 嵌入 g:T 人 平面 而 言 。 试 对 任意 已 知 可 扩充 到 G MR 
入 大 :TC 平 面 作出 相应 的 结论 。 
剖析 对 于 任 一 舱 入 FF: 工 和 平面 ， 由 第 三 部 分 第 5 PH 
第 四 部 分 第 5 节 中 的 线 图 圣 入 术 (第 一 ， 第 三 基本 定理 ) W, 
了 能 否 改 变 为 g:T 己 平面， 使 g 可 扩充 为 G 的 嵌入 系 由 方程 
组 
(I ) 7 Lap = Sap 
CH); Q; (fo 2) =1. 
所 定 , AXIRA g: 芽 性 平面 与 方程 组 (了 工 )y,( 卫 )y 的 解答 
(£j) = (ej) i 
相对 应 ,使 
Bij Tfj t Ejo 
对 于 一 个 确定 的 、 可 扩充 至 G RA g: TOPE, 亦 即 对 于 一 
组 确定 的 ( 工 )r,(EH)7r 的 解答 (zy)= (le) gs 扩充 到 整个 G 的 
可 能 的 代入 依 树 形 伐 入 扩充 分 类 术 又 与 方程 组 
(Y); Y.e(g) =0 
的 解答 相对 应 ,而 Yale) P 
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Ja = fap + Eag» 
dba = foa + Ebao 
由 此 得 下 述 结 论 : 
线 图 嵌入 分 类 术 ( 第 四 基本 定理 } (Ef: TCH, G 
可 嵌入 平面 的 类 型 与 下 方程 组 (I 工 )y,( 且 )y, Ci), 的 解答 数 相 
对 应 : 


CI), fs 
CH); C. + fy Lit fin) + Carin + Fin) Eji ita 
+ C xp; + fei) ty + fj) =10 
(M); yays + (Lap + fap) Ya tÈ Lia t foa) yg = 0o 
i 结 


在 上 面 五 部 分 中 , 对 布线 诸 问题 的 解决 作 了 详细 说 明 。 现 
将 所 用 方法 与 所 得 结论 重新 概述 如 下 。 
首先 在 已 给 线 图 G 中 任 选 一 最 天 树 工 并 添加 一 树 根 O。 
G 限制 如 第 一 部 分 第 1 节 中 所 说 , H G, T 已 改造 如 第 二 部 分 
第 2 节 中 所 示 。 
H TERRAE, RAT HAICN f, BIE 
| f: TCR, 
FFE XT EPA A] TS A a YE tj KP F ti, ti RA 
的 顺 反 可 和 定 一 模 2 数 
fig = fatlo 
又 任意 扩充 f 为 一 相对 于 工 的 浸入 
f:G 心平 面 ， 
TU Xt BE BG SP BE en, eg, 由 f Feas eg 的 交 截 倩 况 可 定 一 与 扩充 了 / 
无 关 的 模 2 数 
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Fup Sins 
在 数组 (f。g) 与 (fi ) 间 有 基本 关系 式 
sh el tSas tiers 


此 处 e = aa ,ep= bb, 而 f, 等 由 fj 等 确定 如 第 三 部 分 第 4 节 
中 所 示 。 
原来 T 的 嵌入 了 一 般 不 可 能 扩充 到 整个 G, 而 需 先 将 f 变 
AAT RRA 
2g: TCH 
始 有 此 可 能 。 又 在 能 扩充 为 G 的 嵌入 时 ,每 一 外 棱 e FER ATA 
与 树 形 是 否 共 同 包含 树 根 O 于 其 内 部 又 有 两 种 可 能 情况 。 为 
此 ,我 们 引入 两 个 模 2 未 知 数组 
(zz) 与 (> )， 
其 中 x, = -描述 以 同一 顶点 为 前 端的 两 树枝 局, 性 在 FF 下 的 旋 
向 是 否 需要 改变 , 而 六 则 描述 外 棱 e. 伐 入 后 是 否 应 与 树 形 共同 
包含 根 O 于 其 内 部 。 
我 们 确定 了 三 组 方程 


(CI); Lap = Sapo 

Cl), Cag + Fig) Carin + fia) + (zt Fie) Cr + Gi) 
+ (xy: + fii) (zy + fig) = 10 

(ll), Yave + (Lag t fag) Ya + (xa + foa) yg =O 

这 些 方程 的 几何 意义 分 别 如 下 : 


FEC); 代表 将 f: 芽 性 平 面 改 为 男 一 醋 RARE AY 
改变 值 (xz; ) 必 须 满足 的 制约 关系 。 方 程 ( 工 )y 代表 将 f 依 (xz;) 
改变 为 另 一 工 的 嵌入 后 ,可 扩充 至 外 棱 e。, ep, 使 在 此 嵌入 下 不 
ADAM ART. FEC), 则 代表 /已 依 (xz; ) 改 变 为 另 一 艇 入 
后 , 为 扩充 至 G 诸 外 棱 在 嵌入 下 必须 遵守 的 相互 缠绕 的 制约 关 
Fee 
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我 们 获得 的 结果 如 下 : 

(1) GURAM REBAR ABA (1), 有 和 解 一 一 第 二 
基本 定理 。 | 

(2) 方程 组 (1), ARN, KUM C1), CI), 
BA, HA CI); 的 解 可 依 确 定 步 又 获得 C1), (1), 
解 一 一 第 三 基本 定理 。 

(3) 可 以 扩充 到 整个 G HAMRA ec: TCHEHKS 


CI), C); 的 不 同 解答 (xz;) 相对 应 第 一 基本 定理 。 
(4) GHA AT RA 
g :GC 平面 ， 
ta3 (1), CID, M); 联 立 方程 组 的 不 同 解答 
(xy; Ya) 


相对 应 一 一 第 四 基本 定理 。 

以 上 (1) — (4) 解答 了 图 7 中 的 全 部 问题 ， 只 是 机 器 化 
程序 的 编 试 尚 待 进行 。 但 这 些 结果 都 通过 选取 一 最 大 树 工 以 
及 任 择 一 恰 入 f: 工 性 平面 而 获得 ， 而 与 f 的 选取 都 带 有 极 
大 的 任意 性 。 为 此 ， 可 提出 下 述 问题 : 考虑 一 种 由 CASH 
不 依赖 于 工 与 f 的 选取 的 解决 方法 。 这 个 方法 可 由 本 书 的 示 
PAS FHI HEHE. FEM G 可 作 一 、 二 维 模 2 mR 如 (G) R 
们 的 一 般 理论 指出 


这 一 结果 称 为 线 图 嵌入 的 第 五 基本 定理 。 若 选择 一 最 大 树 芽 
SERRA £: TOF, FAW 


$°(G)=0@( 1), AF 
由 些 即 得 上 面 的 结果 (1)。 由 于 这 些 结论 是 纯 理论 性 的 ， 与 本 
附录 宗旨 不 尽 相 符 ， 故 论证 一 概 从 略 。 
Mie (1977412 A). WHA (1), 的 每 一 个 方程 一 
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般 说 来 可 以 有 4 个 含 未知 数 的 项 。 最 近 数 学 所 的 刘 贿 佩 同 志 证 
明 ， 乔 适当 选择 最 大 树 ， 可 使 (1), 的 每 一 方程 都 只 含 2 个 
有 未 知 数 的 项 。 这 使 判断 CL), 有 解 与 否 也 即 G RE RRA 
面 与 否 变 得 极为 简单 。 这 是 本 理论 的 一 个 重要 进展 。 刘 彦 佩 同 
志 的 论文 《 模 2 规划 与 平面 嵌入 》 将 发 表 于 应 用 数学 学 报 。 


301 


集成 电路 设计 中 的 一 个 数学 问题 


集成 电路 的 设计 牵涉 到 线性 图 的 平面 性 即 是 否 可 在 平面 中 
拓扑 地 实现 的 问题 ， 这 个 问题 的 各 个 方面 可 用 图 1 来 概括 : 


图 1 
I 一 V 的 几 个 方面 可 说 明 如 下 : 


L. 平面 性 判 准 一 一 给 出 一 个 线性 图 是 否 有 平面 性 的 判 
准 。 这 样 的 判 准 早 在 30 年 代 就 已 给 出 ， 如 Kuratowski[4]， 
Whitney[ 5], MacLane[5]. EP Kuratowski 判 准 说 ， 线 性 图 
G 有 平面 性 的 充 要 条 件 是 ，G 不 含有 任何 下 面 两 类 子 图 形 之 

但 这 一 类 判 准 在 实用 上 有 困难 ， 例 如 图 3 是 非 平 面 性 的 ， 
有 一 Kuratowski 子 图 形 如 粗 黑 线 所 示 ， 但 并 不 容易 找 出 : 


* 本 文摘 自 《数学 认识 与 实践 )，1973 年 。 
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I. 平面 性 算法 一 一 给 出 一 个 算法 ， 依 据 它 能 依照 确定 步 
又 来 判断 一 个 线性 图 是 和 否 有 平面 性 。 上 面 所 提 到 的 那些 判 准 都 
不 足以 从 此 导出 一 个 算法 来 。 这 样 的 算法 直到 近 几 年 才 出 现 ， 
见 Auslander-Parter [1], 与 Bader[2]。 


图 3 
下 .平面 化 一 一 原来 的 线性 图 是 非 平 面 性 的 ， 但 在 除去 某 


些 棱 后 余下 的 线性 图 可 以 是 平面 性 的 。 这 种 手续 可 叫做 线性 图 
的 平面 化 。 
NV. 具体 作 图 一 一 即使 线性 图 G 有 平面 性 或 已 平面 化 ， 
也 并 不 等 于 说 G 已 在 平面 上 画 出 ， 因 之 需要 有 一 个 将 G EF 
面 上 具体 画 出 的 方法 。 
V .机 器 化 一 一 由 于 所 考虑 到 的 线性 图 往往 是 很 复杂 的 ， 
即使 了 一 人 诸 问题 在 原则 上 已 解决 也 难以 用 手 算 来 付 诸 实施 。 
因 之 需要 程序 化 ， 使 工 一 区 各 问题 都 能 在 电子 计算 机 上 解决 。 
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国外 对 这 些 问 题 的 处 理 博 况 如 下 : 

Auslander-Parter 与 Bader (两 文 内容 实 质 上 是 相同 的 ) 给 
出 了 一 个 分 解 原 来 线性 图 为 更 小 的 图 形 并 重复 进行 的 方法 来 解 
决 问 题 [一 信 ，Fisher-Wang [3] 更 依据 它 来 机 器 化 ， 但 是 他 
们 所 给 出 的 只 是 一 个 具体 进行 的 方法 而 缺少 理论 的 提炼 ， 而 
Kuratowski 等 则 虽 有 理论 却 不 能 实际 使 用 。 

我 们 对 这 些 问题 的 处 理 情况 如 下 : 

对 问题 ， 我 们 在 1954 年 以 来 所 创立 的 示 髓 类 理论 早已 
提供 了 一 个 简单 的 判 准 。 这 个 判 准 容 易 化 为 一 组 模 2 系数 的 线 
性 方程 组 的 可 解 性 问题 ， 在 这 组 方程 有 解 时 ， 根 据 它 的 解 即 可 
具体 作 图 。 这 给 出 了 问题 下 一 区 的 钥 答 ， 依 据 它 来 机 器 化 力 是 
一 个 纯粹 程序 设计 的 回 题 ， 并 没有 什么 实质 性 的 困难 。 


二 、 线 性 图 的 平面 性 与 示 坎 类 


设 G 是 一 线性 图 ，G 的 顶点 的 集合 将 记 作 G"， 校 的 集合 
记 作 G'。 我 们 将 作 下 述 假 定 ， 这 对 G 的 平面 性 的 考虑 不 产生 
影响 : 

(1) 没有 两 端 是 同一 顶点 的 棱 。 

(2) 连接 G 中 任 两 顶点 的 枝 ， 至 多 只 有 一 条 。 

(3) G 是 连通 的 。 | 

w G! 中 的 棱 为 eI/，…，e,， 指 数 集 |1, =, n} 记 作 
IT。 对 于 一 切 无 序 指数 偶 Ci, j), iÆj, i, GET, RIND 
成 两 部 分 DD 与 N。 如 果 e;, e; ÆG 中 无 公共 顶点 ， 则 置 Ci, 
j) ED, BWE Gi, j) ENG 

对 称 约 化 积 

对 G 可 作 一 二 维 复 形 G*， 称 之 为 G 的 二 重 对 称 约 化 积 
者 如 次 ，G "的 二 维 胞 腔 对 应 于 一 切 CG, j) ED, WHE e” ej 
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=e; e; G ”的 一 维 胞 腔 对 应 于 G 中 一 切 顶 点 wv S e HE 
合 ， 而 v 非 e; 的 顶点 ， 记 之 为 wei=e pe G* 6J 0 HK 
对 应 于 GPW (v, w), MvAw, WAH 
v°w=w" vo WR e HWA va, vz e 的 顶点 是 vi, 
va, W G* 中 的 ( 模 2) 边界 关系 将 定义 为 
a(ei e;)= uy" ej + vn” ej + vj” eit V2" ei 
Iv" e) = v* va tv” vi, 
a(z w;)=00 
如 果 引 入 以 下 规定 : 
e;* e; 二 0,(i,7)EN AY; 0" e; =0, v He; 端点 时 ;iv v=0, 
ee 
余 类 推 , 则 以 上 边界 关系 亦 可 表 作 (e;* 6j, 0" ei,v* WEG") 
9(e; e;) =9e;" e; + e;" 9e;, 
| 
az w)=0, 
或 对 偶 地 说 ， 


OCv"e,) = dv" e;, 
Ce; e,) =0. 
MASRA 
以 R 表 平 面 。 映 象 f: G>R* 将 称 为 一 个 浸入 , WX f: 
G CR?, 如果 以 下 条 件 满足 : 
(1) 对 每 一 棱 e;€ G!, f/e; 是 一 拓扑 映 象 。 
(2) 对 每 一 棱 e;€ G', f(e;) 除 原来 的 端点 外 ,不 再 经 过 其 
他 顶点 的 象 。 
(3) 对 每 两 楼 e,A~e;C G", fle), fl(e;) 除 可 能 有 的 公共 顶 
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点 外 , 至 多 “简单 相交 ”于 有 限 个 内 点 , 即 每 一 交点 处 的 相交 指数 
为 1( 模 2)。 

MARIA f MRR ee, ~e,€ G', fle), fle) ELEn fE 
有 的 公共 顶点 处 相遇 , 则 f 是 G 的 一 个 拓扑 映 象 。 此 时 f 将 称 
为 一 个 戏 入 , 记 作 Ff? GOR’? WRAY RA FE, W G 称 
为 一 平面 图 形 ,或 具有 平面 性 , 记 作 GCR? 

ARR 

所 有 的 链 , 同调 等 都 将 是 模 2 的 ,在 以 下 不 再 说 明 。 

设 f:G CR* 是 一 个 浸入 。 对 f 引入 一 G* 中 的 二 维 上 闭 
E or=9? 如 下 。 对 任意 (i,j7)ED, 合 

py = Iple: ej), 
即 fle), f(e;) 的 相交 指数 。 置 
Pp ae ries "ejo 

显然 gp 是 上 闭 链 , 我 们 将 称 gq ARASH RRB. p 之 不 等 于 
0 可 视 为 上 异 于 内 入 的 一 个 测度 。 

定理 ”对 任意 浸入 f, FERRE p 人 恒 属 于 同一 个 上 同 
WA D, 

证 it f,g:G CR’, FVM RRBBEA p= >》 pje” e 与 
p= 2 Pili ejo 需 证 p 一 Ye 

为 此 , 先 设 对 任意 顶点 v, f(v)=g(v), 且 有 一 e€ G', Æ 
€: Fey 时 ， f= g/ei, 而 Sle), g Ce, ) BRA SE Se OP AR IB © 于 
是 fle), g(e;) 构 成 一 R? 中 的 简单 闭 曲 线 Cz 设 在 fig 下 
象 在 C ABBA TUR A vei. +s Vro WHE 

| p= pt ov * ero (*) 
为 此 , 先 设 ik, jAk, MG AED, WERA 9; = pj TC * ) 
式 左 右 两 边 el x e; 的 系数 相等 。 今 设 (&,!) ED, m e 两 端点 
Ef: g 下 的 象 同 在 C 的 内 部 。 则 此 两 端点 将 为 vp vo F 
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是 在 (x ) 式 右边 的 > 中 e, * ei 将 出 现 两 次 ,而 其 和 为 0。 其 次 f 
(ej) = g(el) 与 C 将 简单 相交 于 偶数 次 ,因而 we = 如。 故此 时 
PI e,” e 的 系数 仍 相 等 。 当 两 端点 在 f, g 下 的 象 同 在 C 外 
部 时 亦 如 此 。 最 后 设 两 端点 的 象 一 在 C 内 而 一 在 C 外 ,在 内 者 
BWA vpo MORALE P e, * e 的 项 将 出 现 一 次 。 又 此 时 
f(e,)= gle) BS C 简单 相交 于 奇数 个 点 , 因而 pw = gy + 1. 
故 两 边 ei“ el 的 系数 仍 将 相等 。 因 而 (* ) 式 成 立 而 有 pgp 一 yy。 

在 上 情形 中 fler), g (ei) 除 公共 顶点 外 不 相遇 的 条 件 容 易 
除去 。 盖 可 取 有 hh:G CR’ {Ë ee, W,h=f=g/e;,, 而 hle), 
fle WR h(ei),g(ei) 各 满足 上 述 条 件 。 命 h RREN O0, 
则 将 有 0 一 9g 50~ y, Am p 一 Y。 

次 设 对 任意 顶点 v A f(v)=2(v), MITER BR er er EE 
Gı(k FAY = 71), fle) 5 g(ei) 除 可 能 的 公共 端点 外 ,只 简单 相 
交 于 有 限 个 内 点 , 即 在 每 点 的 相交 指数 为 1( 模 2)。 今 作 ho, 
e, ha-1:G CR? 如下。hi:G CR’, {Ë h, fee, eg, ESF 
相同 而 在 ee+l, tts en ES g A. W hog Mh, = fo why 
KARA p,。 由 已 证 明 的 情形 ,应 有 oa~ prik =0, 
1,…,n 一 1。 故 得 po~ pn BP ~ po 

若 对 任意 顶点 v, DA (ao)=g(o)。 则 总 可 作 一 浸入 R: 
G CR?, 使 对 任意 顶点 v, 有 有 h(v)= f(v) = g(v), 而 对 任意 两 
te er, eE G'(k IA =1), fler) hle) AR g(ei) 与 h(el) 
除 可 能 的 公共 端点 外 , 只 简单 相交 于 有 限 个 内 点 , 记 h 的 相应 
RRENO, 则 应 有 p~0,¢~0, BIA p~ go 

最 后 , 设 f,g TER. th AR?’ 到 R 上 的 一 个 拓扑 变换 ， 
使 对 任意 顶点 ve G", 有 hf(v)=g(v)。 记 hf HAMAR 
AO, 则 依 前 述 情 形 有 9 一 yy。 另 一 面 因 h 为 拓扑 变换 , 故 显 然 
有 9 一 pg。 因 之 仍 有 p 一 Ye 
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至 此 定理 证 毕 。 

定义 ”定理 中 所 确定 的 上 同调 类 SO 将 称 为 G Hmm. 

WR G 有 平面 性 ,而 f:GCR- 是 一 舱 入 , 则 相应 于 f 的 
ARR, 显然 0。 因 而 可 得 下 述 。 

庶 入 定理 (必要 部 分 ) G 有 平面 性 的 一 个 必要 条 件 是 :G 
RI ARRAS = 0, RAPER RA f:G CR’, AVHRR p 一 0。 

( 注 :这 个 定理 中 的 条 件 不 仅 是 必要 的 , 而 且 是 充分 的 。 但 
这 一 点 将 在 五 中 证 明 。) 


三 、G 的 平面 性 判 准 一 一 基本 
定理 与 基本 方程 组 ” 


AS RGR A EEE GEARRA YA, 试 记 G 中 
顶点 的 集合 为 1v1,…, um} = Go FEPE IRA f:G CR’, WR 
FA A AS RR EA 

P= È Piei” ejo 
于 是 GCR? 的 一 个 必要 条 件 是 p 一 0 或 有 rå; 存在 ,使 
P= È ralu * ei)， 
这 里 的 之 展开 于 一 切 使 v 非 e; 端点 的 指数 偶 (1,z) 上。 比较 
两 边 e; * e; 的 系数 , 即 得 一 组 以 zu 为 未 知 数 的 模 2 线性 方程 
组 。 这 组 方程 可 解 是 G 有 平面 性 的 必要 条 件 , 以 后 也 将 证 明 这 
些 条 件 是 充分 的 。 

这 个 判 准 的 原理 虽然 简单 ,但 由 于 未 知 数 的 个 数 接近 于 
mn, 方程 的 个 数 接近 于 n’, 因 之 当 图 G 比较 复杂 , m, n 相当 
大 时 ,这 个 判 准 事实 上 并 不 实用 ,即使 用 了 电子 计算 机 也 是 如 
此 。 因 此 有 必要 简化 上 述 方程 组 ,使 之 即使 在 m, n 很 大 时 ,也 
可 以 通过 电子 计算 机 来 实现 。 这 是 以 下 的 目的 所 在 。 

最 大 树 
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为 了 这 一 目的 , KE G 中 取 一 树 工 ,通过 G 的 所 有 顶点 。 
这 样 的 树 T 将 称 为 G 的 一 个 最 大 树 。T 的 任 一 棱 将 称 为 一 个 
节 段 , 顶点 也 称 节 点 。 如 果 T 中 在 节点 wv 处 只 有 一 个 节 段 , 则 
v 也 称 为 节 梢 。 
X} T 的 任 一 节 段 e;, TT 一 内 部 (e;) 分 成 两 个 分 支 , 记 为 C, 
C o MÈ, HWA e EG- T 的 集合 ,这 里 es 的 一 端 在 C; 
中 , 而 另 一 端 在 C; 中 。 又 对 任 一 棱 e, E G'-T'.4T PRA 
唯一 的 一 条 通路 从 e, 的 一 端 到 e。 的 另 一 端 , 记 之 为 AR. E 
E= gea (e E T'), 
P, = 246i (e,€ C!- T"), 
这 里 E, P, 都 是 G 中 的 ( 模 2) 上 链 。 于 是 显然 有 
| eS 2 ;OeiE Fo 
引 理 1 对 于 最 大 树 T MA, G 的 一 维 上 边缘 群 , 有 一 组 
基底 由 以 下 各 上 边缘 所 构成 
e, + E;,e;€ To 
证 对 e;€ET, 命 A; (AYA C: 《Cr ) 中 一 切 项 点 的 集合 ， 
则 易 见 
e; + E; = p2 Co = Vo ay 
故 每 一 es tE 为 一 上 边缘 ， 且 不 同 的 e+ E 恰 含 有 一 不 同 的 
eT, WOXI e; + E; 是 线性 独立 的 。 
另 一 面 ， 对 任 一 G 的 顶点 vw， 设 ee，eil，…，er 是 工 中 
E v 处 的 节 段 全 体 。 命 Ci; 为 工 - 内 部 (e) 中 含有 wv 的 分 支 ， 
而 C ;为 工 - 内 部 Ces) PRA v 的 那 一 分 支 。 则 由 (1) R 
有 
by = (e+ E;) + Se + E). 
故 任 一 上 边缘 可 表 为 形 如 e; + E; 的 上 边缘 之 和 。 由 此 引 理 得 
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证 。 

CHE: 上 述 引 理事 实 上 是 已 知 的 ， 在 电网 络 理论 中 e; +E; 
是 一 割 集 (cut set), BB] S. Seshu-N. Balanian, Linear Net- 
work Analysis, 1959, 页 70—71) 

引 理 2 6G -的 二 维 上 边缘 群 有 以 下 一 组 生成 元 : 

(e;+ E;) * (e;+ E;),e,,¢€T',(i,j)E DUN; 

(ee 

证 命 v 为 G 的 任 一 顶点 。e 为 G 的 任 一 楼， 而 vv 非 e 
的 顶点 ， 则 G ho Wa Bou * e)= vux e 所 生 
成 。 因 G 的 一 维 上 链 群 有 一 组 基 由 诸 e; ET Fe EG -T 
所 构成 ， 故 也 有 一 组 基 由 诸 e + E 与 e。 所 构成 。 另 一 面 由 引 
理 1，6w LURAH e + E;,，iET! 的 线性 和 ， 故 得 本 引 理 。 

定义 ”对 最 大 树 T 而 言 ， 一 个 浸入 f:G CR? 将 称 为 一 
个 工 - 浸 入 ， 如 果 (1) FTCR-，(2) MERE CT Se, 
EG'-T’, f (e;) BF (e) 至 多 在 公共 端点 处 相遇 。 

引 理 3 设 工 是 工 在 G 中 的 一 个 邻 域 ， 则 一 个 工 - 浸 入 
fi mee S/T RERE. MEZ, Æ Sf, g 是 两 个 工 - 
BA, m f/T=g/T, W p= pgo 

证 e,, e,€T', 站 m Ci, j), (Ci, a) 
ED, Wl ps Cei” ej) = pg Cex ej) =0, pr (Cei * ea) = Pg 
(e; * e) =O. SRe,, eE G'-T', (a, B) ED。 于 是 
f (es), f Cga) 构成 一 简单 闭 曲 线 C。 记 es 的 两 端 为 al，a?， 
MW) f lai) =g (a1), f (a2) =g (a2). Ee 内 部 取 两 点 
ay, a, ET 充分 接近 于 ai}，a2，。 则 视 a3, a AEC ZAR 
外 或 一 在 C 内 一 在 C hh, ZR ICSC eg), f(e。)) 与 
I(g(eg), fCe,) AA 0 或 同 为 1。 同样 ,相交 系数 I (eg), 
fle.) 5 (gles), gle.) IAA OM 1, HK 
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I( fleg), fCea)) = IC g leg), g (ea)) 
或 
plea * ep) = pales * eg)o 
因而 wor = pe MITRE» 
基本 定理 工 〈 必 要 部 分 ) G 有 平面 性 的 一 个 必要 条 件 
是 ， 对 最 大 树 工 而 言 ， 下 述 方程 组 有 解 : 
| 2 1Tia t L2Tig= Pap» “ay 
(a, B) ED, sr eg&G'-T'. 
其 中 
P= Yupeunep 为 相应 于 某 一 工 - BARR RE 
2o 展开 于 一 切 无 序 指数 偶 (i,7j)EN,eiE Fe, ce ECF, SE 
而 zy 一 Ziio 
> , 展开 于 使 (i, a) EN, CX, 的 一 切 指数 i 上 。 
>， 展 开 于 使 (i, 8)EN,eiE 交 的 一 切 指数 ; 上 。 
附注 ”方程 组 ( 工 ) 将 称 为 G 对 最 大 树 工 (以 及 某 一 T-BR 
入 ) 而 言 的 基本 方程 组 。 诸 Tj = Xii((i, j) EN, e; e€ TYS 
zak(ia)ENecETecEG —T) 将 称 为 基本 变数 。 
证 ” 依 嵌 入 定理 , GCC 尺 -的 一 个 必要 条 件 为 9 一 0, 这 里 
p= Pala * Ep 
为 相应 于 某 一 工 -浸入 f:G CR’, f: TCR? KRR. Gl 
H 2, 这 个 必要 条 件 成 为 :对 (i,j), (i,a)€ DUN,e;,eE€T!, 
e EG- T!, 有 模 2 xy = zi 与 ys 存在 ,使 
p= > rjle; + E)*(e t+E,)+ È Yale; +t E;)* e,o (2) 
比较 两 边 e,* Ejs €j” Cas Fe” eg(e;, gE Tez ep 入 人 
(i,j), (i,a)(a, B) ED) HAR, B 
zj;=0,(i,7;7)ED, D 
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Yia 一 ry Eri (i, a) ED, D 


ea € Pj 
Pap 一 sop + Prey. 十 iene Ca, B) € Do 3) 
ej 
今 对 (i， a)EN, e£ T; e, EG! a T! 引入 Lig, 使 
Yia © Zi 二 ic (i,a)EN, D 
ej E Pa 
于 是 对 (a, B) ED, es, eEG! - T! MHD, ©, ©, BN 
Pop ie 38 Pot 7 pa 2i 
CEVE (ia}EN 
$ ei E Pa R> Tij x ace Tig 
jJ)EN CAJE N 
+ ED Tij 
ei € Pa 
ej E PB 
CHIEN 
或 
ej E Pa 《ia)E RN (GEN 
(GEN i 


显然 方程 组 @ 有 解 时 ,方程 组 中 一 四 亦 即 (2) 有 解 。 故 G 
CR? 的 一 个 必要 条 件 为 方程 组 @@ 有 解 。 但 @ 式 亦 即 ( 工 ) 式 , 故 
定理 得 证 。 


四 、 基 本 方程 组 的 分 析 与 简化 


方程 组 ( 工 ) 的 分 析 
设 eoesEG-T (ap)ED。( 工 ) 中 与 (ee,es) 相 应 的 
方程 为 


或 简写 为 
Eo + Di + E2 = gape CI) 
就 P, 与 P 的 相对 关系 , 可 分 三 种 情形 。 
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情形 1 P, Pe ARABI. 

此 时 >o, 241, 2u2 都 =0。 由 于 此 时 pe 必 为 0, 故 相 应 的 方 
程 必 为 0= 0, 方 程 是 不 足 道 的 。 

情形 2 P, P 有 一 顶点 ww 公共 。 

此 时 设 P, U leal Æ v 的 两 个 市 段 为 ee, ee (MEE e, Uv 
为 一 端点 时 , ea, es 中 有 一 例如 es IEA ea)o FI PU tegl 
在 v 的 两 个 市 段 为 e,,e,( 规 定 在 eg Uv 为 一 端点 时 , e, e, 中 有 
一 例如 e, 即 作为 es)。 

> Cas ep 都 不 以 wv 为 端点 ( 见 图 4), 则 

a ee 


241 = 2 三 0。 


故 相 应 的 方程 为 


Dee Last Dee tgs Pis ( I )’ 


— æ Á 


eg 


图 4 
a eg vu 为 端点 (因而 es 不 再 以 wv 为 端点 ), 则 ( 见 图 5) 
210 = La, + Lor» 21 = 0, 
22 = Lag + Lop = Las + Toso 
故 相 应 的 方程 仍 如 上 述 形式 。 
在 es 以 v 为 端点 时 亦 然 。 
情形 3 2,2 有 一 以 顶点 wv, w 为 两 端的 道路 PCTS 


共 。 
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WIPE v, w 处 的 节 段 为 e., e, (ec 也 可 
与 e FA), P, Ule,} Æ v RR WEB e. 外 
WA e, (MEE ea Uv 为 端点 时 es。 即 作 为 
ea), Æ w Ahh EBER e, WIR Ae, MEF e, 
Ww J AHF e, 即 作为 e。)。 同 样 , P, U 
leg Æ v, w ARJ BBR e., e, IRN eg, e, 
(规定 在 eg 以 v Mw 为 端点 时 es Me, 亦 即 
为 eg)。 


若 en eg 都 不 以 vw, w 为 端点 ( 见 图 6), 
则 
之 
Seo: 
故 相应 的 方程 为 
pr TA Se ay 


图 6 
其 次 , 若 eg 以 wz 为 端点 (因而 ea 不 能 以 wv, w 为 端点 )， 
则 ( 见 儿 7) 


Do = Xn T Tac» Dai = 0, 
之 /2 一 rp 十 Lip + Lag t Teg 
= Trs + Tst + Tab ii Tico 
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因而 相应 方程 仍 如 上 式 ( 工 )。 
同样 ， 知 ba 以 Vv F Sig KS én 


Li w 为 端点 ( 见 图 8), 则 Cr et € f Ea 
3 w he 
240 = Zu 十 rp A ot 
~ Mag Ca 
par, 二 + Lea Bas ae Lacs e, 一 CT 一 E, 


之 2 = Lrpt T= Ent X st > 


方程 仍 如 ( 工 ) cad 


图 8 图 9 
最 后 , 4 ep VA v Atma, it Eu 不 以 VD, W Fy ig (PA 9), 


则 
0 Aa aa oe oe 
21 =0, 
22 = Top tt Tp T E 
FEA I Yo 
其 余 情 形 可 从 以 上 情形 互 易 e, es 或 wz 而 得 出 。 所 得 
方程 便 如 ( 工 )。 
总 结 起 来 ,得 
命题 ”方程 组 ( 工 ) 的 每 一 方程 , 除 不 足 道 者 ( 作 0=0 BR) 
Sh, 必 如 形式 
Loe Lay E Lig T Ti pop (IY 
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Lrs + Ly 十 La t Lab t Lac t Lic © Papo ( I ) 
为 了 显 溪 起 见 , 特 将 各 种 情形 列表 如 下 (两 种 情形 可 从 对 易 
例如 将 ea, es Rv, w 对 易 而 得 出 者 不 同时 并 列 ); 
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(2) 
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树 根 与 和 多余 变数 

为 了 将 平面 图 具体 作出 , 须要 进一步 将 方程 简化 。 为 此 引 
入 一 些 概念 如 下 。 

在 最 大 树 T 中 任 取 一 个 节 梢 0, 称 之 为 树 根 。 对 任 一 顶点 
vE G= T’, Æ T 中 有 一 唯一 的 通道 连接 wv 与 0, 称 为 到 vw 的 
干道 , 记 之 为 P, i e; EP, LEvo 处 的 节 段 , 则 对 任 一 在 wv 处 
HRe EG, zx; 将 称 为 一 多 余 变 数 。 对 在 v 处 而 不 同 于 e; HR 
e;, e, € G', 4 ej, ep MEG! — TN, zx 称 补充 变数 ,否则 zx 称 
主要 变数 。 此 外 ,对 一 工 - 浸 入 f, RAB DR RE 

P= 2 Paka Ep 

中 出 现 的 一 组 系数 galla, B)ED, ea, eE G'— T!) 者 外 ,对 有 
一 个 项 点 公共 的 eas eEG! T, RIER ENX pPI fle), f 
《es) 除 去 在 公共 端点 外 的 交点 数 。 

打 充 方程 组 

PRK EA Ty FSA CT CCT), (I》) 中 出 现 的 变数 rj, 
都 是 主要 变数 或 多 余 变 数 。 今 设 eas ep EG! T' 而 eas eg 有 一 
公共 顶点 v。 此 时 多 与 久 AW AAT o 亦 可 有 一 两 站 为 v, w 
的 通路 POS, TESTA LA 10) 令 多 中 在 v 处 的 节 段 为 
en, Po 中 在 v MH WEN es, MB ea = es, €, = eg, 此 时 我 们 将 引 
入 方程 
( 工 ) o Xar + Las + Lor + Los = Papo 

其 次 在 第 二 情形 ( 见 图 11), 我 们 将 设 史上 在 v, w 处 的 节 
BREK ene, Œ P, 上 ww 处 不 同 于 e, MPRA e,, ME Pa Ew 
处 不 同 于 e, WR Ae. fee, 或 es 以 ww 为 端点 时 , 则 置 e, =e, 
或 e, 二 eg。 又 置 es = Eas €p = Ego 此 时 将 引入 方程 
(IYo e e BaF e S es T Lie Page 

由 于 这 些 方程 与 原来 的 基本 方程 (II) ,( 工 形式 相同 , 旦 
每 个 方程 中 恰 含 有 一 个 补充 变数 ( 即 zs, 与 zu)， 而 不 同 的 方程 
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图 10 图 11 
所 含 的 补充 变数 也 不 同 , 因 之 ,如 果 将 这 些 方 程 加 入 原来 的 基本 
方程 组 ( 工 ) ,方程 有 解 与 否 的 性 质 将 并 不 因 之 而 变 。 

我 们 将 称 添 加 (I)o,(I)o 后 的 方程 组 为 扩充 方程 组 , 并 
记 之 为 (1), GAY, IYE- 

引 理 ”对 最 大 树 T SRO WS, 对 每 一 节点 处 e, ej EG 
引入 变数 r; 并 置 

a c ` k a Je Ejs Ek 在 同一 节点 处 时 。 

[i,j,k] Say ta Tg 
则 当 2, 为 已 知 数 时 , 方程 组 

Lijk] =li, j,k], 
= = 0, (zr 为 多 余 变数 时 ) 
有 解 。 

证 在 z- 为 主要 变数 或 补充 变数 而 e-,e: 的 公共 节点 非 树 
ROM, SH ene 的 公共 节点 到 OO 的 通道 在 此 节点 处 的 节 段 
为 e,, 而 置 

2, =lrssst |; 
在 zx, 为 主要 变数 或 补充 变数 而 e,,e, 的 公共 节点 即 树 根 O 时 ， 
置 zx -= Tno E x,; 为 多 余 变 数 时 , 则 置 
£, 一 0。 
试 证 这 样 的 xz 满足 上 述 方程 组 。 为 此 , 设 ei;, ej, ei EG 的 公 
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共 市 点 与 O 不 同 而 自 此 至 OO 的 通道 在 此 节点 处 的 节 段 为 e,。 
A el 中 为 e,, ej, ej 之 一 例如 e = ei, 则 将 有 
Lisjak] Hig LV He utraty yli, j,l]o 
若 ei 不 与 e;, ej, e, 相同 , 则 将 有 
Lajkonika tllj kr 
=[isj l] tiiki] + [7k 7 
=[i,;,k|]。 
FT eis ej e E G! I ORAHA, WL k] Slijk] AE 
然 , 故 引 理 得 证 。 
基本 定理 对 G 的 最 大 树 工 与 选 定 的 根 O 而 言 , 若 基 
本 方程 组 ( 工 ) 可 解 , 则 必 有 一 解答 , 它 的 多 余 变 数 都 0。 对 于 
扩充 方程 组 (1) 亦 然 。 
证 已 知 方程 组 ( 工 ) 等 价 于 方程 组 ( 工 ) SCL)’. (ACI) 
与 ( 工 各 可 写作 如 下 形式 : 
Lars] + [brs] = gap» l (I) 
[rst] + Labc] = pago (IY 
由 引 理 ,上 方程 组 有 解 时 , 下 方程 组 也 有 解 : 
Lars | + [brs Y = gag, 
| ate =p 


x’ ,, =0(2,,= BRERA), 


DY Bp 
Potru inr eo a pg 
lar Pet ge a gh kaTa P 
Zz =0(z-= 多 余 变数 时 )， 
或 


十 Di + 212 = Paps 
x',,=O0( 2, = BREAN) 
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A, HPS BREL 中 将 zy 都 易 为 xz 而 得 。 因 之 当 ( 工 ) 有 
解 时 , ( 工 ) 必 有 一 解答 , 它 的 多 余 变数 都 =0。 对 (站 ) 亦 然 ,证 毕 。 

定义 ”基本 方程 组 的 一 组 解答 将 称 为 TRA 了 的 一 个 
基本 解 ( 对 工 与 O 而 言 )。 同 样 ,扩充 方程 组 的 任意 一 组 解答 将 
PRA f 的 一 个 扩充 解 ,多 余 变 数 都 = O 的 解答 则 将 称 为 f 的 简 
化 解 。 

附注 :如 有 果 将 线性 图 G 改变 为 G ,使 对 每 一 eeEG 一 工 1， 
在 ea 上 添 入 两 个 新 顶点 而 分 之 为 三 段 e。, ea,» ea ， 其 中 e WN ea 
上 中 间 的 一 段 ,将 ea ,es RA T MRT, U TECC 的 一 个 最 
大 树 , 于 是 对 CG, TT 而 言 ,方程 组 ( 工 ) 与 (1) 除 不 足 道 者 外 将 只 
出 现 图 1 与 图 3 两 种 情形 , 而 不 再 出 现 图 2 与 图 4 一 8 等 情形 。 
#3 XT G 的 每 一 变数 ， 例如 za AI FAEN a, a2, a3 者 都 易 aj 
为 <a, 即 可 重 行 获得 对 G,T 工 的 相应 方程 组 , 因 之 前 面 分 析 的 许 
多 情形 实际 上 可 以 统一 起 来 。 


五 、 平 面 图 的 具体 作法 


我 们 已 在 四 中 给 出 了 GCR? 的 必要 条 件 : 基本 方程 组 
(lL) 或 扩充 方程 组 C1) 有 解 。 本 节 将 证 明 ， 这 个 条 件 也 是 


充分 的 ， 并 将 给 出 从 方程 组 ( 工 ) BR G) 的 一 个 解答 具体 作 
图 的 方法 。 

调整 

为 了 要 将 一 具有 平面 性 的 线性 图 G 在 平面 中 具体 作出 ， 
须 将 一 不 完全 是 嵌入 的 工 一 浸入 逐步 改变 成 一 仍 入 ， 为 此 引 
入 调整 概念 如 下 。 

i f:G CR? B— T-BA, vE G= T? 的 干道 多 ,中 在 
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v 处 的 节 段 为 e;“。 设 en o EG HE v Ab RF e, 的 任意 两 
o KE FSF, Ae, 起 ， 绕 v 作 顺 钟 向 旋转 时 ， 在 v 处 的 
的 

SAVE T-32X g:GCR’*, WEY FRA: 

(1) 在 g Zh, Hed, Hv 作 顺 钟 向 旋转 时 ， 在 v 处 
的 诸 棱 依 次 为 

ey epo r Ea e Egas a Ega Ea eyr y Ea 

(2) 在 任 一 不 同 于 v WEA w 处 ， 绕 w 作 顺 钟 向 旋转 
AY, FE w AERES 下 与 在 g 下 的 次 序 相 同 。 

这 样 的 g 必然 存在 ， 我 们 将 称 之 为 将 ee，ei 互 易 的 f 的 一 
个 调整 。 

调整 定理 (特殊 形式 ) Kh f:GCR* 是 一 工 - 浸 入 。 设 
e; e; EG 都 在 节点 vo 处 ， 不 位 于 干道 上 ， 且 e，e HF 
下 处 于 相 邻 位 置 。 今 调整 /为 工 - 浸 入 g， 使 ee，ei 互 易 。 则 
当 f 有 一 组 扩充 解 zu = cw 时 ，g 也 有 一 组 扩充 解 zx = dis 
这 里 

di,, = 


js 


cyt 1,(A,4)= (i,j), 
ees 
再 者 , 若 (cy ) 对 根 O 而 言 是 的 一 组 简化 解 , 则 (4) 也 是 g 的 
一 组 简化 解 。 | 
WE RS, g WARREN p= Longe.” ep, P= VHapea” ep» 
则 (cw ) 为 下 扩充 方程 组 的 解 : 
Eg Lar 十 Las © Lor + Los = Paps 


(IYF Rs Deg E ef + Lay Dae Lie = Pago 


= E v= 树 根 OQ 时 ， 可 在 G HRA He, 以 O 为 其 一 端 ， 于 是 e, HR Heo. 
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我 们 须 证 (qd) 为 下 扩充 方程 组 的 解 : 

人 Lar + Las + Lip + Los = Paps 

(1)’, Trs + Trt T Tst + Tab + Lac ms Lice 一 = Pago 

在 情形 (Y P, BH vA vp R v= v {E (a, r), Ca, 

s), (b, r) (b, s) BÆ Ci, j), W (Ce,, ep, e, e) 绕 
v 的 顺序 在 上 下 与 在 g 下 二 者 相同 ， 或 至 多 e, e LD, X 
en e, 互 易 ， 不 论 何 时 都 有 ws = Pago 另 一 面 又 有 d,=c 
mrs di, = Chso 因 之 当 Co 满足 GYF EF, (dip) 将 满足 相 
应 的 (1)'g。 反 之 ,车 v= vo， 而 在 (a, r), (a, s), (b, 
r), (b, s) 中 有 一 ， 例 如 (a, r) = (i, j), HEF F 
Seu WRP e Se, FAB (WA 12), WHA wp = Gap 十 1, 
der =Car +1, das = Ca dig > Cis des 一 Cas o 因而 当 (Cig) 满 


足 CIVET, (du), DHR EIER (I)e o 


图 12 
其 次 ， 在 情形 (YP, # v, w BK vy Kv = vo 但 
(a, b), (a, c), (b, c) MHA Ci, j) RM w=v9 fh (r, 
s), (r, £), (s, t) BA Ci, j), WEA yaa = pap dr = 
Cas o BO Coy) 满足 DFR, (da) 将 满足 相应 的 
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(Do 反之， 车 wv，w 中 有 一 ， 例 如 v= so， 又 在 la, b), 
(a, c), Xb, c) 中 有 一 ， 例 如 la, c) = Ci, j), WHA 
〈( 见 图 13): 

Pig Ci ds on et As. ag ™ Caps. Fs 


故 (ci,) 满足 C1)’, Bt, (dy) 仍 满足 相应 的 (1),“。 其 余 情 
形 亦 同 。 这 证 明了 定理 的 前 一 部 分 。 


图 13 
最 后 ， 因 e, eoe 都 不 在 干道 多 。 上 ， 故 在 简化 解 当 x 为 
多 余 变 数 而 c= 0 时， 同样 亦 有 d,,=0, AZ (da) 亦 为 一 
简化 解 。 证 毕 。 
调整 定理 (一 般 形 式 ) 设 F:G < 二 R2z 是 一 工 -浸入 , 设 e， 
eEG 在 节点 vo kb, AMF FIR PoE, ALE f Fe, e; ZI 
含 通 道 A, Wate A u DER egis s ey 以 vo 为 端点 。 今 调整 
为 -浸入 g, 使 eei 互 易 。 则 当 f 有 一 组 扩充 解 zx, = Ca, 
时 , g 也 有 一 组 扩充 解 zx = di, 这 里 
cay tL An) = (if), (ie 
和 
Cy,» 在 其 他 情形 。 
再 者 , Ac, XT O 而 言 是 f 的 一 组 简化 解 , 则 (4 BE g 的 
一 组 简化 解 。 
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证 ”和 迭 次 应 用 特殊 形式 的 调整 定理 即 得 。 
合格 化 | 
iz e EG!-T!, CG =le UZR, Ff: GCrR* JT- BRAo 


假设 对 应 于 工 以 及 根 O 而 言 , f 的 扩充 方程 组 (1) 可 解 且 有 一 
组 简化 解 (c, )。 如 果 下 面 的 条 件 满 足 , 则 称 f 对 es 合格 而 
(ca, E f 对 es 的 一 组 合格 解 。 条 件 是 : 
(C) 对 任 一 elE(Cs) ,以 及 任 一 与 e 有 公共 顶点 的 ej; € 
G ,有 cy=0。 

如 果 f 对 e, 不 合格 ， 因 而 有 eE (CGY, 以 及 与 e BA 
共 顶 点 的 e; EG 使 c; =1。 依 据 调整 定理 ， 如 果 将 每 一 对 这 样 
的 e; e; 互 易 或 改变 (ci,)， 则 可 调整 f HT-RA g, W 
g 对 es AH, AM Coan) 依 调整 定理 所 得 对 g 的 一 组 解答 
(du) 是 g 对 es 的 一 组 合格 解 。 这 个 从 f 调整 为 g 的 手续 将 
称 为 f 对 e, 的 合格 化 。 显 然 ， 在 调整 过 程 中 可 取 这 样 的 g， 使 
g 与 f 在 C。 上 相合 。 

引 理 we,€G'-T', f:GCR* #B-T-#BA, Me, 
合格 。 则 可 改变 矿 为 一 工 - 浸 入 g&， 使 e=sf/TU fe}, H 

(1) 对 任 一 天 e。 的 es 各 T a ep 与 e 在 g 下 至 多 在 公 
共 顶 点 处 相遇 。 

(2) 对 任 一 和 关 e. Hes G' 一 T!，g 与 f 在 eg 的 两 端的 邻 
UEFA © 

证 ite, mAN ag, ba. Fag (EÈ be) REF E, W 
置 co=as (X b'g= bs). Fag (EX be) EF, E, WER es 内 
部 充分 邻近 as (EX be) 的 一 点 为 cp (或 bp)。 

Sik Py 不 与 FP, 相遇 ， 则 a = as 与 6'g= bg HEF 下 必 同 在 
Ca 之 内 或 同 在 C。 之 外 。 

BA, 5 P, 相遇 于 一 点 ， 则 对 e。，es 的 扩充 方程 有 形式 
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CI)’. HF fe, 合格 ， 故 方程 左 端的 诸 zx, = cy 都 =0， 因 而 
gap 一 0， 故此 时 在 ff 下 a 和 与 5 (RAMP ap, be) 仍 同 
在 c。 之 内 或 同 在 其 外 。 

# 9,59. 相遇 于 一 段 通道 ， 则 相应 的 扩充 方程 有 形式 


(1)”。 此 时 由 于 了 对 e。 合格 ， 方 程 左 端的 诸 zy = cy 都 =0， 而 
仍 得 同样 结论 。 

故 不 论 何 时 ,在 上 下 a2 与 5% 都 将 同 在 c。 之 内 或 外 。 因 
而 可 改变 f Ea b e 的 部 分 ， 使 在 所 得 g 之 下 ab 不 再 与 e。 
AIA, UAT AK UE. 

引 理 We,€G'-T', URT-RASF, g:GCR 如 
上 一 引 理 ， 这 里 f, g 都 对 e, GH. FH g 对 ec。 有 一 组 合格 
(简化 ) 解 Cc) AME (C)， 且 满足 下 述 条 件 
(C)。 对 任意 在 (Ca) 上 有 公共 顶点 的 e;:，e; EGI, RA 
e; e; 中 一 在 C。 之 内 而 一 在 C。 之 外 〈( 除 公共 顶点 外 )， 即 有 
Cy=0。 

证 已 知 g 有 一 组 合格 (简化 ) 解 Cau) 满足 条 件 
(CC)。 今 依 下 方式 改变 (ca) W (a): BH yA AH e; e, 
mC). 中 所 示 ， 则 令 c;; = 0， 否 则 置 cj = ce 于 是 (cy) 
满足 条 件 (C) 与 (C)。*， 我 们 只 须 证 明 (u) 满足 g 的 扩 
充 方程 组 即 可 。 

设 方程 中 不 出 现任 何 xz;s， 此 外 e e 如 (C)。 PAA 
时 ， 对 方程 中 出 现 的 诸 rp A Cau C ao BF Cca) 满足 这 
一 方程 ， 故 (cw) IRR. 

其 次 试 考虑 任 一 对 以 C。 上 一 点 wv 为 公共 顶点 的 e;，e; € 
Gt, IESP e; 在 cs 之 内 而 ej 在 c。 之 外 〈( 除 公共 顶点 v 以 外 )。 
于 是 在 g 的 扩充 方程 组 中 有 zi; 的 方程 必 如 下 产生 : 有 eg, e 
EG! - T'E P RAe MA? 含有 e;。 由 上 一 引 理 的 证 明 可 知 
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E g FUA es ŒC 之 内 而 c HEC, 之 外 【〈 除 可 能 在 多 上 的 端 
点 以 外 ), Hog, =O. 
T Pao FP, 有 一 通道 FG 公共 ， 则 必 有 A CF, A Fy, — 
mm Av, MAMA w。 相 应 的 方程 必 如 形式 
0 (1) 
此 外 er, e, 位 于 通道 P, E, e, HE PU teg! E, e Æ 2P U 
ie, } Ey CR DI v 为 一 端 而 e,, Ess er PI w 为 一 端 。 仍 由 上 引 
E, Æg Fe HEC, ZARA ZE. Me EC, ZARA Z 
圭 ( 端 点 可 能 除外 )。 由 于 (cc) 满足 (C)。* , 故 不 论 何 时 都 有 
Cij = Cik = Cp = Cr = Cy = Ca =O0 
因而 Cean) 满足 (1). 
BK, KA, PAR’ 点 公共 ， 则 相应 的 方程 形 如 
Tij t Ly + Lej + Fei = par =V0 (2) 
此 外 er, e 各 在 U1e) 与 乡 U jie} 上 而 以 wv 为 端点 。 与 前 辣 
样 不 论 何 时 都 有 ci = cy = cy = cw==0, 因 而 (ecw) 满足 (2)。 
由 此 知 (cy) 满足 g 的 扩充 方程 组 ， 如 所 和 欲 证 。 
作 图 法 
设 有 线性 图 G. 今 取 一 最 大 树 T SHO. ER- T- 
A f:GCR*, BREA NRRE pg 一 0。 依 基本 定理 三， 扩 
充 方 程 组 (1) 有 一 简化 解 (c)。 今 将 诸 e EG- T 排 成 一 
次 序 eais Ean» Us Caso 依 调整 定理 从 (Ccp) 出 发 可 改变 f 为 
—T- RA f;:GCR’, we, 4%, AA ERS Bae fi 
满足 该 二 引 理 所 说 的 条 件 ， 于 是 在 fı Fen s ee BS ez 
至 多 相遇 于 其 公共 顶点 ， 且 与 户 相应 的 扩充 简化 解 〈c1 ) 满 
ERF (CC). 。 仍 依 调整 定理 从 (ci;〉 出 发 可 改变 fi 为 一 
-浸入 锯 :G 咏 R?， 以 及 一 组 相应 的 扩充 简化 解 (C2), 1E 
对 eos 合 格 ， 且 满足 上 两 引 理 所 说 的 条 件 (1) 与 〈C): 。 由 调 
327 


整 过 程 知 可 取 fy, EM esi 仍然 合格 且 ( C3) MIE (Cio 

于 是 在 fo 下 ej3，…，ess 都 与 el，es2 人 至 多 相遇 于 其 公共 顶点 ， 

eai 5 e2 IRER o 改变 f, 使 对 eas AIR, Ate fa 满足 (1), 又 使 

相应 online (Ci) WERF (C)%3， 依 次 进行 最 后 即 得 
-浸入 f.: G CR? 对 任 一 。 都 合格 ， FUER en 与 esi 至 

pine ade. tk 

因而 G CRAF EM R? Po 

根据 二 中 嵌入 定理 与 上 作 图 法 ， 可 得 下 面 完 全 形式 的 

RAEE” 线性 图 G 具有 平面 性 的 充 要 条 件 为 示 髓 类 

$B” =0。 

同样 ， 三 的 基本 定理 工 亦 可 重 述 之 为 : 

基本 定理 IT G 有 平面 性 的 充 要 条 件 为 ， 对 最 大 树 T 而 

基本 方程 组 (1) 有 解 。 


m} 


六 、 一 些 估计 


在 以 下 , G 的 顶点 数 与 棱 数 将 各 设 为 za 5 no 

将 前 数 节 解法 在 计算 机 上 实施 时 , 最 占 存 储量 的 是 将 线性 
方程 组 存 入 计算 机 的 这 一 部 分 。 如 果 未 知 数 的 个 数 是 A, 则 所 
占用 计算 机 的 字 码 (bits) 数 估计 将 为 A*( 方 程 的 个 数 并 不 是 主 
要 的 )。 如 果 依 照 二 所 提 及 的 方程 组 , A 将 约略 等 于 mn, 但 对 
于 8 3 一 4 中 所 引入 的 简化 了 的 基本 方程 组 , 此 数 将 大 为 减少 。 
WA, 我 们 只 要 估计 主要 变数 的 个 数 即 足 , 因为 其 余 的 变数 可 直 
接 由 主要 变数 表达 出 来 , 而 在 计算 机 中 不 需要 占用 什么 存储 单 
元 (这 些 方程 直接 可 从 G 与 工读 出 )。 


* HRA cE RBA RSE MERA CLC [7]) 须 依据 Kuratowski 定理 〈《 [4})。 但 本 文 的 
证 明 并 不 须要 。 
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为 作 这 一 估计 , 我们 将 先 考 虑 下 述 特殊 情形 : 

G 的 每 一 顶点 都 是 三 叉 点 , 即 每 一 顶点 处 都 恰 有 三 个 校 以 
此 为 端点 。 

今 作 一 最 大 树 T, 取 树 根 O。 设 非 节 梢 的 节点 数 为 7, 则 节 
梢 的 个 数 为 m 一 r, RPA T 的 三 个 节 段 以 之 为 端点 的 节点 
数 设 为 *, 则 恰 有 两 个 节 段 以 之 为 端点 的 节点 数 将 为 > 一 s。 由 
FT PREM TRE m 一 1, 故 有 

m-—-rt+2(r—s)+3s=2(m—1) 
或 

r+s=m-—2. 
由 于 每 一 非 节 梢 的 节点 恰恰 给 出 一 个 主要 变数 , 而 在 树 根 处 又 
恰 有 两 个 主要 变数 , 因而 主要 变数 的 个 数 A 将 为 
A=rt+2=m-s<Smo 

由 此 并 知 选择 TAN VET 的 三 叉 点 数 s 尽量 的 大 ,以 使 A R 
量 的 小 。 

在 一 般 情 形 ,我们 将 易 G 为 一 只 有 三 叉 点 的 线性 图 G“ ,使 
G 中 每 一 个 & 叉 点 (RE 之 3) 易 为 G "中 有 上 -2 个 三 叉 点 ,图 14 所 示 。 

设 G 中 无 二 又 点 ,而 又 点 的 个 数 为 mi(k 宇 3), 则 G 中 
三 又 点 的 个 数 将 为 

m = Di(k-2)m,o 
AG WLS RA m, RRA n, RA 
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2n = X kmo 
由 此 得 m=2(n~m).。 
对 于 G 的 主要 变数 个 数 因 之 将 为 
A4A <2(n-m). 
由 于 在 一 个 电路 中 线路 可 以 假定 是 设 有 电阻 的 , 因 之 与 任 
一 电路 相应 的 线性 图 G 恒 可 易 为 只 有 三 又 点 的 线性 图 G 而 无 
损 于 一 般 性 。 故 恒 可 取 上 面 的 公式 来 估计 需 解 线性 方程 组 的 未 
知 数 个 数 ,由 此 以 估计 计算 机 中 需 占用 的 存储 量 。 


Gy Z 例 


例 1 kuratowski 第 一 类 非 平面 性 线性 图 ( 见 图 15)。 
取 最 大 树 TR O 及 本 一 浸入 f 如 下 图 。 主 要 变数 为 
工 28，Z37 工 46， Tsg, UR O AÈ x16, T190 
基本 方程 组 (已 简化 ) 为 
Jr(e6, e7) =1= 工 37 十 T46» 
Jr(e6, eg) =O= T28 t T46, 
Isler, eg) =O= x37 + Tsg, 


IpCeg, e9) =O= T28 + T58, 


一 一 一 一 


友之 €g ~、 
4 rae 
f ee? 、 
? Pa Eg ~ ` 
? r ; N N 
机 LA 
/ 
ey €z C3 / €e, es, 
\ y 2 / 
N N f 7 
Na en x z r 
~ 6 gt Pe 一 
图 15 
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Isles, e9) =0= T46 t L16 t T19, 
以 及 T,Ce7, e9)=0= £370 


固 方程 组 矛盾 , BORA ASE FER. (HR eg, W 
相应 方程 组 有 解 ( 简 化 解 ) 为 
(£28, £37, 4s» Xsg) = (0,1,0,1), 
B= (1,0,1,0). 


而 X16 任意 。 今 取 Xi = 0 而 从 这 两 解 进 行 合格 化 调整 ， 可 得 两 
个 具体 嵌入 各 如 下 二 图 所 示 : 


sere ees 一 一 ane 
一 N 7 、 “N 
7 、 / \ / y 
pd e7 N j \ i 
1 rf \ ; €] \ Gp \ 63 F Es ,7 / 
€i ; € + C3 €e, €z; \ | \ NG > 
i 1 i \ 
7 \ 7 \ ey ee 
N 7 N 4 N 1 
W På AL Mie so 
e “a oe — „r 
8 
图 16 


图 17 


取 最 大 树 T, WAE O ,与 T- BA f 如 图 。 已 简化 的 基本 
方程 组 为 


IT(es, e6)=1= x25 + x36, 
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Tr(es,e7)=1= x45 + 237, 
Isles, eg) =L= r2g + £36, 
Isler, eo9)=1= 2437+ T49, 
Tj(eg, eg9) =1= T28 + T49, 
I Ces, e10) =O = T25 + £450 
由 此 知 elo 须 除去 以 平面 化 , 记 所 余 图 形 为 G 。 相 应 基本 
解 为 
C2255 T28, 136, L37» £45 T49) 
= (0,0,1,0,1,1) 
或 
=(1,1,0,1,0,0), 
而 2165 Zio tts 
补充 变数 x59, 167» X59, £78, X69 可 自 以 下 补充 方程 求 得 : 
Tr(es, eg)=0= Tsg t+ £45, 
IpCes, e7) =0= xer t+ x36, 
Isles, e9) =0= T59 + T25, 


Ty( ey, eg) =0= £78 + x37, 


TCeg, €9) =0= £69 + £36 + X16 + T190 


HY 之 16 一 T19 一 0, 则 由 此 所 得 两 扩充 解 列表 如 下 : 


po 


可 
be 间 攻 辐 局 辐 而 包罗 四 厅 


依据 两 解 经 合格 化 调整 所 得 图 形 与 原 图 比较 , 各 如 下 所 


7N: 
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(第 二 解 ) 
图 19 
例 3 考虑 线性 图 G, RAH T, HR OST - RBA Ff on 
图 : > 
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TH Tiii 
ad ©2,15 | T34 | T56 T78 T9,15 p 

; 1,14 
cD TF, 

va X10, 13 11,12 710,14 | 12.13 | 711,14 
Uy By 


ly (eios €11) =1= T34 + T56» 
Ip Ceis e12) =1= T56 t T78, 
Ip Cen, €13) =1= x34+ 工 56， 
Ip (ey, ei) =1= £56 t T78» 
Tp (e113, e14) =1= 234 + 1780 


由 此 知 eu 应 从 G 中 除去 ， 而 最 后 两 方程 可 以 略 去 。 
I; (e11, e15 ) =O $55 F545 
Ip Cei, eis) =0 = T78 + T2, 15> 
由 此 知 els 应 从 G 中 除去 。 
命 除 去 eli4，els 后 的 图 形 为 G" 。 此 时 主要 变数 只 有 ry, 
Zs TRE aii. 基本 方程 只 有 两 个 : 
Z34 十 x56= 1, 
ee 
此 时 补充 变数 也 只 有 三 个 ， zio T1125 12,130 补充 
方程 为 
Ip (eio e13) =0= x10,13 + 278, 
Ip (en, e12) =O= 211,12 + T56» 


Ip (eiz, €13) =O= 212,13 + T560 
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第 二 解 
图 22 
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拓扑 中 的 量度 与 能 计算 性 


恩格斯 说 过 ， 数 学 研究 现实 世界 中 的 空间 形式 与 数量 关 
系 。 空 间 形式 与 数量 关系 这 两 基本 范畴 之 间 ， 则 往往 通过 量度 
概念 联系 起 来 。 曲 线 的 长 度 ， 多 边 形 的 面积 ， 立 体 的 体积 ， 点 
集 的 测度 ， 都 是 这 种 量度 的 具体 实例 。 在 历史 上 ， 量 度 往往 指 

空间 形式 的 某 种 度量 性 质 。 因 之 ， 作 为 以 拓扑 空间 这 种 空间 形 
式 某 些 非 度量 性 质 的 定性 研究 为 主要 任务 的 拓扑 学 ， 表 面 看 来 
似乎 与 量度 概念 无 关 ， 但 是 ， 数 量 关 系 并 非 是 一 个 单独 或 若干 
个 数 ， 而 可 广义 地 理解 为 某 种 数 系统 〈 或 代数 系统 )， 如 群 、 
环 、 模 、 代 数 等 等 。 因 而 ， 在 这 种 广义 的 理解 下 ， 拓 扑 学 中 就 
有 着 极为 丰富 的 量度 。 举 例 来 说 ， 拓 扑 空 间 的 0 维 Betti 数 是 
一 种 量度 ， 它 代表 空间 连通 分 支 的 个 数 ，1 维 Betti 数 也 是 一 
种 量度 ， 它 代表 空间 在 某 种 意义 下 相互 独立 的 闭 圈 个 数 ， 某 种 
类 型 拓扑 空间 的 尤 拉 数 又 是 一 种 量度 ， 它 在 拓扑 学 中 的 作用 是 
具 为 基本 的 。 不 仅 这 些 个 别 的 数 可 以 看 作 拓 扑 空间 的 量度 ， 而 
且 在 拓扑 学 发 展 过 程 中 ， 还 出 现 了 各 种 以 代数 系统 表达 的 各 种 
量度 : 同调 群 或 环 ， 同 伦 群 ，K 环 ， 以 及 最 近 出 现 的 极 小 模 
型 或 太一 量度 等 ， 这 些 量 度 都 反映 了 拓扑 空间 一 定 的 拓扑 性 
质 。 代 数 拓扑 学 正 是 由 于 这 些 量度 的 引入 而 着 勃发 展 起 来 ， 而 
且 还 解决 了 不 少数 学 其 他 领域 中 的 难题 ， 使 代数 拓扑 学 从 无 到 
有 ， 成 为 20 世纪 中 令 人 瞩目 的 一 个 大 学 科 。 试 举 几 个 简单 实 
例 来 说 明 量 度 在 拓扑 学 中 的 作用 。 

fli WD" tien 维 单位 球体 ，S” IECH n 一 1 维 球 面 ， 
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f Æ D 到 它 自身 的 连续 映像 。Bronwer 一 个 著名 的 不 动 点 定 
理 是 说 : SVA- FRIA, 即 必 有 一 点 oz, 使 f (x) =z. 
Bronwer 定理 有 许多 不 同 的 证 明 ， 它 们 往往 需要 一 些 巧 思 ， 
据 量度 的 概念 ， 则 可 提供 一 个 较 简单 的 证 明 如 下 。 


R(x) 


eq 1 
我 们 用 反 证 法 。 假 设 f 无 不 动 点 ， 则 对 任 一 zx ED"， 从 
f (x) Bc 的 射线 将 与 S” AFA g(x)， 于 是 g (显然 
与 ff 一样 是 连续 的 ) 有 下 面 的 性 质 : MRe ES: 
We (x) = zo 现在 假设 有 一 种 拓扑 空间 的 量度 M， 它 是 一 
种 代数 系统 ， 具 有 以 下 一 些 性 质 (拓扑 空间 假定 属于 某 种 固定 
的 类 型 ， 映 像 指 连续 映像 ): 
(1) 对 拓扑 空间 X，Y 与 映像 和: X 一 Y， 引 出 一 代数 同 
aS fa: M (X) >M CY) (X f”: M CY) >M (X))。 
(2) 对 拓扑 空间 X, Y, Z 与 映像 f: X>Y, g: Yo, 
下 面 的 代数 同 态 图 是 可 交换 的 ， 即 (gfF)。 = gua fe (或 
(gf) =f 5 ): 
(gf). 


* 


( 
M(Z) 或 M(X) M(Z) 


M(X) 


fe MY) £ f M(Y) 8 
(3)47 id 是 拓扑 空间 X BX 的 忆 同 映像 , 则 (id)、:M(z) 
—> M(X)( 8 id)* :M(X)>M(X) 2 M(X) 的 恒 同 同 态 。 
(4)M(D”)=0, iii M(S"~1)40. 
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回 到 原来 的 Bronwer 定理 , 记 S :到 D 的 家 入 映像 为 
万 S > D”, W gfo:S” 1! 一 S"-! 即 人 恒 同 映像 ,因而 依据 (1)、 
(2) 有 可 交换 图 : 


id), (id ) * 
AM(S" ) 或 M(S"~*) 


M( Si?) 


( 
M(S"!) 


Fox M(D") Bx* fo” M(D”) g“ 
但 这 些 图 显然 与 (3)、 (4) 冲突 ， 由 此 知 f 无 不 动 点 的 假设 
不 成 立 ， 因 而 Bronwer 定理 得 证 。 

任何 一 种 具有 性 质 (1) 一 (4) 的 量度 都 可 用 来 证 明 
Bronwer 定理 ， 这 样 的 量度 有 H,-1, H”! (下 或 上 同调 群 ， 
系数 群 任意 )，rn -lt (AMER) Fo 

例 2 设 线性 图 G, G 是 否 能 给 入 平面 是 在 理论 上 与 实际 
上 都 极为 重要 的 问题 。1930 年 以 来 Kuratowski, Whitney, 
MacLane 等 都 给 出 了 G 能 艇 入 平面 的 充 要 条 件 ， 但 这 些 条 件 
都 只 是 从 间 题 的 这 一 形式 转变 为 男 一 形式 ， 而 且 是 “定性 ” 
的 ， 要 据 之 以 检查 一 个 具体 的 图 是 否 能 幅 入 平面 是 困难 的 。 我 
们 则 应 用 拓扑 的 某 些 量度 给 出 了 平面 戏 入 的 “定量 ”的 充 要 条 
件 如 下 : 从 G 作 拓 扑 积 G x G， 在 其 中 除去 cl，cz BARM 
点 的 那些 胞 腔 cl x cz (oi, o2 是 G 的 顶点 或 棱 )， 对 余下 的 
部 分 恒 同 cl X 02 与 cz X 01 X 01 * 02 = 02 * 0; (01, ca 无 公 
共 顶 点 )， 称 所 得 复 形 为 G* G, FÆR? (G*G, Z,) 可 视 
为 G 的 一 种 量度 。 在 其 中 还 可 挑 出 一 个 特定 的 元 素 CO, Eh 
是 G 的 一 种 量度 。 我 们 的 定理 是 

SWRA FHSS =0. 
对 于 任意 一 个 线性 图 G, E 可 通过 具体 计算 知道 它 是 否 = 0， 
因而 可 由 计算 得 知 G 是 否 能 甬 入 平面 。 这 给 出 了 这 一 问题 解 
答 的 有 效 方法 。 
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上 面 的 条 件 还 可 进一步 简化 成 下 面 的 形式 : 从 G 可 得 出 
模 2 系数 的 线性 方程 组 ， 它 的 有 解 与 否 是 G 能 否 谋 入 平面 的 
充 要 条 件 。 

任意 给 一 个 线性 图 G, G 能 骨 入 平面 的 情况 是 绝无仅有 
的 。 依 据 上 面 的 线性 方程 组 ， 我 们 容易 得 出 应 在 G PARR 
一 些 棱 ， 使 余下 的 图 GRERA TH, MARAT GC’ 
入 平面 的 具体 做 法 ， 以 及 不 同时 入 的 种 数 。 这 些 步 又 都 是 算法 
的 ， 不 难 在 计算 机 上 子 以 实现 。 

上 士 面 两 个 简单 实例 说 明 ， 量 度 在 现代 拓扑 学 中 的 作用 。 但 
是 ， 要 使 某 种 量度 在 应 用 上 真正 有 效 ， 必 须 具 备 若 干 条 件 。 首 
先是 不 变性 ， 应 用 于 拓扑 的 量度 必须 是 拓扑 不 变 的 ， 或 者 对 所 
考虑 的 对 象 与 问题 要 求 同 伦 不 变 、 组 合 不 变 、 微 拓 不 变 等 ， 正 
象 古 典 几 何 中 要 求 量度 必 须 是 量度 不 变 或 投影 不 变 那 样 ， 否 则 
这 种 量度 将 在 根本 上 失去 意义 。 其 次 是 有 限 性 ， 即 量度 能 用 例 
如 有 限 个 基 所 生成 等 ， 这 样 才 适 于 掌握 处 理 。 因 而 ， 一 个 拓扑 
空间 的 奇异 链 群 或 一 个 微分 流 形 的 de Rham 代数 ， 虽 然 都 是 
有 具有 不 变性 的 量度 ， 由 于 它们 超 限 生 成 而 只 能 在 推理 过 程 中 使 
用 ， 但 在 定理 的 假设 与 终结 中 出 现 是 不 适宜 的 。 除 了 这 些 隐 含 
的 要 求 之 外 ， 我 们 还 提出 : 量度 最 好 具有 “能 计算 性 ”。 这 一 
概念 可 解释 如 下 : 在 拓扑 学 中 ， 经 常 要 从 若干 给 定 的 空间 作出 
妇 一 些 新 空间 ， 例 如 从 两 个 空间 作 拓 扑 积 ， 沿 某 一 部 分 粘 合 成 
拓扑 和 ， 作 锥 形 ， 作 吊 形 ， 作 道路 空间 ， 作 纤维 丛 等 等 。 对 于 
某 种 给 定 的 量度 M， 经 常 要 从 所 给 空间 X,, Xo, oe 的 量度 
M (X, D M AXi) meia 定 出 所 作 新 空间 Z 的 量度 M (2), 
如 果 M (Z) 可 以 完全 由 M (X,), M (X), ©- AURR 

些 空 间 X; 相互 间 几 何 关 系 的 M (X) 的 代数 关系 所 完全 决 
定 ， 我 们 就 说 量度 M 对 于 所 考虑 的 几何 作法 是 “能 计算 的 ”， 
否则 是 “不 能 计算 的 ”。 
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不 言 而 喻 ， 能 计算 的 量度 将 给 解决 问题 带 来 极 大 的 方便 ， 
因而 在 应 用 上 会 有 较 大 的 威力 。 遗 憾 的 是 ， 在 拓扑 中 广泛 使 用 
的 种 种 量度 ， 如 同调 ， 同 伦 等 群 或 环 ， 即 使 对 极为 简单 的 几何 
作法 ， 也 是 “不 能 计算 的 ”"。 例 如 : 

(1) 对 于 空间 的 拓扑 积 作 法 ， 实 系数 上 同调 环 Hk"“ 与 整 
系数 上 同调 群 H2” 都 是 能 计算 的 ， 但 整 系数 上 同调 环 Hz** 
则 是 不 能 计算 的 ”。 

(2) 对 于 两 个 空间 沿 一 公共 子 空间 的 粘 合 作法 ， 实 系数 的 
上 同调 群 Hx “是 能 计算 的 ， 但 实 系 数 上 同调 环 A, “或 整 系 
数 上 同调 群 Hz * 都 是 不 能 计算 的 。 

以 上 (1)、(2) 中 能 计算 的 部 分 各 相当 于 Künneth 公式 
与 Mayer — Vietoris 的 序列 ， 其 中 不 能 计算 的 部 分 则 由 简单 实 
例 可 以 证 实 。 

拓扑 学 中 的 许多 推理 论证 往往 是 迁 回 曲折 的 ， 其 原因 之 一 
可 能 是 拓扑 中 的 主要 工具 一 一 经 典 的 同调 ， 同 伦 等 量度 都 往往 
是 不 能 计算 的 。 因 而 在 推理 过 程 中 对 于 新 出 现 空间 的 量度 无 法 
确定 ， 而 只 能 获得 部 分 信息 ， 而 且 还 需要 运用 巧 思 走 着 迁 回 曲 
折 的 道路 才能 获得 。 这 固然 使 拓扑 学 增添 了 引人入胜 的 色彩 ， 
但 也 增加 了 拓扑 学 研究 的 困难 ， 为 更 高 的 发 展 添置 障碍 。 

在 70 年 代 时 出 现 了 一 种 新 的 量度 ， 它 与 经 典 量度 的 不 同 
之 处 ， 是 它 具 有 高 度 的 能 计算 性 。 

这 一 量度 我 们 记 之 为 1 ， 力 是 美国 拓扑 学 家 PD. Sullivan 
所 引进 。 对 于 任 一 复 形 K， 可 与 微分 流 形 那 样 构 造 外 微分 形 
式 所 定 的 代数 A”(K)。 这 里 A* 是 一 种 量度 ， 它 是 具有 微分 
运算 的 实 域 上 分 次 代数 (简称 DGA )， 我 们 称 之 为 de Rham- 


* 与 传统 的 记 法 相 异 ， 我 们 把 上 同调 H 中 的 系数 群 或 环 写 在 H 的 右上 角 ， 以 
* 表 群 而 以 * x 表 环 结构 。 
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Sullivan 代数 。 由 于 A “是 超 限 的 ， 因 而 它 本 身 是 没有 多 大 独 
立 的 意义 的 。 但 是 在 K 有 某 些 限制 ， 例 如 单 连通 以 及 每 一 维 
数 的 Hre” 都 是 有 限 生 成 时 ，Sullivan 从 A“ 纯 代数 地 作出 它 的 
极 小 模型 MinA“， 记 之 为 I"， 则 了 * 在 每 一 维 数 都 将 有 限 生 
成 而 满足 所 谓 有 限 性 的 条 件 。 这 一 量度 1* 又 是 同 伦 不 变 的 ， 
它 包 含 了 同 伦 同调 中 无 限 部 分 的 全 部 信息 。 除 此 以 外 ， 我 们 从 
能 计算 的 角度 出 发 ， 对 各 种 通常 的 几何 作法 证 明了 I* 量度 都 
是 能 计算 的 ， 并 给 出 了 计算 的 具体 表达 式 。 在 应 用 上 ， 我 们 证 
明了 不 少 过 去 用 谱 序列 经 过 迁 回 曲折 的 推理 在 极 强 的 条 件 下 才 
能 获得 的 结果 ， 应 用 1“ 量度 可 以 在 很 一 般 的 情况 下 得 之 其 易 。 

目 然 ， 我 们 对 于 1* 量度 能 计算 性 的 研究 局 限于 空间 是 单 
连通 的 情形 ， 把 它 推广 到 较 一 般 如 所 谓 nilpotent 空间 应 该 不 
会 是 很 难 的 ， 但 我 们 没有 这 样 做 ， 因 为 这 种 推广 是 否 必 要 ， 是 
否 值得 ， 是 可 以 商检 的 。 真 正 的 重要 问题 应 该 是 : 1 量度 虽 
然 是 包含 了 同 伦 同调 的 无 限 部 分 ， 但 由 于 它 是 实 域 上 的 DGA, 
因而 同 伦 同 调 的 有 限 部 分 无 法 在 三 中 得 到 反映 。 然 而 同 伦 同 
调 的 有 限 部 分 如 挠 系数 之 类 都 是 应 用 上 极其 有 力 、 成 效 卓著 的 
武大 ， 拓 扑 许多 精彩 的 应 用 往往 是 通过 它们 取得 的 。 如 何 推广 
1* 量度 以 包括 同 伦 同调 的 有 限 部 分 而 仍 保有 高 度 的 能 计算 性 ， 
力 是 一 个 有 重大 意义 的 课题 。 

目 然 ， 问 题 是 十 分 困难 的 ， 虽 然 并 不 是 没有 线索 可 以 入 
手 。 如 有 果 这 个 问题 能 够 解决 ， 则 这 一 新 的 更 广 的 1* 量度 将 取 
所 有 间 伦 同调 的 量度 而 代 之 ， 它 可 能 使 拓扑 学 的 发 展 重点 以 及 
方法 方向 都 为 之 改观 。 


PEASE FRR: (一 ) DARE 


IER 17 世纪 时 概率 论 的 产生 与 一 些 赌博 问题 有 关 那 样 ， 
在 本 世纪 发 展 起 来 的 博 奕 论 也 与 一 些 赌 博 以 及 下 棋 中 的 数学 问 
题 有 关 。1921 年 法 国 的 E. Borel 为 了 用 数学 方法 处 理财 博 一 
类 问题 ， 提 出 了 “策略 ”这 样 一 个 概念 ， 赌 徒 智 力 的 高 下 就 体 
现在 是 否 能 善于 选择 “策略 ”这 一 点 上 ， 这 可 以 说 是 博 奕 论 的 
萌芽 。 \ 

我 们 先 来 举 一 个 用 扑克 牌 打赌 的 例子 。 甲 乙 两 人 各 从 一 付 
扑克 牌 中 选取 5 张 后 同时 下 注 ， 赌 注 限定 是 a 元 或 5 元 ， 此 处 
a>b>0, MRACB ERIE (a 元 ) 或 都 下 小 注 (b 元 )， 
则 彼此 摊牌 ， 牌 小 者 如 注 数 付 给 牌 大 者 (我 们 知道 任意 5 张 扑 
克 牌 组 成 的 两 组 可 以 比较 大 小 ); 牌 相同 则 不 分 胜 负 。 如 果 甲 
下 大 注 而 乙 下 小 注 ， 则 乙 要 求 可 以 摊牌 或 认输 。 在 乙 认输 时 乙 
就 付 给 甲 5 元 ， 若 乙 要 求 摊牌 ， 则 乙 牌 小 时 须 付 甲 a 元 ， 乙 
牌 大 时 甲 须 付 乙 a 元 ， 牌 相同 时 不 分 胜 负 ， 在 甲 下 小 注 而 乙 
下 大 注 时 也 同样 。 

我 们 先 问 甲乙 双方 究 有 和 多少 种 不 同 的 策略 可 取 ? 

甲 方 取 了 牌 以 后 ， 可 以 下 大 注 ， 也 可 以 下 小 注 。 如 果 甲 下 
小 注 而 发 现 对 方 下 大 注 时 ， 甲 可 以 要 求 摊牌 或 是 认输 ， 因 此 总 
起 来 有 三 种 可 能 的 情形 。 所 谓 甲 的 一 个 “策略 “， 疙 是 甲 所 有 
可 能 发 生 的 情况 都 决定 了 如 何 应 付 的 一 个 全 盘 的 方针 。 也 就 是 


* 本 文摘 自 《数学 通报 》，1959 年 10 月 。 
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对 每 S 张 选取 的 牌 都 必须 考虑 到 三 种 应 付 方法 的 一 种 ， 因 为 从 
52 张 扑 克 牌 中 选取 5 张 共 有 Cs =2，598，960 种 方法 ， 所 以 
甲 的 策略 总 数 =37,””,”%”?。 乙 的 策略 总 数 也 是 一 样 。 我 们 的 问 
题 是 ， 甲 乙 在 这 许多 策略 中 如 何 选 出 “最 好 ”的 策略 来 。 

试 再 以 下 棋 为 例 ， 所 谓 变 者 的 一 个 策略 ， 疙 是 指 从 局 始 到 
局 终 就 各 种 可 能 出 现 的 情况 都 决定 了 应 付 之 道 的 一 个 全 盘 的 方 
针 。 自 然 ， 在 所 有 常见 的 棋 中 ， 这 样 的 策略 的 总 数 都 是 一 个 象 
恒 河 沙 那 样 的 大 数 ， 但 总 是 一 个 有 限 的 整数 。 所 谓 下 棋 下 得 
高 ， 就 是 善于 在 那 恒 河 沙 数 的 策略 中 尽 可 能 选 出 较 好 的 策略 
来 。 

虽然 我 们 举 的 两 个 例子 一 “ 博 ” 一 “ 美 ”"， 在 表面 上 似 平 
至 多 只 能 是 游戏 一 类 的 数学 问题 ， 可 是 就 在 那些 例子 里 ， 就 有 
一 些 因 素 是 值得 注意 的 : 不 论 是 博 是 奕 ， 都 有 对 了 的 两 方 进行 
竞赛 ， 这 种 竞赛 不 仅 有 竞 而 且 有 和 争 ， 这 种 对 立 的 竞争 ， 不 仅 出 
现在 博 奕 中 ， 在 实际 生活 (PMA RE), BHR, E 
都 处 处 可 见 ， 博 奕 只 是 提供 了 这 方面 较 显著 也 较 简 单 因 之 较 易 
分 析 掌 握 的 实例 ， 成 为 现在 所 谓 博 奕 论 思 考 问 题 时 简单 而 具体 
的 模型 而 已 。 事 实 上 ， 就 在 巨 ，Borel 在 1921 年 及 其 以 后 的 一 
些 博 奕 早期 著作 中 ， 就 已 指出 这 方面 的 理论 可 能 在 商业 ， 经 济 
甚至 军事 上 开阔 应 用 数学 方法 的 新 途径 。E. Borel 还 就 在 这 方 
面 举 了 一 些 例 子 ， 下 面 是 其 中 的 一 个 : 

有 甲乙 两 支 军队 ， 在 三 个 战场 上 作战 ， 每 个 战场 上 双方 兵 
数 相 同 ， 相 持 不 下 ， 此 外 甲乙 都 拥有 15 个 团 的 兵力 作为 后 备 
部 队 。 问 题 是 甲乙 将 后 备 部 队 向 各 个 战场 增援 时 ， 应 如 何 分 配 
兵力 (以 团 为 单位 ) 可 使 在 尽 可 能 多 的 战场 上 取得 优势 ， 战 胜 
敌人 。 在 这 个 问题 中 ， 甲 乙 有 多 少 策略 可 取 ， 应 用 组 合 排列 是 
很 容易 算出 的 。 

在 已 举 的 三 个 例子 中 ， 如 果 甲 乙 都 取 定 了 策略 ， 不 论 是 好 

344 


是 坏 ， 那 么 在 每 一 个 具体 的 “ 博 奕 ”过 程 中 ， 胜 负 的 情况 就 完 
全 确定 了 ， 这 个 胜 负 的 情况 ， 在 简单 的 场合 ， 可 以 用 一 个 数 表 
示 出 来 ， 例 如 在 扑克 一 例 中 ， 可 用 乙 应 付 甲 的 元 数 来 表示 。 在 
下 棋 一 例 中 ， 不 妨 在 甲 胜 时 以 +1 表示 ， 甲 负 时 以 一 1 表示 ， 
和 棋 则 以 0 表示 ，+1， 一 1 与 0 三 数 也 可 以 看 做 乙 应 付 给 甲 
的 数 ， 虽 然 这 些 数 的 规定 是 有 些 任 意 的 。 在 军队 作战 的 例 中 ， 
也 可 以 用 一 个 数 来 表示 胜 负 程度 ， 这 样 做 虽然 把 问题 简单 化 
了 ， 但 对 于 问题 的 实质 是 并 无 损害 的 。 

综合 上 述 ， 我 们 可 以 提出 这 样 一 个 “ 博 变 ”问题 : 

ACT ETT RH “PE”, OPH A n 种 策略 可 取 ， 命 
ZA, oo, &, GA m PRB, WA is s Ano 
在 甲 取 策略 各， 乙 取 策略 p 时 ， 乙 应 付 与 甲 a;;。 问 题 是 : P 
乙 应 取 何 种 策略 ， 对 甲乙 说 来 都 可 以 认为 “最 好 ”? 

试 先 就 甲 方 来 考虑 这 一 问题 ， 设 甲 先 取 策略 6&6， 乙方 必 
取 一 策略 使 乙 付 与 甲 的 值 为 最 小 ， 因 之 甲 在 这 时 只 和 希望 获得 
min as。 因 之 ， 就 甲 方 而 言 ， 他 应 选取 这 样 的 一 个 策略 &， 使 
相应 的 min aj 有 最 大 值 。 这 时 甲 所 能 从 乙方 取得 的 值 为 max 
mina, = Vino 对 甲 最 合适 的 策略 为 符合 条 件 min a = Va WR 
BE, HETE PRA Ay Be eR o 

次 就 乙方 考虑 ， 设 乙 选 取 策 略 mz， 则 甲 必 将 取 一 策略 ， 
使 甲 从 乙 取 得 的 值 为 最 大 ， 因 之 乙 在 此 时 须 付 与 甲 maxa;， 故 
就 乙方 而 言 ， 他 应 选取 这 样 的 一 个 策略 7 使 相应 的 max aj 有 
最 小 值 ， 这 时 他 付 与 甲 方 的 值 为 minmax oz = Vz, SARE 
J YY RE A FE BF axa = Vz 的 策略 y, BAHAR A CH 
最 好 策略 。 | 

因为 对 任意 6. q 有 


mina; S ayu max a;, 
3 t 
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故 有 
max min aij Smin max ci， 
或 即 VaSVz.o 
今 先 设 Veg = Vz。 
a E 设 
为 ê Fm, 则 应 有 
Vn = min ay S ay, 
Vz = maxay> ay; 
合 之 得 VeSaySVzo 
由 Ve = Vz 得 
Va = Vz = ago 
故 乙 方 应 文 付 甲 方 的 值 aw， 在 甲 方 说 来 这 是 他 所 能 期 望 得 到 
的 最 大 值 。 在 乙方 说 来 ， 也 是 他 所 期 望 支出 的 最 小 值 ， 故 &， 
7 确 合 于 策略 “最 好 ”的 要 求 。 
但 一 般 来 说 ， 亦 可 有 
Va< Vz. 
这 时 由 Vya S Vz, 
知人 至 少 有 a,, > Vin, 
或 anun Vzo 
在 前 一 情形 ， 乙 所 支付 与 甲 的 值 au 将 较 甲 所 预期 获得 的 最 大 
fiVe 为 大 ， 换 言 之 ， 所 谓 乙 的 “最 好 ”策略 yn, 实际 上 对 乙 
说 来 并 非 “ 最 好 ”。 同 样 ， 在 后 一 情形 ag < Vz 时 ， 甲 从 乙 所 
取得 的 值 ww 将 较 乙 所 预期 支付 与 甲 的 值 Vz 为 小 ， 换 言 之 ， 
所 谓 甲 的 “最 好 ”策略 &， 实 际 上 对 甲 说 来 并 非 “ 最 好 ”。 
由 此 可 知 ， 在 Ve = Vz 时 ， 上 述 博 奕 是 完全 确定 的 ， 甲 
乙 双 方 各 知 应 如 何 选择 最 好 的 策略 以 进行 这 一 博 奕 ， 但 在 相反 
情形 则 甲乙 将 有 不 知 应 如 何 选择 策略 始 为 适当 之 感 。 
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为 了 解除 这 一 困难 ，E. Borel 与 Von Neumann 引进 了 
“混合 策略 ”的 概念 ， 而 进行 如 下 考虑 : | 

先 就 甲 方 来 说 , 甲 方 可 以 不 简单 地 从 可 能 策略 &1,…, En 中 
选取 其 一 , 而 可 以 概率 ri 选取 &1,…, 概率 x, ER E, IEAB x, 


>0，>) zx， = 1 。 例 如 当 同 一 博 突进 行 无 数 次 时 , z1,…, zx。 各 
可 视 为 选取 策略 El E, 的 频率 , RA Kea, 则 
Zi ,可 表 示 甲 对 各 该 策略 的 偏爱 或 重视 程度 。 

同样 乙方 也 可 以 概率 y 选取 p, o, WZ yn 选取 
mn， 此 处 y >0, Dy; = 1。 

我 们 将 称 概率 分 布 (zli，…，z,) 为 甲 的 一 个 混合 策略 ， 
概率 分 布 (yis mrs Ym) 为 乙 的 一 个 混合 策略 ， 甲 方 一 切 可 
能 的 混合 策略 所 成 集合 将 记 为 sa, FIFA szo 

于 是 问题 成 为 : 

甲乙 应 取 何 种 混合 策略 ， 对 甲乙 说 来 都 认为 最 好 ? 

与 前 进行 同样 考虑 如 下 : 

设 甲 选取 混合 策略 一 (tis Teta e ) 乙 选 取 混 合 策略 y= 
(yl s Ym), WZS PHRA BR PVH 

E(x, y)= 2 airiy;e 

今 就 甲 方 来 说 ， 设 甲 先 取 混合 策略 r= (21, -°, zn), 
乙 必 将 先 取 一 混合 策略 使 乙 付 与 甲 的 值 (指数 学 期 望 ) 为 最 
小 ， 因 之 甲 在 此 时 只 能 希望 获得 min E (z，y)， 因 之 ， 就 甲 
方 而 言 ， 他 应 选取 这 样 的 一 个 混合 策略 z， 使 相应 的 min E 
(z, y) 有 最 大 值 ， 这 时 他 所 能 从 乙方 取得 的 值 为 

maxmin E(xz,y)= Vigo 
满足 min E(x,y)= Va 
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的 混合 策略 zEs 甲 将 称 为 甲 方 的 最 好 策略 。 

同样 ,就 乙方 来 说 , 他 所 期 望 能 付 与 甲 的 最 小 值 为 : 

minmaxE(z, y) = Vz, 
wg ae 

满足 TOTENA Vz 
的 混合 策略 yE sz 将 称 为 乙方 的 最 好 策略 。 

与 前 同样 应 有 

max Wn oy in M E CERN 

BẸ VasVzo 
在 Ve = Vz 时 ,甲乙 各 可 选择 “最 好 ”策略 以 进行 博 奕 ,车 Va 
< Vz WA. 

与 前 不 同 , 在 此 时 可 证 明 恒 有 

V 甲 三 Vzo 

此 即 Von Neumann 关于 〈 零 和 二 人 博 奕 的 基本 定理 , OTE 
述 此 和 定理 如 下 : 

基本 定理 RPA n PRR: 8, «+, Eo AGA m 
种 策略 可 取 : J <> mo TER RRM 点 。 乙 取 策 略 7 时 ， 
乙 应 付 与 甲 ajs 在 甲 取 混合 策略 c= (21, 22, 7°, £), 
乙 取 混 合 策略 y= (y s Ym) (此 处 r; 50, Sd) az; = 1, y 
= 0, Soy; = 1 或 zEs* 甲 ，yEsyz) 时 ， 乙 应 付 与 甲 的 数学 期 
望 为 


E (z, y) = >，asziy， (1) 
E 
则 有 
ae (zx, y) = aun ee (z, yo (2) 
注 KE BEE ZF RER R E EB, t,o 
各 称 为 甲 与 乙 的 纯正 策略 。 


这 一 定理 是 博 奕 论 的 基石 ， 定 理 首先 为 E. Borel 所 提出 ， 
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混合 策略 的 概念 也 是 E. Borel 所 首先 引入 的 。 但 Borel 只 能 证 

明 一 些 简 单 的 特例 。 完 全 的 证 明 首 先 为 J，von Neumann 所 得 ， 

发 表 于 1928 年 的 Mathematische Annalen P, Æ wW KW RE, 

可 以 说 由 这 一 篇 短文 开始 。Von Neumann 并 先后 提供 了 四 个 
方法 各 不 相同 的 证 明 : 

| 第 一 证 明 发 表 于 1928 年 ， 依 据 实 变 函 数论 的 一 些 简 单 知 

WR; 

第 二 证 明 发 表 于 1937 年 ， 依 据 拓 扑 学 中 的 Bronwer 的 定 
点 定理 ; 

第 三 证 明 发 表 于 1947 年 ， 应 用 凸 体 理论 的 一 些 基本 知识 ; 

第 四 证 明 发 表 于 1950 年 ， 应 用 了 常 微分 方程 。 

其 中 第 三 证 明 最 为 简短 与 初 浅 ， 其 前 身 是 J. Ville YAS 
体 理 论 的 一 个 初等 证 明 (1938 年 )， 其 它 三 个 证 明 都 不 能 算是 
初等 的 。 尤 其 是 第 一 证 明 ， 所 依据 的 虽 只 是 实 变 函 数论 中 一 些 
最 简单 的 概念 : 函数 的 连续 性 与 半 连 续 性 ， 但 推理 颇 为 繁复 ， 
叙述 元 长 。 虽 然 如 此 ， 第 二 证 明 系 从 第 一 证 明 演 变 而 来 ， 其 
次 ， 第 一 证 明 的 思路 比较 清楚 ， 证 明 方 法 ， 也 可 以 说 是 很 自然 
的 ， 与 其 它 几 个 证 明之 尽管 简短 ， 巧 妙 ， 但 颇 为 突 元 者 不 同 。 
最 后 ， 第 一 证 明 所 证 者 实际 上 较 上 述 基 本 定理 所 包含 者 为 广 ， 
而 这 个 内 容 较 广 的 定理 在 有 一 些 博 奕 论 在 经 济 上 的 应 用 中 也 是 
要 用 到 的 。 因 此 下 面 将 对 这 第 一 证 明 参 照 第 二 证 明 作 一 轮廓 介 
绍 ， 有 些 略 去 的 论证 补 进去 也 并 不 困难 ， 读 者 可 自 为 之 。 

我 们 把 欧 氏 空间 中 的 一 个 点 集中 做 凸 的 ， 如 果 对 集中 任意 
两 点 ， 连 结 它们 的 线段 也 全 在 这 一 点 集 里 面 。 例 如 圆 的 内 部 与 
边界 所 成 的 点 集 ， 一 个 三 角形 或 四 面体 的 内 部 与 边界 所 成 的 点 
集 都 是 凸 集 。 假 设 z 是 一 个 维 欧 氏 空间 R, 中 的 一 个 凸 集 ， 
Y 是 一 个 mm EKRE Rna 中 的 一 个 凸 集 ，f (r, y) 是 定 
义 在 了 XXY 上 的 一 个 函数 ， 即 对 每 一 xzEX 与 y€E Y， 有 一 值 
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f(z, y) 与 之 对 应 。 我 们 说 f(z, y) 是 和 xY 上 的 一 个 
K-A, WARMER ye Y 与 任 一 实数 a， 满足 f (z, y) 
>a 的 关中 一 切 点 zz 成 一 凸 集 ， 又 对 任意 x EX 与 任 一 实数 
a, WE f(x，y) Se 的 了 中 一 切 点 y 也 成 一 凸 集 。 容 易 看 


H, WR R, 的 坐标 系统 是 C21, °°, 2a), Y 中 的 坐标 系统 
Æ (yr s Ym) MWA XXY 上任 一 对 x1，'“，w,， 而 言 
是 线性 ， 又 对 (yi cts Ym) 而 言 也 是 线性 的 所 谓 双 线性 级 


We (z，y)， 必 是 充 x 立 上 的 一 个 连续 的 天 - 函数 。 于 是 
Von Neumann 所 证 明 的 内 容 较 广 的 定理 可 述 如 下 。 
定理 WRX, Y 各 表 欧 氏 空 间 R; SR, PH FRG, 


X: ZI 全 0，…，xzn 之 0， e (3) 
Y: y0, t, y¥,270, yite + Ym=lo 
其 中 (2,, 00 ,) 与 (yo e, Yn) SHER, SR, 中 的 坐 


标 ; Kf (xz, y) 是 XxY 上 的 任意 连续 并- 函数， 则 必 有 

Max Minf (x, y) = Min Max flaz,y)o (4) 
特别 设 f(z, vy) A XXY EMMA RM EC zr, y) = 
aiziy;， 即 得 博 奕 论 的 基本 定理 。 

l Von Neumann 的 证 明 主 要 分 成 两 步 ， 先 证 明 n= m =2 时 
的 特殊 情形 ， 这 相当 于 博 变 中 甲乙 双方 都 只 有 两 个 纯正 策略 可 
取 的 情形 ， 其 次 再 把 一 般 的 情形 归结 到 这 个 特殊 情形 。 

先 考虑 n= m =2 的 特殊 情形 。 这 时 X Wx, 50, 2x20, 
zit xX2 二 1 所定 。 因 此 和 置 x = & 时 ，X 实际 上 相当 于 一 个 线 
ROS & 夺 1。 同样 置 wm = 7， 则 Y 相当 于 线段 0 委 7< 魏 1， 而 X 
x Y 上 的 连续 KK -函数 让 (z，y)， 也 就 成 为 正方 形 A: OME 
委 1，0 委 ?7 委 1 上 的 一 个 连续 K-A Sf (6，7)。 由 于 函数 g 
的 连续 性 ， 对 于 每 一 个 6, OSE<1, 使 g (E, wy) = Min g 


(CE, 9) BWE 7 必然 存在 ， 命 这 些 7 所 成 的 点 集 为 K:。 又 命 
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U 是 正方 形 A P—UA CE, 7) PRS, KHOI, 
而 7& Ke。 同 样 对 任意 7，0 委 7 委 1， 命 满足 g (6，7) = 
max g (& 9) 的 一 切 值 EM RAL, (这 样 的 《 必 存 在 )。 
Mam V 是 正方 形 A 中 一 切 点 CE 7) 所 成 的 点 集 ， 这 里 0 三 
7S1, m EEL, HF g 是 连续 的 K — wR, ALE K, 
L, MEARE (也 可 以 缩 成 一 点 )。 又 UU 与 V RE “A” R 
R, B U 与 V 各 含有 它 的 一 切 极 限 点 。 

从 直觉 可 以 推测 U 与 V 应 有 公共 交点 (AWE) FE 
上 确实 是 如 此 。 这 一 点 可 以 直接 从 拓扑 中 的 Bronwer 定点 定理 
导出 ， 也 可 以 根据 实 变 函 数论 的 一 些 简 单 事实 来 子 以 证 明 。 在 
下 面 将 应 用 Bronwer 定理 来 证 明 它 。 

我 们 所 要 用 到 的 Bronwer 定点 定理 事实 上 只 是 这 个 定理 的 
下 述 特殊 情形 ; 假设 h 是 把 一 个 正方 形 映 到 它 自身 的 一 个 连 
续 映 象 ， 换 言 之 ， 对 于 正方 形 的 每 一 点 z， 有 正方 形 中 的 一 点 
h (z) 与 之 对 应 ， 而 在 点 21, 22, 7, en, oo WFO A z 
Et, A Czy), h Cz2), 0, h (Czn), KAF h (z)。 在 
这 样 的 假定 之 下 ，h 必然 有 一 个 “定点 ”， 即 在 正方 形 中 有 一 
点 之 0， 使 (zo) = 之 0o 


现在 来 证 明 U 与 V 必 有 公共 交点 如 下 。 显 然 在 正方 形 A 
中 但 不 在 U 中 的 点 构成 两 个 不 相交 开 集 Uo 与 Ui 的 和 集 ， 此 
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处 Un 不 含有 边 y=1 上 的 点 ， U 不 含有 7=0 上 的 点 。 同 样 
在 正方 形 A 中 但 不 在 V 中 的 点 也 构成 两 个 不 相交 开 集 Vo 与 
Vi 的 和 和 集 ， 此 处 Vo RAW =1 EWS, Vi PEW £=0 上 
的 点 。 这 里 的 Uo Ui, Vo, Vi 也 可 能 是 空 集 ， 但 对 我 们 的 
论证 无 关 紧 要 。 对 于 A 中 的 任 一 点 xz, Md (ze, U) Sd 
(z, V) 各 表 z 至 点 集 U 与 V 的 距离 ， 即 4 (z, U) [Kd 
(z, V)) 是 > 至 U (RV) 中 各 点 的 距离 的 下 确 界 。 由 于 U 
是 闭 集 ，d (z, U) 同时 也 是 z 至 U 中 各 点 的 距离 的 最 小 
fH. 4 zE UR, d (z, U) =0, %4 z REU, d (z, 
U) >0. Wd (z, V) 来 说 也 同样 。 今 对 正方 形 A 中 每 一 
点 xz 作 一 起 点 在 z 的 一 个 矢量 w (z)， 使 它 沿 和 与 7 了 方向 的 分 
量 各 为 +& (z, U) Std (z，VY)， 这 里 土 号 的 取舍 如 下 : 
当 z 在 Uo (或 Vo) PRT, d (z, U) (Kd (z, V)) WR 
+5, 42 HU, (或 V1) PIT, d (z, U) (Md (z, 
V)) AUR -S. MRE v (2) 的 端点 为 hh (z)， 则 由 关于 
K;, L, 与 U，V 的 已 知性 质 ， 不 难 知 h (z) 也 在 正方 形 A 
tH, H kh 是 一 个 连续 映 象 。 由 前 述 Bronwer 定理 ， 在 A 中 必 
有 一 点 z”*,， Æ h (z) =z*, WÑ v (z*) =0, Rd 
(z*, U) =d (z*, V) =0. AZz"*GUBEV, XU, 
V 有 公共 交点 z*。 

记 这 一 共 公 交点 z* 为 (&*，7y” )， 则 按 U 与 V 的 定义 
Aig (&", 9") = min g (&*, 7), g (&", 9”) = max g 
(£, 7°). HG 

=o ee. OE e Nee a 
=g (&", 9°) = max g (E, 9") 


= min max g (& 7)。 


O<y<l1 O0<¢<1 
另 一 方面 易 知 有 
352 


max ming (€, 7) S min max g CE, go 


0< E<10< 7<] << 9X1 OEM 
合 之 得 

max ming (E, 7) = min max g (E, 7)o 
这 也 就 是 前 面 的 (4) 式 。 这 证 明了 n= m =2 时 的 情形 。 

在 一 般 情形 ， 由 G) 式 可 将 zx;=1 一 x1 一 … 一 Xn-1 与 Yn 

=1l-yi-c mn KRA f (x, y) 得 一 函数 g (x, y), X 
里 的 z= (zxi，…，ZXn-1) 5y= (y，…，wWw-1) 各 展开 与 
区 域 
rts 0, 0e, ay 1 0, xy tor ta, Xl, SY: y> 
O, e, yn 20, vp tee ty,-1S1 之 上 ， 所 要 证 明 的 (4) 
式 就 变 成 

max ming (z, y) = min max g (x, y), (5) 


其 中 g 也 是 Xx 了 上 的 一 个 连续 K - 函数 。 

E (O 式 中 求 最 大 值 与 最 小 值 的 符号 max 与 mi 可 以 看 做 
一 个 所 谓 运算 子 ， 其 作用 是 把 一 个 函数 变 成 另 一 个 函数 ， 只 是 
函数 的 变数 减少 了 ， 就 象 偏 微分 弛 -或 积分 | …dz 之 类 记号 
的 作用 一 样 。 显 然 ， 在 求 元 E 驻 函数 的 最 大 值 时 ， 可 依次 对 
enn ae een 
成 若干 个 运算 子 的 “ 积 ”。 


max 一 max, maxX, `’ maxz 


同样 有 


min = min, min, ***max 
SEY Yi X2 > ET We 


容易 证 明 把 Max,, 或 Miny 作 用 在 一 个 连续 天 - RE, Pe 

的 也 是 一 个 连续 并 一 函数 ， 虽 然 所 得 的 函数 的 变数 已 减少 且 

定义 域 也 已 改变 。 根 据 已 证 明 的 特殊 情形 ， 作 用 于 这 通 数 上 应 
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有 
max; miny = miny maxz; o 

(作用 在 一 般 的 函数 上 时 ， 这 个 式 子 是 不 对 的 ) 

fEmaxming (z, y) =max, Umax, min 
min, … ae (xz, y) 中 ， 我 们 可 将 中 间 两 运 算 子 
max; > min, 交换 (VE H A pe RU min, ‘min, | 2 (x, 
y) E); 其 次 交换 max, 与 miny， 等 等 ， 最 后 得 

min, … min, max, `° maaxz，, 有 (z，y)。 因 之 得 (5) 
式 ， 也 就 是 (4) 式 。 

至 此 定理 已 完全 证 明 。 

有 了 上 面 这 一 条 定理 ， 我 们 就 可 以 引入 这 样 一 些 概 仿 : 

(2) 式 左右 两 边 的 公共 值 vu， 我 们 叫做 博 奕 的 “ 值 ”。 

矩阵 Caj) 叫做 博 奕 的 “支付 函数 ”。 

fE min E Cx*, y) 5v Bx" Gsm 叫做 甲 的 “ :最 好 策 
Be” o 

SE max E (x, y) =v Ý y” Esz 叫做 乙 的 “最 好 策 
ae”, 

象 前 面 所 分 析 的 那样 ， 这 里 的 最 好 策略 的 “最 好 ”两 字 具 
有 下 述 意义 : 甲 取 任 一 最 好 策略 时 ， 不 论 乙 如 何 应 付 ， 围 可 保 
证 至 少 取得 v 〈 取 得 的 值 是 指数 学 期 望 而 言 )， 寿 取 别 的 策略 ， 
则 不 能 保证 取得 vu， 同样 ， 乙 取 任 一 最 好 策略 时 ， 不 论 甲 如 何 
应 付 ， 乙 可 保证 至 多 付出 ww， 若 取 别 的 策略 ， 风 不 能 保证 只 付 
出 v。 因 此 ， 这 里 的 所 谓 最 好 策略 ， 确 实 是 当 得 起 “最 好 ”两 
字 之 称 的 。 

在 一 个 具体 的 捕 蛮 问题 中 ， 我 们 可 以 根据 上 述 定 理 定 出 甲 
乙 双 方 的 最 好 策略 来 。 
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对 前 面 所 举 扑 克 牌 打赌 的 例 来 说 ， 答 案 是 相当 繁复 的 。 大 
体 上 说 来 ， 如 果 拿 的 牌 相 当 好 ， 就 应 该 出 大 注 ， 如 果 拿 的 牌 不 
够 好 ， 就 应 按照 一 定 的 概率 比例 不 规则 地 时 而 出 大 注 ， 时 而 出 
小 注 ， 在 出 小 注 而 遇见 对 方 出 大 注 时 ， 就 应 立刻 认输 而 从 来 不 
应 要 求 摊牌 。 究 竟 好 到 什么 程度 才 出 大 注 ， 在 不 够 好 时 出 大 注 
与 小 注 的 概率 比例 如 何 ， 都 可 以 精确 地 计算 出 来 。 

在 下 棋 例 中 ， 象 象棋 围棋 ， 各 人 下 子 时 对 于 两 人 过 去 所 下 
的 过 程 都 是 彼此 清楚 的 ， 对 这 一 类 的 棋 ，Zermelo 与 Von Neu- 
mann 曾经 证 明 ， 两 人 都 有 确定 的 纯正 策略 为 其 最 好 策略 。 换 
句 话 说， 未 下 之 先 ， 两 人 的 胜 负 事实 上 早 就 已 经 判明 了 。 虽 然 
如 此 ， 爱 下 横 的 同志 并 不 必 为 此 扫兴 ， 因 为 为 下 棋 的 〈 纯 正 ) 
策略 有 恒 河 沙 数 ，Zermelo-Von Neumann 定理 所 证 的 只 是 在 这 
恒 河 沙 数 的 策略 中 每 人 有 最 好 的 策略 存在 ， 但 要 从 恒 河 沙 数 的 
策略 中 真正 的 把 它 找 出 来 ， 即 使 是 最 好 的 国手 也 是 没 法 做 到 
的 。 

对 于 军队 在 三 个 战场 上 作战 的 例子 来 说 ， 可 以 证 明 ， 把 全 
部 援军 开赴 同一 个 战场 ， 或 者 把 援军 平均 分 配 于 三 个 战场 ， 都 
是 拙劣 的 战略 ， 应 该 子 以 据 弃 。 最 值得 考虑 的 战略 是 把 全 部 兵 
力 开 赴 两 个 战场 ， 其 分 配 是 10 TR ASS 个 团 ， 或 9 个 团 ， 与 
6 TH, 或 8 个 团 ， 与 7 个 团 ， 至 于 11 个 团 与 4 个 团 的 分 配 
就 是 一 个 拙劣 的 战略 了 。 其 次 值得 考虑 的 战略 是 依 下 面 的 比例 
开赴 三 个 战场 : (9, 5, 1), (8, 6, 1), (7, 7, 1), BRA 
一 些 战略 备考 。 对 于 各 个 不 同 战略 考虑 的 程度 ， 可 以 用 概率 具 
体 表达 出 来 。 

在 这 里 ， 请 原谅 作者 忍 不 住 要 顺便 提 一 下 我 国 历史 上 一 个 
著名 的 故事 。 在 战国 时 ， 章 国 的 国王 与 齐 国 的 大 夫 田鼠 赛马 ， 
齐 王 有 三 匹 好 马 ， 上 马 中 马 下 马 。 田 鼠 也 有 三 匹 好 马 ， 上 马 中 
马 和 下马。 比赛 分 三 次 进行 ， 每 赛 以 千金 作 赌 。 齐 王 的 马匹 都 个 
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个 比 田鼠 的 好 ， 虽 然 马 力 相 差不多 。 看 来 田鼠 是 输 定 了 ， 可 是 
田鼠 的 门客 孙 腔 (大 家 知道 ， 这 是 中 国 历史 上 出 色 的 大 战略 
家 ， 是 传说 孙子 兵法 的 作者 ) 给 田 尽 出 了 一 个 主意 ; 以 下 马 对 
齐 王 的 上 马 ， 而 以 上 马 对 齐 王 的 中 马 ， 中 马 对 齐 王 的 下 马 。 结 
果 田 忌 净 胜 千 金 。 以 这 例 与 援军 分 配 的 例 相 较 ， 虽 然 繁 简 有 
别 ， 不 同 之 处 甚 多 ， 但 ， 也 有 不 少 地 方 是 类 似 的 ， 就 策略 上 来 
说 ， 两 者 都 应 放弃 一 处 ， 而 争取 在 其 它 两 处 获胜 。 如 果 在 赛马 
中 只 需要 一 些 常 识 上 的 推 殴 ， 那 么 在 援军 分 配 间 题 中 就 不 能 不 
借助 数学 作出 精确 地 判断 了 。 

我 们 也 可 以 应 用 博 奕 原 理论 来 考虑 诸如 此 类 的 许多 问题 
飞机 对 军舰 的 追逐 ， 坦 克 的 作战 ， 等 等 。 自 然 我 们 只 能 考虑 简 
之 又 简 的 情况 ， 要 说 真正 能 对 实际 问题 发 挥 效果 ， 而 起 指导 作 
用 ， 很 可 能 还 遥远 得 很 ， 甚 至 还 渺茫 得 很 ， 只 能 寄 希 望 于 未 
来 。 但 如 果 我 们 想到 十 七 八 世 纪 时 代 的 概率 论 是 怎样 一 个 面 
目 ， 而 现代 的 概率 论 又 怎样 广泛 地 被 应 用 于 自然 科学 ， 工 程 技 
术 ， 国 民 经 济 甚至 日 常生 活 之 中 。 又 如 果 我 们 想到 博 奕 论 所 从 
事 的 对 立 现象 正 与 概率 论 所 从 事 的 随机 现象 同样 普遍 地 存在 于 
现实 世界 ， 那 么 博 奕 论 在 将 来 的 获得 广泛 应 用 ， 就 不 是 一 种 想 
入 非 非 的 猜测 了 。 事 实 上 ， 博 奕 论 的 历史 只 有 三 十 来 年 (从 
Von Neumann1928 年 的 工作 算 起 )， 可 是 已 经 出 现 了 不 少 应 
用 ， 特 别 值得 一 提 的 是 与 线性 规划 的 联系 以 及 在 统计 判决 理论 
上 的 应 用 。Von Neumann 本 人 还 曾 应 用 之 于 工作 的 分 配 问题 ， 
生产 系统 按 比例 发 展 问题 ， 与 工厂 建 址 问题 ， 还 以 博 奕 论 为 基 
础 发 展 了 描述 经 济 现象 与 社会 现象 的 一 个 数学 理论 。 虽 然 这 些 
应 用 的 深度 与 广度 值得 讨论 ， 有 的 应 用 (特别 在 经 济 学 上 的 应 
A) 在 观点 上 是 根本 有 问题 的 ， 但 已 有 的 成 果 已 足以 鼓舞 人 们 
去 作 进 一 步 的 开拓 。 如 果 与 概率 作 一 比较 ， 在 十 七 八 世 纪 的 概 
率 论 仅 能 考虑 一 些 类 似 排列 组 合 的 简单 问题 ， 直 到 19 世纪 下 
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半 世 纪 才 证 明了 大 数 定律 并 被 成 功 地 应 用 于 气体 分 子 理论 与 热 
力学 ， 至 于 概率 论 基 础 的 奠定 ， 与 随机 过 程 理论 的 发 展 ， 还 是 
近 30 年 来 的 事 ， 中 间 经 历 的 路 程 是 漫长 而 曲折 的 ， 因 此 才 有 
30 年 历史 的 博美 论 ， 内 容 不 多 就 不 足 怪 了 。 但 是 大 风 起 于 微 
末 ， 谁 又 能 武断 目前 还 是 微 末 的 博 奕 论 ， 不 在 将 来 蔚 为 大 风 
呢 ? 
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数学 的 机 械 化 


十 六 、 七 世纪 以 来 ， 人 类 历史 上 经 历 了 一 场 史无前例 的 技 
术 革 命 ， 出 现 了 各 种 类 型 的 机 器 ,取代 各 种 形式 的 体力 劳动 ,使 
人 类 进入 一 个 新 时 代 。 几 百 年 后 的 今天 ,正如 敬爱 的 周 总 理 早 
在 1956 年 就 指出 的 那样 ,电子 计算 机 已 可 开始 有 条 件 地 代替 一 
部 分 特定 的 脑力 劳动 , 因而 人 类 已 面临 另 一 场 更 宏伟 的 技术 革 
命 , 处 在 又 一 个 新 时 代 的 前 夕 。 数 学 是 一 种 典型 的 脑力 劳动 , E 
在 这 一 场 新 的 技术 革命 中 , 无疑 将 扮演 一 个 重要 的 角色 。 为 了 
了 解数 学 在 当前 这 场 革命 中 所 扮演 的 角色 ,就 应 对 机 器 的 作用 ， 
以 及 作为 数学 的 脑力 劳动 的 方式 , 进行 一 定 的 分 析 。 


一 、 什 么 是 数学 的 机 械 化 


不 论 是 机 吏 代 替 体 力 劳 动 ， 或 是 计算 机 代替 茶 种 脑力 劳 
动 ， 其 所 以 成 为 可 能 ， 关 键 在 于 所 需 代 替 的 劳动 已 经 “机 械 
化 "”， 也 就 是 说 已 实现 了 刻板 化 或 规格 化 。 正 因为 割 麦 、 浊 草 、 
纺 纱 织 布 的 动作 已 经 是 机 械 化 刻板 化 了 的 ， 因 而 可 据 以 造 出 割 
麦 机 、 刘 草 机 、 纺 纱 机 织 布 机 来 。 也 正 因 为 加 减 乘 除开 方 等 运 
算 这 一 类 脑力 劳动 ， 几 千年 来 就 已 经 是 机 械 地 刻板 地 进行 的 ， 
才 有 可 能 使 得 17 世纪 的 法 国 数学 家 巴 斯 喀 ， 利 用 齿轮 传动 造 
出 了 第 一 台 机 械 计算 机 一 一 加 法 机 ， 并 由 莱 布 尼 世 改进 成 为 也 


:本 文摘 自 《 百 科 知 识 )，1980 年 。 
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能 进行 乘法 的 机 器 。 数 学 问题 的 机 械 化 ， 就 要 求 在 运算 或 证 明 
过 程 中 ， 每 前 进一步 之 后 ， 都 有 一 个 确定 的 、 必 须 选 择 的 下 一 
步 ， 这 样 沿 着 一 条 有 规律 的 、 刻 板 的 道路 ， 一 直达 到 结论 。 
在 中 小 学 数学 的 范围 里 ， 就 有 着 不 少 已 经 机 械 化 了 的 课 
题 。 除 了 四 则 、 开 方 等 运算 外 ， 解 线性 联 立 方程 组 就 是 一 个 很 


”好 的 例子 。 在 新 编 高 中 数学 课本 中 ， 介 绍 了 现代 数学 鼻祖 高 斯 


(EEA, 1777~1855) 解 线性 方程 组 的 一 种 “消去 法 ”， 其 求 
解 过 程 是 一 个 按 一 定 程序 进行 的 计算 过 程 ， 也 就 是 一 种 机 械 
的 、 刻 板 的 过 程 。 根 据 这 一 过 程 编 成 程序 ， 由 电子 计算 机 付 诸 
实施 ， 就 可 以 不 仅 机 器 化 而 且 达 到 自动 化 ， 在 几 分 钟 内 求 出 一 
个 未 知 数 多 至 上 百 个 的 线性 方程 组 的 解答 来 ， 这 在 手工 计算 自 
然 是 不 可 能 的 。 如 果 用 手工 计算 ， 即 使 是 解 只 有 三 、 四 个 未 知 
数 的 方程 组 ， 也 将 是 繁琐 而 令 人 厌烦 的 。 现 代 化 的 国防 、 经 济 
建设 中 ， 大 量 出 现 的 例如 网 络 一 类 的 问题 ， 往 往 可 归结 为 求解 
很 多 未 知 数 的 线性 方程 组 。 这 使 得 已 经 机 械 化 了 的 线性 方程 解 
法 在 四 个 现代 化 中 起 着 一 种 重要 作用 。 

即使 是 不 专门 研究 数学 的 人 们 ， 也 大 都 知道 ， 数 学 的 脑力 
劳动 有 两 种 主要 形式 : 数值 计算 与 定理 证 明 (或 许 还 应 包括 公 
式 推 导 ， 但 这 终究 是 次 要 的 )。 著 名 的 数理 逻辑 学 家 美国 洛克 
菲 勒 大 学 教授 王 浩 先生 在 一 篇 《向 机 械 化 数学 前 进 》 的 有 名 文 
章 中 ， 曾 列举 了 这 两 种 数学 脑力 劳动 的 车 于 不 同 之 点 。 我 们 可 
以 简略 而 概括 地 把 它们 对 比 一 下 : 


计算 证 明 
易 难 
繁 fai 
刻板 灵活 
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计算 ， 如 已 经 提 到 过 的 加 减 乘除 开 方 与 解 线性 方程 组 ， 其 
所 以 虽 繁 而 易 ， 根 本 原因 正在 于 它 已 经 机 械 化 。 而 证 明 的 巧 而 
难 ， 是 大 家 都 深 有 体会 的 ， 其 根本 原因 也 正在 于 它 并 没有 机 械 
化 。 例 如 ， 我 们 在 中 学 初等 几何 定理 的 证 明 中 ， 就 经 常 要 依靠 
诸如 直观 、 润 察 、 经 验 ， 以 及 其 他 一 些 模 糊 不 清 的 原则 ， 去 寻 
找 捷径 。 


二 、 从 证 明 的 机 械 化 到 机 器 证 明 


一 个 值得 提出 的 问题 是 : 定理 的 证 明 是 不 是 也 能 象 计 算 那 
样机 械 化 ， 因 而 把 巧 而 难 的 证 明 ， 化 为 计算 那样 虽 繁 而 易 的 劳 
动 呢 ?事实 上 ， 这 一 证 明 机 械 化 的 设想 ， 并 不 始 自 今日 ， 它 早 
就 为 17 世纪 时 的 大 哲学 家 、 大 思想 家 和 大 数学 家 莱 布 尼 区 所 
RA. 只 是 直到 19 HR, BRIAR (德国 数学 家 ，1862 一 
1943) 等 创立 并 发 展 了 数理 逻辑 以 来 ， 这 一 设想 才 有 了 明确 的 
数学 形式 。 又 由 于 40 年 代 电 子 计算 机 的 出 现 ， 才 使 这 一 设想 
的 实现 有 了 现实 可 能 性 。 

从 本 世纪 二 、 三 十 年 代 以 来 ， 数 理 逻 辑 学 家 们 对 于 定理 证 
明 机 械 化 的 可 能 性 ， 进 行 了 大 量 的 理论 探讨 ， 他 们 的 结果 大 都 
是 否定 的 。 例 如 哥 德 尔 (Godel) 等 人 的 一 条 著名 定理 就 说 ， 
即使 看 来 最 简单 的 初等 数论 这 一 范围 ， 它 的 定理 证 明 的 机 械 化 
也 是 不 可 能 的 。 另 一 面 ，1950 年 波兰 数学 家 塔 斯 基 (Tarski) 
则 证 明了 初等 几何 (以 及 初等 代数 ) 这 一 范围 的 定理 证 明 ， 却 
是 可 以 机 械 化 的 。 只 是 塔 斯 基 的 结果 近 于 例外 ， 在 初等 几何 及 
初等 代数 以 外 的 大 量 结果 都 是 反面 的 ， 即 机 械 化 是 不 可 能 的 。 

1956 年 以 来 美国 开始 了 利用 电子 计算 机 做 证 明定 理 的 尝 
试 。1959 年 王 浩 先生 设计 了 一 个 机 械 化 方法 ， 用 计算 机 证 明 
了 罗素 等 著 的 《数学 原理 》 这 一 经 典 著 作 中 的 几 百 条 定理 ， 只 
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用 了 9 分 钟 ， 在 数学 与 数理 逻辑 学 界 引 起 了 篆 动 。 有 一 时 机 器 
证 明 的 前 景 似 乎 非常 乐观 。 例 如 1958 年 时 就 有 人 曾经 预测 : 
在 10 年 之 内 计算 机 将 发 现 并 证 明 一 个 重要 的 数学 新 定理 。 还 
有 人 人 认 为， 如果 这 样 ， 则 不 仅 许 多 著名 哲学 家 与 数学 家 如 庇 阿 
诺 、 人 怀特 海 、 罗 素 、 和 希 尔 伯 特 以 及 杜 灵 等 人 的 梦想 得 以 实现 ， 
而 且 计算 将 成 为 科学 的 皇后 ， 人 类 的 主人 ! 

然而 ， 事 情 的 发 展 却 并 不 如 预期 那样 美好 。 尽 管 在 1976 
年 时 ， 美 国 的 哈 肯 等 人 ， 在 高 速 计算 机 上 用 了 1, 200 小 时 的 
计算 时 间 ， 解 决 了 数学 家 们 100 多 年 来 所 未 能 解决 的 一 个 著名 
难题 一 一 四 色 问 题 *， 因 此 而 秦 动 一 时 ， 但 是 ， 这 只 能 说 明 计 
算 机 作为 定理 证 明 的 辅助 工具 有 着 巨大 潜力 ， 还 不 能 认为 这 样 
的 证 明 就 是 一 种 真正 的 机 器 证 明 。 用 王 浩 先生 的 说 法 ， 哈 肯 等 
关于 四 色 定 理 的 证 明 是 一 种 使 用 计算 机 的 特例 机 证 ， 它 只 适用 
于 四 色 这 一 特殊 的 定理 ， 这 与 所 谓 基础 机 器 证 明之 能 适用 于 一 
类 定理 者 有 别 。 后 者 才 真 正体 现 了 机 械 化 定理 证 明 ， 进 而 实现 
Plas UES. A, ZEAE ROLLIE A, BRE 
斯 基 在 理论 上 早已 证 明了 初等 几何 的 定理 证 明 是 能 机 械 化 的 ， 
还 提出 了 据 以 造 判定 机 也 即 是 证 明 机 的 设想 ， 但 实际 上 他 们 的 
机 械 化 方法 非常 繁 ， 繁 到 不 可 收拾 ， 因 而 远 远 不 是 切实 可 行 
的 。1976 年 时 ， 美 国 做 了 许多 在 计算 机 上 证 明定 理 的 实验 ， 
在 泰 斯 基 的 初等 几何 范围 内 ， 用 计算 机 所 能 证 明 的 只 是 一 些 近 
于 同 义 反 复 的 “儿戏 式 ” 的 “定理 ”。 因 此 ， 有 些 专 家 曾经 发 
出 过 这 样 悲观 的 论调 : 如 果 专 依靠 机 器 ， 则 再 过 100 年 也 未 必 
能 证 明 出 多 少 有 意义 的 新 定理 来 。 


* 1852 年 英国 人 格 斯 里 克 (Guthric) 提出 的 猜测 : “就 地 图 着 色 而 言 ， 四 色 是 
足够 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 任何 一 幅 地 图 着 色 ， 只 需 四 种 颜色 ， 就 足以 使 得 所 有 相 
邻 地 区 的 颜色 不 致 重复 。 
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三 、 一 条 切实 可 行 的 道路 


1976 年 冬 , 正 值 四 人 帮 有 垮台 之 际 ,我 们 开始 了 定理 证 明 机 
械 化 的 研究 。1977 年 春 取得 了 初步 成 果 , 证 明 初 等 几何 主要 一 
类 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 。 在 理论 上 说 来 ,我 们 的 结果 已 包括 
在 泰 斯 基 的 定理 之 中 。 但 与 塔 斯 基 的 结果 不 同 , 我 们 的 机 械 化 
方法 是 切实 可 行 的 ,即使 用 手 算 , 也 可 以 证 明 一 些 艰深 的 定理 。 

我 们 的 方法 主要 分 两 步 ， 第 一 步 是 引进 坐标 ， 然 后 把 需 证 
定理 中 的 假设 与 终结 部 分 都 用 坐标 间 的 代数 关系 来 表示 。 我 们 
所 考虑 的 定理 局 限于 这 些 代 数 关系 都 是 多 项 式 等 式 关 系 的 范 
围 ， 例 如 平行 、 垂 直 、 相 交 、 距 离 等 关系 都 是 如 此 。 这 一 步 可 
以 叫做 几何 的 代数 化 。 第 二 步 是 通过 代表 假设 的 多 项 式 关 系 把 
终结 多 项 式 中 的 坐标 逐个 消去 ， 如 果 消 去 的 结果 为 零 ， 即 表明 
定理 正确 ， 否 则 再 作 进 一 步 检 查 。 这 一 步 完 全 是 代数 的 ， 即 用 
多 项 式 的 消 元 法 来 验证 。 

上 述 两 步 都 可 以 机 械 与 刻板 地 进行 。 根 据 我 们 的 机 械 化 方 
法 编 成 程序 ， 以 在 计算 机 上 实现 机 器 证 明 ， 并 无 实质 上 的 困 
难 。 事 实 上 数学 所 某 些 同志 以 及 国外 的 王 浩 先生 都 曾 在 计算 机 
上 试行 过 。 我 们 自己 也 曾 在 国产 的 长 城 203 台式 机 上 证 明了 像 
西 姆 森 线 * 那样 不 算 简单 的 定理 。1978 年 初 ， 我 们 又 证 明了 
初等 微分 几何 中 主要 的 一 类 定理 证 明 也 可 以 机 械 化 。 而 且 这 种 
机 械 化 方法 也 是 切实 可 行 的 ， 并 据 此 用 手 算 证 明了 不 算 简 单 的 
一 些 定理 。 

从 我 们 的 工作 中 可 以 看 出 ， 定 理 的 机 械 化 证 明 ， 往 往 极度 


* 从 圆周 上 任 一 点 向 圆 内 接 三 角形 的 三 条 边 做 垂 线 ， 三 重 足 必 在 一 条 直线 上 ， 
这 条 直线 叫 西 姆 森 线 ， 这 条 定理 叫 西 姆 森 定 理 。 
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繁复 ， 与 通常 既 简 且 妙 的 证 明 形 成 对 照 ， 这 种 以 量 的 复杂 来 换 
取 质 的 困难 ， 正 是 利用 计算 机 所 需要 的 。 

在 电子 计算 机 如 此 发 展 的 今天 ， 把 我 们 的 机 械 化 方法 在 计 
算 机 上 实现 不 仅 不 难 ， 而 且 有 一 台 微 型 的 台式 机 也 就 够 了 。 就 
像 我 们 曾经 使 用 过 的 长 城 203， 它 的 存 数 最 多 只 能 到 234 个 10 
进位 的 12 位 数 ， 就 已 能 用 以 证 明 西 姆 逊 线 那样 的 定理 。 自 前 
内 存 简单 的 所 谓 个 人 用 微型 机 ， 已 到 32K 以 至 64K SP. OH 
高 级 的 已 到 256K 以 至 400 多 K 字 节 ， 而 且 随 着 超大 规模 集成 
电路 与 其 它 技 术 的 出 现 与 改进 ， 微 型 机 将 愈 来 愈 小 型 化 而 内 存 
却 愈 来 您 大 ， 功 能 愈 来 您 多 ， 自 动 化 的 程度 也 愈 来 您 高 。 用 不 
着 到 20 世纪 末 ， 这 一 类 方便 的 小 型 机 器 就 可 为 广大 群众 普遍 
使 用 。 它 们 不 仅 将 成 为 证 明 一 些 不 很 简单 的 定理 的 武器 ， 而 且 
还 可 用 以 发 现 并 证 明 一 些 艰 深 的 定理 ， 而 这 种 定理 的 发 现 与 证 
明 ， 在 数学 研究 手工 业 式 的 过 去 ， 将 是 不 可 想象 的 。 

应 该 指出 ， 目 前 我 们 所 能 证 明 的 定理 ， 局 限于 已 经 发 现 的 
机 械 化 方法 的 范围 ， 例 如 初等 几何 与 初等 微分 几何 之 内 。 而 如 
何 超 出 与 扩大 这 些 机 械 化 的 范围 ， 则 是 今后 需要 探索 的 长 期 的 
理论 性 工作 。 


四 、 历 史 的 司 示 与 未 来 的 技术 革命 


作为 结束 ， 我 们 提出 几 点 看 法 。 

首先 ， 成 功 的 机 械 化 方法 并 非 始 自 这 几 年 。 约 在 一 年 以 
前 ， 我 们 发 现 早 在 1899 年 出 版 的 希 尔 伯 特 的 经 典 名著 《几何 
基础 》 中 ， 就 有 着 一 条 真正 的 正面 的 机 械 化 定理 : 初等 几何 中 
”只 涉及 从 属 与 平行 关系 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 。 当 然 ， 原 来 的 
叙述 并 不 是 以 机 械 化 的 语言 来 表达 的 ， 也 许 就 连 希 尔 伯 特 本 人 
也 并 没有 对 这 一 定理 的 机 械 化 意义 有 明确 的 认识 ， 自 然 更 不 见 

363 


得 有 其 他 人 提 到 过 这 一 定理 的 机 械 化 内 容 。 希 尔 伯 特 这 一 名 著 
是 以 公理 化 的 典范 而 著称 于 志 的 ， 但 我 认为 ， 该 书 更 重要 之 
处 ， 是 在 于 提供 了 一 条 从 公理 化 出 发 ， 通 过 代数 化 以 到 达 机 械 
化 的 道路 。 自 然 ， 处 于 希 尔 伯 特 以 及 其 后 数学 的 一 张 纸 一 支 笔 
的 手工 作业 时 代 里 ， 公 理化 的 思想 与 方法 得 到 足够 的 重视 与 充 
分 的 发 展 ， 而 机 械 化 的 方向 与 意义 受到 数学 家 的 忽视 是 完全 可 
以 理解 的 。 但 在 电子 计算 机 已 日 益 普 及 ， 因 而 繁琐 而 重复 的 大 
量 计算 已 成 为 不 足 道 的 现代 ， 机 械 化 的 思想 应 比 公理 化 思想 受 
到 更 大 重视 ， 似 乎 是 合乎 实际 的 。 

其 次 应 该 着 重 指出 ， 我 们 从 事 机 械 化 定理 证 明 工 作 获得 成 
果 之 前 ， 对 泰 斯 基 的 已 有 工作 并 无 接触 ， 更 没有 想到 希 尔 伯 特 
的 《几何 基础 》 会 与 机 械 化 有 任何 关系 。 我 们 是 在 中 国 古代 数 
学 的 启发 之 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 来 的 。 

说 起 来 道理 也 很 简单 :中 国 的 古代 数学 基本 上 是 一 种 机 械 
化 的 数学 。 四 则 运算 与 开 方 的 机 械 化 算法 由 来 已 久 。 汉 初 完成 
的 《 九 章 算术 ) 中 ,对 开平 .立方 的 机 械 化 过 程 ,就 有 详细 说 明 , 到 
宋代 更 发 展 到 高 次 代数 方程 求 数值 解 的 机 械 化 算法 。 在 《 九 章 
算术 ) 中 还 有 着 各 种 线性 联 立 方程 组 的 问题 与 解法 以 及 正 负 数 
的 概念 , 在 魏 晋 时 刘 徽 的 《 九 章 算术 ) 注 中 ,说 明了 几 种 机 械 的 消 
去 法 及 其 详细 的 机 械 化 算法 过 程 。 把 刘 注 的 说 明 列 成 图 表 , 即 
与 前 面 所 提 到 的 中 学 课本 中 所 列 高 斯 消去 法 的 那些 图 表 无 异 ， 
宋代 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 , 更 有 着 颇 为 繁复 的 算 题 与 详细 图 表 。 
沈 康 身 同 志 所 著 的 《中 国 数学 史 略 》, 在 这 方面 做 了 详细 介绍 。 

在 宋 元 时 代 ， 我 国 就 创立 了 “天 元 术 ”， 引 进 了 天 元 ， 以 
及 天 元 、 地 元 、 人 元 、 物 元 等 相当 于 现代 未 知 数 的 概念 ， 把 许 
多 问题 特别 是 几何 问题 转化 成 代数 方程 与 方程 组 的 求解 问题 。 
这 一 方法 用 于 几何 可 称 为 几何 的 代数 化 。12 世纪 的 刘 益 将 新 
法 与 “ 古 法 ”比较 ， 称 “省 功 数 倍 ”。 与 之 相伴 而 生 ， 又 引进 
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了 相当 于 现代 多 项 式 的 概念 ， 建 立 了 多 项 式 的 运算 法 则 和 消 元 
法 的 有 关 代 数 工 具 ， 使 几何 代数 化 的 方法 得 到 了 有 系统 的 发 
展 ， 具 见于 宋 元 时 代 幸 以 保存 至 今 的 杨辉 、 李 冶 、 朱 世 杰 的 许 
多 著作 之 中 。 几 何 的 代数 化 是 解析 几何 的 前 身 ， 这 些 创 造 使 我 
国 古代 数学 达到 了 又 一 个 高 峰 。 可 以 说 ， 当 时 我 国 已 到 达 了 解 
析 几 何 与 微 积分 的 大 门 ， 具 备 了 创立 这 些 数学 关键 领域 的 条 
件 ， 但 是 各 种 原因 使 我 们 数学 的 雄伟 步伐 就 在 这 些 大 门 之 前 停 
顿 下 来 。 几 百年 的 停顿 ， 使 我 们 这 个 古代 的 数学 大 国 在 近代 变 
成 了 数学 上 的 纯粹 入 超 国 家 。 然 而 ， 我 国 古 代 机 械 化 与 代数 化 
的 光辉 思想 和 伟大 成 就 是 无 法 磨灭 的 。 作 者 本 人 关于 数学 机 械 
化 的 研究 工作 ， 就 是 在 这 些 思想 与 成 就 启发 之 下 的 产物 ， 它 是 
我 国 自 《 九 章 算术 》 以 迄 宋 元 时 期 数学 的 直接 继承 。 

恩格斯 曾经 指出 ， 枪 炮 的 出 现 消除 了 体力 上 的 差别 ， 使 中 
世纪 的 骑士 阶级 从 此 消 声 匿 迹 ， 为 欧洲 从 封建 时 代 进入 到 资本 
主义 时 代 准 备 了 条 件 。 近 年 有 些 计算 机 科学 家 指出 ， 个 人 用 计 
算 机 的 出 现 ， 其 冲击 作用 可 与 枪 炮 的 出 现 相 比 。 枪 炮 使 人 们 在 
体力 上 难 分 强 弱 ， 而 个 人 用 计算 机 将 使 人 们 在 智力 上 难 分 聪明 
愚 鲁 。 又 有 人 对 数学 的 未 来 提出 看 法 ， 认 为 计算 机 的 出 现 ， 将 
使 数学 现在 一 张 纸 一 支 笔 的 方法 ， 在 历史 的 长 河中 ， 无 异 于 石 
器 时 代 的 工业 方法 。 今 天 的 数学 家 们 ， 不 得 不 面 对 计 算 机 的 挑 
战 ， 但 是 ， 也 不 必 亡 自 菲 薄 。 大 量 繁复 的 事情 交 给 计算 机 去 做 
了 ， 人 脑 将 仍然 从 事 富有 创造 性 的 劳动 。 

我 国 在 体力 劳动 的 机 械 化 革命 中 曾经 掉队 ， 以 致 造成 现在 
的 落后 状态 。 在 当前 新 的 一 场 脑力 劳动 的 机 械 化 革命 中 ， 我 们 
不 能 重 蹈 履 国 。 数 学 是 一 种 典型 的 脑力 劳动 ， 它 的 机 械 化 有 着 
许多 其 它 类 型 脑力 劳动 所 不 及 的 有 利 条 件 。 周 总 理 的 遗愿 ， 我 
国 古代 数学 的 光辉 ， 都 鼓舞 着 我 们 为 实现 数学 的 机 械 化 ， 在 某 
种 意义 上 也 可 以 说 是 真正 的 现代 化 而 勇往直前 。 
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用 机 械 方 法 证 明定 理 的 思想 ， 可 以 远 溯 至 17 世纪 的 莱 布 
尼 欧 ， 在 本 世纪 内 ， 已 经 由 希 尔 伯 特 的 数理 逻辑 学 派 和 他 的 学 
生 们 用 精确 的 数学 形式 表述 出 来 。 这 问题 的 实质 在 于 : 把 通常 
数学 证 明 中 所 固有 的 质 的 困难 性 ， 代 之 以 用 算法 方式 使 证 明 过 
程 标准 化 而 造成 的 计算 中 的 量 的 复杂 性 。 这 种 属于 计算 的 量 的 
复杂 性 过 去 是 人 力 所 不 可 及 的 ， 而 现在 由 于 计算 机 的 产生 和 迅 
速 发 展 ， 已 经 变 得 越 来 越 微不足道 了 。 人 但是， 虽然 经 过 了 巨大 
的 努力 ， 这 方面 的 研究 却 时常 得 到 否定 的 结果 ， 即 形成 不 可 判 
定 的 数学 理论 ， 要 举 一 个 著名 的 肯定 的 结果 ， 我 们 可 以 提 到 塔 
斯 基 (Tarski) 用 机 械 方法 证 明 初 等 几何 和 初等 代数 中 的 定理 
的 方法 。 塔 斯 基 的 方法 以 及 后 来 的 一 些 方法 在 很 大 程度 上 是 以 
斯 图 度 定 理 的 推广 为 根据 的 ， 这 些 方 法 仍旧 太 复 杂 ， 即 使 用 计 
算 机 也 实现 不 了 。 关 于 在 美国 用 计算 机 所 作 实 验 及 所 得 结果 ， 
可 参阅 IEEEs Trans.on Computers，1976， 机 器 证 明定 理 专辑 
中 的 一 些 论文 。 

1977 年 ， 作 者 发 现 了 一 种 方法 ， 它 所 根据 的 原理 与 塔 尔 
斯 基 等 人 所 用 的 完全 不 同 ， 用 了 这 种 方法 ， 可 以 用 机 械 方 式 给 
出 很 难 的 几何 定理 的 证 明 。 后 来 这 方法 又 被 扩充 到 初等 微分 几 
何 ， 我 们 用 不 同 的 计算 机 编 了 程序 ， 作 了 试验 。 本 文 是 关于 我 
们 所 用 方法 和 迄今 为 止 用 计算 机 所 作 试 验 的 初步 报告 。 


* 本 文摘 自 《 自 然 杂 志 》3 卷 12 期 ，1980 年 。 
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现在 从 初等 几何 讲 起 。 为 举例 起 见 ， 我 们 来 考察 费 尔 巴赫 
(Feuerbach) 定理 ， 这 定理 可 叙述 如 下 : | 
三 角形 的 九 点 圆 与 它 的 4 FADS RAI. 
取 给 定 三 角形 的 3 个 顶点 为 (2ui;,2ui+13),i=1,2,3, 九 后 
圆 的 圆心 和 半径 为 (zx4, zs) 和 xg, 内 切 圆 或 任 一 劳 切 圆 的 圆心 
和 半径 为 (ze,z7) 和 ze。 设 241,222,223 分 别 对 应 于 三 角形 
的 3 条 边 的 长 度 , 其 值 或 正 或 负 , 依照 所 证 情形 是 内 切 贺 或 劳 切 
圆 而 定 。 | 
为 简单 起 见 , 设 ” 
uj úr unt] =1,°°°, 6, 
uy u4 1 
2A= juz us 1j, 
uz use 1 
a; = useuesuss + u; use + uz usat u3 uas ~ 2( U2UzUSs6 十 
U3zU; Ugg + UlU2 U45, 
By = — 23431 U12 ~ U4 U3 — Us U3, — Ug Ui + 2 (usugu 
+ ugugu3, + uausu12), 
a2 = [Use ugg tas + ua( uy” ~ w37) + us( us? — uy?) + ug (uy? 
— u2?)] + uso xrxr3 + U64 £3£ı + ML45 工 1 并 2， 
B= U23U3 uiz + uy (us — ug) + ulus — ug”) + ulu, 


: | 
— us”) + 093.2273 + 13,7321 + U127172; 


* 下 面 的 数据 并 不 是 用 机 械 自动 的 手续 得 来 , 而 是 经 过 某 些 推理 论证 以 及 一 些 
简化 得 来 ,办 而 从 机 器 证 明 的 角度 来 说 并 不 完全 合适 。 这 是 由 于 当时 使 用 的 计算 机 
过 小 , 自动 化 程度 过 低 , 作 者 对 计算 机 又 是 初次 使 用 ,为 了 使 计算 量 不 致 超出 所 用 计 
算 机 的 范围 ,采取 了 这 样 的 办 法 。 事 实 上 , 现在 已 可 编 成 程序 自动 地 把 几何 命题 中 
的 几何 条 件 变 成 代数 数据 。 这 样 费 尔 巴 赫 定 理 的 机 器 证 明 从 几何 假设 到 证 明 完 毕 
全 部 可 由 机 器 完成 ,所 用 数据 自然 与 这 里 所 举 的 不 会 一 样 。 
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Y = 人 (zx3lt12 十 MU64M45)Z1 十 (MI12123 十 U4s U56) z2 + ( u23 U31 
+ Usg ug) T3 + 11 X72T30 
于 是 费 尔 巴 赫 定 理 的 假设 等 价 于 下 列 一 组 关系 式 (TD)F: 
fi=x1 ~ uz — use’ =0 , 
fo x7" — uj” — usa’ =0, 
f3=z3 — u — u45 = 0, 
f4=4Ar,4-— a,=0, 
(I) r) fs=4Ars— 2, =9, 
6 = 2Are ~ a2 70, 
fi 2ha7- p250, | 
fg8=4Azrs — ZIZ2Z3 三 0， 
fo=24Argt+ Y=0. 
这 定理 的 结论 等 价 于 下 面 的 关系 式 
g= zg- z9) — (24-25) — (zx6— z7) =00 
最 后 ， 这 定理 的 真确 性 等 价 于 说 : 4 4 天 0， 即 当 三 角形 是 非 
退化 的 ， 它 的 3 TDR RAT ARE, g =0 就 是 
(Ir 的 一 个 形式 推论 。 
为 了 对 上 述 定理 作出 机 器 证 明 ， 我 们 先 指出 如 下 几 点 ; 
(1) 变数 um 可 当 作 参数 ， 这 相当 于 实际 上 在 所 有 几何 定 
理 中 通常 不 言 而 喻 地 假定 的 事实 ， 即 所 涉及 的 三 角形 是 一 个 一 
般 的 三 角形 ， 从 而 把 A =0 的 退化 情形 排除 在 外 。 
(2) 变数 z; 为 O): 中 具有 整 系数 的 代数 关系 式 所 约束 ， 
并 且 每 次 一 个 地 相继 呈现 。 
(3) 方程 组 (Dp 定义 了 一 个 有 理 数 (或 实数 ) K 域 上 实 
6 维 的 代数 徐 Ve。 在 这 情形 中 ， 这 个 艇 是 不 可 约 的 ， 它 具有 
超越 次 数 为 6 的 一 般 点 Cui s ue Tis s z9), KE 
u; EREC, x; 是 代数 的 ， 由 方程 fF, =0 定义 。 
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(4) ERR Ep eH MOREE RRR Vr 上 
g=0. 

这 个 情况 是 很 一 般 的 ， 上 列 各 点 可 以 应 用 于 初等 几何 中 的 
大 部 分 定理 。 

事实 上， 初等 几何 中 凡是 只 包含 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 关 
” 联 公 理 、 和 挝 合 公理 和 平行 公理 而 不 包含 次 序 公 理 和 连续 公理 的 
大 多 数 定理 ， 都 可 以 表述 成 下 面 的 形式 。 

所 述 定理 的 假设 用 下 式 给 出 (或 易于 变换 成 下 式 ): 

fi 二 Ciox1™1+ Cy ay t+ -e Cim, =9, 


fa= Cop 2™2 + Carr”: Po + Com, = 0, 


CI) 


fn=Cnorn™n + Or aa ES ON =0. 
每 一 个 C; 是 含有 一 些 未 定 元 或 参数 uie, ua 以 及 变数 x1, 
…, Xi_1(i 二 1,…:, N) 的 多 项 式 ,具有 有 理 系数 或 者 甚至 整 系 
数 。 需 要 证 明 的 结论 是 
g=0, 
其 中 g 是 含有 wu; 和 zz; 的 多 项 式 ， 具 有 有 理 系数 或 者 甚至 整 系 
数 。 
于 是 这 定理 等 价 于 说 g =0 是 在 
Co 天 0 
的 附加 条 件 下 关系 式 (1) 的 形式 推论 。 这 附加 条 件 相 当 于 这 
样 的 事实 : 我 们 只 对 非 退 化 或 一 般 情形 感 兴趣 。 问 题 是 要 设计 
出 一 种 方法 ， 使 我 们 能 用 可 行 的 机 械 方 式 判断 这 定理 的 真 伪 ， 
所 谓 可 行 ， 就 是 说 我 们 能 用 手 和 笔 ， 或 者 借助 于 不 太 大 的 电子 
计算 机 ， 在 不 太 长 的 时 间 内 完成 证 明 的 步 又。 
我 们 的 方法 进行 如 下 : 
将 g RRRA fy. fn- ct fir CRRA xy, 
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ty. zi 的 多 项 式 。 设 最 后 的 余 式 是 R， 使 我 们 得 到 下 面 
这 样 的 恒等式 (S; >0): 
Cig eCa LAs +R; 

EFP A AR du 和 zz 的 多 项 式 ， 具 有 有 理 (RE) AR, 
在 每 一 个 xz; FR 的 次 数 < mi。 把 O) 当 作 基 域 K ERAI 
V 的 定义 方程 ， 于 是 我 们 的 方法 就 以 下 面 这 容易 证 明 并 且 几 
乎 是 平凡 的 原理 为 基础 : | 

原理 mR V 在 具有 真正 的 实 维 d (= REI u; HRM 
A) 的 K 域 中 不 可 约 (这 具有 明显 的 几何 意义 )， 那 末 作 为 多 
项 式 的 R=0 是 在 CoX0 的 一 般 情 形 中 定理 为 真 的 充 要 条 件 。 
在 任何 情况 下 ，R 寺 0 是 使 一 般 情形 中 定理 为 真 的 充分 条 件 。 

我 们 应 用 了 上 述 原理 来 证 明 初 等 几何 中 的 各 种 定理 ， 我 自 
己 用 的 是 HP9835A 台式 计算 机 ， 陈 东 拓 用 的 是 Felix C- 512 
计算 机 。 

在 试验 过 的 定理 中 可 以 举 出 这 样 一 些 : 勾 股 定理 〈 即 毕 达 
哥 拉 斯 定理 )， 一 些 三 角 恒 等 式 ， 西 姆 森 线 (Simson line) 定 
SH, URIS (Pappus) 定理 ， 帕 斯 卡 定理 ， 费 尔 巴 赫 定 理 ， 等 
等 ， 特 别 是 对 于 费 尔 巴赫 定理 ， 陈 用 Felix C 计算 机 以 不 到 
12.5 分 的 时 间 完 成 了 证 明 ， 所 用 语言 FCY 是 通常 用 的 LISP 
的 改进 ， 并 且 是 陈 自己 研究 成 功 的 。 

一 且 和 定理 的 证 明 变 得 平凡 时 ， 我 们 就 尝试 去 发 现 “ 新 ”有 定 
理 。 所 谓 “ 新 ”是 指 通常 不 知道 或 文献 中 不 易 找到 ， 或 者 真正 
是 完全 新 的 。 于 是 ， 按 照 同 样 的 方式 ， 我 们 用 HP9835A 台式 
计算 机 发 现 了 并 证 明了 两 个 这 样 的 “新 ”定理 。 

为 了 说 明 我 们 发 现 的 第 一 个 “新 ”定理 ， 让 我 们 考察 分 别 
由 Ai A2 A3 M Bi, Bo, Bs 各 3 点 组 成 的 两 个 点 集 ， 它 
们 各 自 位 于 同 平面 内 的 La 和 Ls 两 条 线 上 。 设 B 点 按 任 何方 
式 排 列 ， 例 如 B;, B;, Bo ARIMA EH, 3 个 交点 AB, 
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NA3B;, A3B;\ Ai B, 和 A1B; 人 A2B; 将 位 于 同一 条 派 泼 斯 线 
上 ， 我 们 用 (i, j, k] XRK Æ B 点 的 不 同 排列 之 下 ， 我 
们 一 共 得 E 于 是 我 们 可 以 提出 这 样 的 问 
题 : 这 6 条 线 是 否 与 同一 个 二 次 曲线 相 切 ? 通过 粗略 地 画图 ， 
人 不 过 二 次 曲线 退化 成 两 点 。 我 们 不 
用 通常 的 方式 去 证 明 ， 因 为 这 不 是 我 们 的 目的 ， 我 们 应 用 上 述 
方法 ， 借 助 HP9835A 计算 机 。 我 们 终于 发 现 并 证 明了 下 述 
“新 ”定理 : 

3 条 派 泌 斯 线 [123], [231] 和 [312] 是 共 点 的 。 另 外 3 
MAHA [132], [321] 和 [213] eater 

关于 第 二 个 “新 ”定理 ， 我 们 考察 同一 个 二 次 曲线 上 的 6 
个 点 AY, co, Apo FMM cca ah A.A; A 
A,A; (i, 7, k, 2 都 不 相同 ) 叫做 帕斯卡 点 。 这 些 帕斯卡 点 
共有 45 个， 根据 帕斯卡 定理 ， 将 会 3 个 3 个 地 位 于 总 共有 60 
条 的 所 谓 帕斯卡 线 上 。 于 是 我 们 可 以 提出 如 下 的 问题 : 在 45 
个 帕斯卡 点 中 ， 怎 样 的 6 点 组 合 会 位 于 同一 个 二 次 曲线 上 ? 

为 了 这 目的 ， 让 我 们 考察 由 6 个 数字 1，2，…，6 组 成 的 
对 称 群 ， 以 及 譬如 说 由 循环 g= (1 2 3 4 5 6) 产生 的 
6 阶 子 群 。 现 在 考察 任何 帕斯卡 点 P= AA AAA, RIKE 
一 看 ， 究 竟 6 个 帕斯卡 点 e'P, i=0, 1, =, 会 不 会 位 于 同 
一 个 二 次 曲线 。 经 过 试验 我 们 看 到 ， 除 了 6 点 将 位 于 两 条 帕 斯 
FR (重合 或 不 重合 ) 的 退化 二 次 曲线 的 平凡 情况 外 ， 唯 一 需 
要 考虑 的 可 能 情况 是 P= AA; AAAs 或 类 似 的 情况 。 我 们 
仍旧 用 HP9835A 发 现 并 证 明了 如 下 的 “新 ”定理 : 

当 P=AiAs 信 AAs 时 ，6 个 帕斯卡 点 giP，i=0，1,， 
…，5 将 位 于 同一 个 二 次 曲线 ， 岂 做 帕斯卡 二 次 曲线 。 对 于 不 
同 的 g MARA 已， 我 们 共 得 到 20 个 这 样 的 帕斯卡 二 次 曲 
线 。 
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60 条 帕斯卡 线 组 成 了 一 个 很 有 趣 的 构 形 ， 这 种 构 形 曾 在 
19 世纪 被 一 些 几 何 学 家 和 象 斯 泰 纳 (Steiner), HLX (Cayley), 
BERT] (Salmon), #2322 (Kirkmann) 等 作 过 很 深 的 研究 ， 
例如 可 参阅 萨 尔 门 的 Conic Section 的 附录 。 对 于 20 个 帕斯卡 
二 次 曲线 的 构 形 (或 60 条 帕斯卡 线 一 起 )， 也 可 以 作 同 样 的 研 
Ro 

用 来 发 现 和 证 明 这 两 个 “新 ”定理 的 HP9835A 计算 机 是 
台式 计算 机 ， 存 储量 是 256 K 个 字 节 ， 其 中 实际 用 到 的 只 有 
100K 个 字 节 。 它 的 速度 很 低 ， 大 约 每 秒 3000 次 加 法 。 证 明 
帕斯卡 二 次 曲线 定理 所 用 时 间 是 60 小 时 不 到 一 点 。 如 果 用 速 
度 较 高 的 计算 机 ， 壁 如 说 陈 所 用 的 每 秒 370000 次 加 法 的 Felix 
C 计算 机 ， 所 需 时 间 可 以 缩短 到 30 分 左右 。 根 据 所 有 这 些 情 
总， 我 们 认为 我 们 的 方法 是 很 有 效 的 ， 它 使 我 们 可 以 运用 小 型 
中 速 计算 机 〈 由 于 今天 的 技术 发 展 程度 ， 这 是 很 平常 的 ) 去 发 
现 和 证 明 比 已 知 定理 复杂 得 多 的 “新 ”定理 ， 这 些 定理 用 通常 
的 方法 也 许 是 完全 不 可 能 证 明 的 。 

上 述 方 法 适当 作 些 改变 后 也 可 以 用 于 微分 几何 。 
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数学 的 机 械 化 问题 


通常 所 谓 的 机 械 化 ， 不 论 是 工业 的 还 是 农业 的 ， 都 是 指 体 
力 劳动 的 机 械 化 而 言 。 现 在 我 们 提出 这 样 的 问题 : 数学 研究 这 
样 的 脑力 劳动 ， 是 不 是 也 能 机 械 化 ? 

我 个 人 的 理解 是 : 所谓 机 械 化 ， 无 非 是 刻板 化 和 规格 化 。 
机 械 化 的 动作 ， 由 于 简单 刻板 ， 因 而 可 以 让 机 器 来 实现 ， 又 由 
于 往往 需要 反复 千 百 万 次 ， 超 出 了 人 力 的 可 能 ， 因 而 又 不 能 不 
让 机 器 来 实现 。 因 之 ， 机 械 化 为 机 器 化 进而 自动 化 铺 平 道路 ， 
是 它们 必 不 可 少 的 前 奏 。 就 这 一 意义 来 说 ， 数 学 中 的 某 些 脑力 
劳动 与 体力 劳动 颇 有 共同 之 点 ， 它 们 也 就 同样 可 以 机 械 化 。 事 
实 上 ， 我 们 在 中 小 学 的 课程 里 ， 就 已 学 习 了 不 少 机 械 化 的 数学 
内 容 ， 接 受 了 不 少 机 械 化 的 训练 ， 只 是 人 们 并 不 自觉 而 已 。 

举例 来 说 ， 在 小 学 里 用 纸 笔 进行 的 加 减 乘除 四 则 运算 ， 就 
完全 是 机 械 化 的 ， 正 因为 如 此 ， 才 有 可 能 在 十 七 世纪 时 巴 斯 喀 
利用 齿轮 转动 制造 成 加 法 机 器 ， 稍 后 莱 布 尼 蒋 又 把 它 改 进 成 乘 
法 机 器 。 而 到 现代 ， 四 则 运算 已 可 在 电子 计算 机 上 实现 。 如 果 
没有 小 学 里 那 种 已 经 成 为 机 械 化 的 算法 ， 这 些 都 将 是 不 可 能 
的 。 | 
如 果 检 查 一 下 数学 两 干 年 来 的 发 展 史 ， 可 以 看 到 数学 多 次 
重大 的 跃进 都 无 不 与 数学 的 机 械 化 有 关 。 例 如 算术 有 许多 四 则 
难题 ， 每 题 求 解 都 需要 巧 思 ， 但 出 现 了 代数 以 后 ， 许 多 问题 的 


* 本 文摘 自 《 自 然 辩 证 法 通讯 )，1978 年 。 
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入 手 与 解答 成 为 机 械 性 的 ， 变 得 轻而易举 ， 中 学 生 也 很 容易 学 
会 了 。 又 如 欧 几 里 得 几何 的 定理 证 明 ， 添 线 往往 是 一 种 很 高 超 
的 艺术 ， 而 与 机 械 化 毫 无 共同 之 处 ， 但 出 现 了 解析 几何 ， 证 明 
定理 就 有 些 机 械 化 而 容易 入 手 。 再 如 求 极 大 极 小 问题 ， 稍 难 一 
些 就 需 特殊 技巧 或 无 所 措 手 ， 出 现 了 微 积 分 往往 就 变 为 机 械 地 
算 一 下 导数 就 行 了 。 虽 然 这 些 都 还 算 不 上 真正 的 机 械 化 或 半 机 
械 化 ， 但 总 是 提高 了 机 械 化 的 程度 ， 在 机 械 化 的 道路 上 迈进 了 
一 大 步 ， 在 历史 上 也 都 成 为 数学 进展 的 划时代 标志 。 

在 长 期 的 实践 中 随 着 人 们 认识 的 演化 ， 人 们 逐渐 意识 到 数 
学 机 械 化 的 优越 性 。17 世纪 的 莱 布 尼 欧 ， 不 仅 对 数学 计算 制 
造 了 乘法 机 器 ， 还 对 数学 中 的 逻辑 推理 提出 了 机 械 化 证 明定 理 
的 设想 。 到 了 本 世纪 ， 由 于 数理 逻辑 的 出 现 而 使 人 们 的 认识 更 
为 明确 ， 又 由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 因 而 原来 的 设想 已 经 进入 
到 如 何 具 体 实现 的 阶段 ， 使 数学 的 发 展 面临 一 个 前 所 未 有 的 新 
时 代 。 

敬爱 的 周 总 理 早 在 1956 年 时 就 已 指出 ， 电 子 计算 机 已 可 
开始 有 条 件 地 代替 一 部 分 特定 的 脑力 劳动 ， 就 象 其 他 机 器 代替 
体力 劳动 一 样 。 我 国 在 体力 劳动 机 械 化 的 革命 中 曾经 落 在 许多 
现 已 成 为 发 达 国 家 的 后 面 ， 在 当前 这 场 脑 力 劳 动机 械 化 的 革命 
中 ， 我 国 决 不 能 重 蹈 覆 辐 ， 而 应 努力 争取 走 在 世界 各 国 的 前 
面 。 我 国 在 古代 是 一 个 数学 大 国 ， 它 的 数学 的 特点 之 一 是 它 基 
本 上 是 一 种 机 械 化 的 数学 。 缅 怀 过 去 ， 瞻 望 未 来 ， 数 学 理应 充 
当当 前 这 场 新 的 革命 中 的 一 名 先锋 战士 ， 使 我 国 早 日 成 为 一 个 
实现 了 机 械 化 的 现代 数学 大 国 。 
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数学 中 的 公理 化 与 机 械 化 思想 


在 全 国人 民 向 四 个 现代 化 进军 的 今天 ， 究 竟 什 么 是 数学 的 
现代 化 ， 怎 样 才能 实现 数学 的 现代 化 ， 是 每 个 数学 工作 者 不 能 
不 关心 的 问题 。 为 了 摸索 这 一 问题 的 答案 ， 了 解 一 下 古今 数学 
思想 的 发 展 历史 ， 是 不 为 无 益 的 。 

我 个 人 认为 : 贯穿 在 整个 数学 发 展 历史 过 程 中 有 两 个 中 心 
思想 ， 一 是 公理 化 思想 ， 另 一 是 机 械 化 思想 。 前 者 似 已 不 必 多 
费 笔 墨 ， 欧 几 里 得 几何 原本 是 这 方面 历史 上 的 代表 作 ， 也 是 公 
理化 思想 的 滥 筋 ， 在 现代 数学 尤其 是 纯粹 数学 中 占据 着 统治 地 
位 。 后 者 则 似 有 必要 稍 加 说 明 。 

试 以 中 学 数学 为 例 。 中 学 的 数学 课本 是 一 个 奇妙 的 混合 
物 : 公理 化 与 机 械 化 的 方法 内 容 杂 然 并 陈 。 欧 几 里 得 式 的 平面 
几何 在 整个 课程 中 占据 了 公理 化 的 一 个 角落 ; 而 代数 部 分 则 有 
丰富 的 机 械 化 成 份 。 解 线性 联 立 方程 组 所 用 各 种 消去 法 就 是 典 
型 的 机 械 化 方法 。30 年 代 中 学 数学 教 本 广泛 论述 的 Sturm 定 
理 无 非 是 代数 方程 求实 根 数目 的 一 个 机 械 化 方法 。 至 于 解析 几 
何 ， 则 把 几何 与 代数 结合 在 一 起 ， 两 种 成 份 都 有 ， 但 既 非 此 也 
非 彼 ， 而 且 结合 得 并 不 很 好 ， 前 后 并 不 连贯 。 例 如 平面 几何 费 
大 量 篇 幅 、 时 间 于 三 角形 的 全 等 ， 但 对 于 解析 几何 最 简单 最 基 
本 的 中 点 或 分 点 公式 ， 要 用 到 关于 梯形 中 位 线 或 平行 分 比 的 定 
理 ， 一 般 在 中 学 课本 中 却 很 少 提 及 ， 至 少 是 不 够 突出 ， 而 且 由 


* 本 文摘 自 《课程 、 教 材 、 教 法 》，1981 年 第 1 期 。 
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于 点 的 位 置 牵涉 到 线段 的 正 负 ， 与 平面 几何 部 分 更 显得 脱节 。 
如 果 拘 泥 于 公理 化 所 强调 的 推理 严密 性 的 要 求 ， 则 一 般 书 中 对 
这 一 段 的 论述 大 都 是 不 合格 的 。 这 类 有 可 挑剔 之 处 在 中 学 数学 
课本 中 屡见不鲜 。 

公理 化 的 思想 导 源 于 古 希 腊 ， 机 械 化 的 思想 则 贯穿 于 整个 
中 国 的 十 代数 学。 秦汉 时 代 就 已 成 书 的 《 九 章 算术 )》， 是 具有 
这 一 思想 的 代表 作 ， 线 性 联 立 方程 组 的 解法 及 有 关 正 负数 概念 
与 移 项 法 则 ， 最 早 就 已 见于 此 书 。《 九 章 算术 》 两 千 多 年 来 一 
直 影 响 与 指导 着 中 国 数学 的 发 展 ， 为 数学 做 出 了 巨大 贡献 CR 
然 直 到 现在 还 没有 被 一 般 人 所 认识 )， 与 欧 几 里 得 几何 原本 东 
西 辉 映 ， 各 时 特 色 。 中 学 数学 实际 上 下 反映 了 历史 上 这 两 种 数 
学 思想 与 方法 的 汇合 ， 只 是 这 种 汇合 还 不 够 合拍 ， 并 没有 做 到 
浑然 一 体 ， 有 机 地 溶 合 在 一 起 。 

机 械 化 的 思想 与 方法 并 不 仅见 于 中 小 学 的 数学 课本 ， 实 际 
上 在 现代 纯粹 数学 的 研究 中 也 一 直 发 挥 着 它 的 作用 与 影响 ， 举 
例 来 说 ， 本 世纪 的 数学 巨子 法 国 的 下 .Cartan， 在 他 关于 微分 
方程 、 微 分 几何 与 李 群 的 浩瀚 著作 中 ， 经 常 显 出 机 械 化 思维 的 
特色 ， 他 的 儿子 H. Cartan， 是 当代 数学 名 家 ， 其 最 重要 的 工 
作 之 一 是 关于 拓扑 学 中 K (r, n) 同调 群 的 计算 ， 可 以 看 作 
是 运用 机 械 化 方法 取得 成 功 的 一 个 典范 。 即 使 是 以 公理 化 著称 
的 数学 大 师 Hilbert， 在 他 公理 化 方法 的 代表 作 《几何 基础 》 
中 ， 全 书 主要 部 分 的 最 后 一 条 定理 在 实质 上 就 是 为 某 一 类 交点 
定理 提供 了 一 个 机 械 化 的 证 明 方法 。 在 他 倡导 之 下 莲 勃 发 展 起 
来 的 数理 逻辑 ， 其 作用 之 一 就 是 在 于 摸索 一 条 机 械 化 证 明 数 学 
定理 的 道路 。 当 前 许多 数理 逻辑 学 家 都 重视 或 从 事 机 器 证 明 的 
工作 ， 这 决 不 是 偶然 的 。 有 着 两 千 多 年 历史 成 为 机 械 化 代表 作 
的 线性 联 立 方程 组 解法 ， 一 直 是 中 学 数学 所 不 可 缺少 的 组 成 部 
分 ， 也 是 数学 实践 中 最 常用 到 的 部 分 。 历 史 较 晚 的 另 一 机 械 化 
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代表 作 Sturm 定理 ， 虽 然 由 于 公理 化 运动 的 影响 以 及 某 些 数学 
学 派 的 轻视 ， 从 30 年 代 以 来 逐渐 从 数学 著作 中 消失 ， 但 晚近 
却 又 卷土重来 ， 重 新 出 现 于 一 些 数学 名 家 的 代数 学 教 本 之 中 。 
随 着 计算 机 的 出 现 与 其 使 用 日 见 普及 ， 机 械 化 的 方法 与 作用 已 
日 益 为 数学 家 所 认识 。 不 少 在 纯粹 数学 上 卓 有 成 就 的 数学 家 ， 
正 日 益 重 视 计 算 机 与 机 械 化 方法 在 纯粹 数学 中 的 使 用 并 为 之 鼓 
吹 。 机 械 化 思想 的 历史 功绩 是 不 可 磨灭 的 ， 它 未 来 的 生命 力 更 
是 无 比 旺盛 的 。 

公理 化 与 机 械 化 的 思想 与 方法 。 都 曾 对 数学 的 历史 发 展 做 
出 了 巨大 的 贡献 ， 今 后 也 仍 将 继续 做 出 巨大 的 贡献 。 我 们 既 不 
能 厚 此 薄 彼 ， 也 不 能 重 彼 而 轻 此 。 为 了 实现 数学 的 现代 化 ， 我 
们 必须 吸收 渊源 于 西方 的 公理 化 方法 的 长 处 ， 也 应 珍视 我 国 古 
代 的 遗产 ， 从 有 着 历史 渊源 的 机 械 化 方法 中 吸取 力量 。 这 两 种 
方法 的 融合 ， 或 许 能 为 数学 的 未 来 发 展 提供 一 些 新 的 摸索 途 
径 。 

以 上 略 陈 管见 ， 以 作 和 争鸣 之 用 。 
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几何 定理 机 和 需 证 明 © 


一 、 几 何 定 理 证 明 一 一 从 Euclid, 
Descartes 到 Hilbert 


定理 证 明 是 现代 纯粹 数学 的 主要 活动 形式 ， 导 源 于 古 希 
腊 ，Euclid 的 《几何 原本 》 是 其 代表 著作 。 即 使 是 平面 欧 氏 几 
何 ， 就 有 着 无 数 美妙 的 定理 ， 以 下 略 举 数 例 ， 以 资 说 明 。 

例 1 Feuerbach 定理 (1822)。 三 角形 的 九 点 圆 与 其 内 切 
A O 以 及 傍 切 圆 都 相 切 。 

例 2 Morley 定理 (1900)。 三 角形 三 个 角 的 相 邻 三 分 角 
线 相 交 成 一 个 等 边 三 角形 。 

例 3 Thebault 推测 (1938)。 设 三 角形 ABC, L 是 过 项 
点 A 的 一 直线 ， 则 在 与 底 边 BC， 直 线 工 ， 以 及 三 角形 外 接 贺 
相 切 的 诸 圆 中 ， 有 两 圆 其 中 心 联 线 经 过 三 角形 的 内 心 或 傍 心 。 

按照 通常 的 Euclid 模式 ， 几 何 定理 的 证 明 ， 是 依据 公理 
系统 ， 按 逻辑 规则 演绎 地 进行 的 。 每 一 个 别 的 定理 ， 其 证 明 只 
能 适合 于 这 一 个 别 的 定理 。 证 明 没 有 通用 的 思想 指导 ， 需 要 有 
高 度 的 聪明 技巧 与 迁 回 曲折 的 推理 才能 获得 ， 往 往 表 面 看 来 极 
为 平凡 的 定理 ， 其 证 明 却 极其 困难 ， 下 面 是 一 个 著名 的 例子 ， 
所 述 定理 在 19 世纪 时 曾 一 度 难 倒 了 许多 著名 的 几何 学 家 。 

例 4 分 角 线 定理 。 有 两 个 内 分 角 线 相等 的 三 角形 必 等 


= 本 文摘 自 《自然 科学 进展 );，1992 年 第 1 期 。 
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顺便 指出 ， 以 上 这 些 定理 在 叙述 上 都 有 不 够 完全 与 模 楼 两 
可 之 处 必须 加 以 澄清 。 这 在 以 后 将 再 加 讨论 。 

在 1637 年 出现 了 Descartes 的 《几何 学 》，1899 年 又 出 现 
了 Hilbert 的 《几何 基础 )》。 这 两 部 经 典 著作 为 几何 定理 的 证 明 
提供 了 不 同 于 Euclid 模式 的 可 能 性 。Descartes 开创 了 可 用 计 
算 来 证 明 几 何 定理 的 局 面 ， 而 Hilbert 则 指出 了 几何 定理 可 以 
不 是 逐一 证 明 ， 而 是 一 类 定理 可 以 用 统一 的 同一 方法 一 起 证 
明 。 这 一 统一 的 方法 ， 在 引入 适当 的 坐标 后 ， 也 可 仅仅 用 计算 
来 完成 ， 而 计算 的 过 程 ， 则 可 依 事 先 确 定 的 步骤 ， 即 今日 所 称 
的 算法 ， 按 步 进 行 以 馆 于 成 。 应 该 指出 的 是 ， 并 没有 先 验 的 理 
由 来 保证 这 样 的 算法 必然 存在 ， 算 法 的 存在 与 否 ， 其 本 吴 也 需 
加 以 证 明 。 在 这 样 的 算法 确实 存在 时 ， 我 们 将 称 这 类 和 定理 的 证 
明 是 可 以 机 械 化 的 ， 或 简单 地 说 这 一 类 (定理 ) 是 可 以 机 械 化 
的 。 相 应 的 算法 则 称 为 这 类 定理 的 一 个 机 械 化 证 明 。 至 于 算法 
存在 这 一 事实 ， 则 称 为 一 个 机 械 化 定理 。 

Hilbert 的 思想 ， 已 发 展 成 一 个 新 的 数学 领域 : 数理 逻辑 。 
无 数 数 理 逻 辑 学 家 ， 曾 致力 于 各 种 类 型 定理 的 机 械 化 证 明 。 其 
中 最 值得 称道 的 成 就 之 一 ， 是 Tarski 所 发 现 的 一 个 定理 ， 依 
据 我 们 所 用 的 辞 汇 ， 这 一 定理 可 表述 如 下 : 

Tarski 机 械 化 定理 (1950) ”通常 的 Euclid 几何 是 可 以 机 
械 化 的 。 | 

随 着 计算 机 的 出 现 ， 自 然 引起 如 何 将 一 已 由 某 一 机 械 化 定 
理 已 保证 存在 的 算法 ， 转 化 为 程序 使 之 可 在 计算 机 上 实现 的 问 
题 ， 这 方面 的 一 位 先驱 者 是 王 浩 ， 他 在 计算 机 上 :只 用 了 数秒 钟 
的 时 间 ， 将 Whitchead 一 Russell 《数学 原理 》 一 书 中 的 350 个 
以 上 的 命题 一 举证 明 。 至 于 Tarski 的 机 械 化 算法 ， 则 由 于 过 
于 复杂 ， 尽 管 后 来 有 各 种 改进 与 简化 ， 迄 今 仍 未 听 说 有 何 值得 
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称道 的 定理 曾 获 证 明 。 
二 、 几 何 定理 机 器 证 明 的 一 个 有 效 算 法 


在 1976 至 1977 年 之 交 ， 作 者 发 现 了 对 某 一 类 非 平 凡 几 何 
定理 的 机 械 化 证 明 方 法 。 为 了 说 明 这 一 方法 ， 先 考虑 一 个 特 
例 ， 例 如 例 1 中 的 Feuerbach 定理 (参阅 文献 [1]， 第 198 
页 )。 

设 三 角形 ABC 与 任 一 内 心 或 傍 心 1， 取 坐标 ， 使 
I= (0, xı), A= (z2, 0), B= (23, 0), C= (x4, Xs)o 
又 取 九 点 圆心 为 N= (ze x7), MBA xg, W N 与 1 间 
的 距离 为 zs。 容易 将 几何 条 件 转化 为 一 组 方程 P,=0, i=1, 
=, 6, SHRP, 见 下 ， 记 PS AP, 所 组 成 的 多 项 式 组 ， 
则 这 些 方程 可 简写 为 PS = 0。 

P= (zit 22" x3)” x4- z?* (x+ z3), 
P= (xit £2% 273)" 25-2" £1” 22" T3, 
P,=4* z76-— (22+ 273+2" z4), (1) 
Py=4" x5" 27-22 - (273-24)" (4% 26-2" x 
cee 7 OF 
Ps=4* zg8— (2* 26-22-23)’ —4* x2, 
Po=23-22- (247-2))*0 
不 论 工 是 内 心 或 是 某 一 傍 心 ， 也 不 论 定 理 要 求证 明 的 相 切 是 
内 切 还 是 外 切 ， 定 理 的 结论 总 可 表达 为 G =0 的 形式 ， 这 里 

G= (rot xgt+ x1)" (ze+Zs 一 ZI) (ze 一 Zg 二 TI) 
(ze 一 Z8 一 Zl)。 _ i 
注意 诸多 项 式 P; 逐一 引入 新 变量 r, +, roo 这 些 新 变量 最 
高 次 项 的 系数 将 记 为 I, e, Iso AM I= 27+ 22* x30 
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显然 如 果 我 们 能 证 明 结 论 方程 G =0 是 假设 方程 组 已 =0 


的 后 果 ， 则 定理 即 被 证 明成 立 。 为 此 使 G 对 Pe6。，…，Pi 依次 
取 余 式 以 尽 可 能 消除 z。，…，z4。 最 后 所 得 余 式 将 记 为 
R= Remdr (G/PS)。 (2) 
于 是 有 一 如 下 形式 的 公式 : 
IP*G=Sum,” QP+R, (3) 


其 中 IP 是 诸 1; 的 一 个 瞪 积 ，Q, 是 商 多 项 式 ， 而 Sum AM i 
从 1 至 6 求 和 和， 由 直接 计算 得 . 

| R=0。 | (4) 
由 (3) 与 (4) 式 可 见 ， 只 需 IP 关 0 即 无 一 系数 L 为 零 时 可 
KP, =0 推 得 G=0， 因 而 在 以 下 条 件 

1,740 (对 所 有 i) (5) 

Z F, Feuerbach 定理 已 被 证 明成 立 。 注 意 条 件 I =0 意 指 AC 
与 BC 两 直线 平行 ， 而 I4 二 4* xs==0 指 顶 点 C 将 落 在 AB 边 
上 而 使 三 角形 退化 为 一 直线 ， 为 此 我 们 称 I; 关 0 为 非 退 化 条 
件 。 事 实 上 ， 非 退化 条 件 往往 隐 含 在 要 求证 明 的 定理 假设 中 而 
不 明日 说 出 ， 力 是 一 个 普遍 的 情况 。 我 们 所 用 方法 ， 可 以 自动 
地 探 察 出 这 种 隐 含 而 未 明白 表达 的 非 退 化 条 件 。 

上 述 Feuerbach 定理 的 证 明 方式 具有 普遍 性 质 。 为 对 所 用 
AEE Sa, I-A eH EAS RK 与 一 组 变 
Hri, e, Ino ÆI REK [2;, 0, z,] 中 的 任 一 非 零 多 
项 式 已 中 ， 所 出 现 的 r 的 最 大 下 标 将 称 为 P HX, E P 中 不 
出 现任 一 xz 即 P 是 一 非 零 常数 时 ，P 的 类 将 置 为 零 ， 对 于 一 
类 c>0 的 多 项 式 已 ， 恒 可 书写 成 下 面 的 典范 形式 : 

P=I1* zf + 2, 的 低 次 项 ， 
其 中 诸 r FER AMAR SEK [zi，…，xz_ 1] 中 的 多 项 式 ， 
这 时 指数 d 将 称 为 P 的 次 数 而 领导 项 系数 了 将 称 为 P 的 初 式 ， 
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不 仅 是 通常 的 欧 氏 几何 ， 在 各 种 不 同 的 几何 中 ， 大 量 的 定理 在 
选择 适当 的 坐标 后 ， 可 以 容易 地 表现 为 下 面 的 形式 。 
定理 T 的 假设 可 表现 为 一 组 方程 P; =0， 这 里 P, 是 类 为 
ci>0 的 假设 多 项 式 ， 其 典范 形式 可 写 为 
P;=Tz2 +zu 的 低 次 项 ，i=1，…，r。 (6) 
这 里 假定 
Oc Lel <L cro (7) 
通常 还 假设 以 下 条 件 (C) 也 成 立 : 
(C) STEM <i 的 i，j，P; HMA, 中心 的 次 数 小 
Fade | 
这 样 的 多 项 式 组 PS = |P: 将 称 为 一 个 升 列 ， 并 称 其 型 
是 0 或 1， 视 其 是 否 满足 (7) 式 或 同时 满足 (7) 式 与 (C) 
而 定 。 这 一 概念 的 重要 性 ， 从 与 (1) 式 中 多 项 式 组 的 比较 可 
Me 
今 设 定理 工 的 终结 也 可 表示 成 G=0 的 形式 ， 这 里 G 是 
R 中 的 终结 多 项 式 。 今 如 (2) AH G 对 PS 中 诸多 项 式 依 反 
HKF P,, «+, Py 依次 求 余 ， 以 作 余 式 R= Remdr (G/ps)o 
于 是 可 得 一 (3) 式 那 样 的 余 式 公式 ， 如 前 显然 可 知 在 R=0 
时 ， 只 需 (5) 式 成 立 ， 即 可 从 P,=0 得 出 G=0。 条 件 R=0 
不 仅 是 使 在 (5) 式 条 件 下 得 出 G = 0 是 充分 的 ， 而 且 在 PS 
是 型 1 升 列 且 不 可 约 的 情况 下 ， 也 是 必要 的 。 这 里 PS 不 可 约 
的 意义 是 ， 它 具有 型 1 上 且 方 程 组 PS =0 的 方程 。 依 次 对 由 这 
些 方 程 定 义 的 K 的 扩张 域 中 不 可 约 ， 这 些 结果 可 表 成 如 下 形 
式 的 定理 。 
定理 1 对 于 一 个 以 多 项 式 方程 组 PS = 0 为 假设 ， 多 项 
式 方程 G =0 为 终结 的 定理 T， 这 里 PS 是 一 升 列 ， 可 依 (2) 
RERA R, TE R=0 EMT Eh (5) 式 给 出 的 非 退 化 
条 件 下 成 立 的 充分 条 件 ， 在 PS 是 型 1 的 不 可 约 升 列 时 ， 也 是 
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必要 条 件 。 

上 述 证 明 几 何 定理 的 原理 ， 表 面 看 来 极其 平凡 ， 但 已 证 实 
极为 有 效 ， 例 如 ， 在 SUN3/140 工作 站 上 用 所 附 REDUCE 软 
件 包 进行 计算 时 ， EVE Feuberbach 定理 的 证 明 只 需 2.7s。 作 
AA SEA, ARGS EB 2 中 的 Morley 定理 ， 试 先 注 意 对 于 
任 两 依 一 定 先 后 次 序 的 相交 直线 所 成 的 角 ， 应 有 3 个 主 三 分 角 
线 ， 以 及 相伴 的 三 个 次 三 分 角 线 。 对 于 一 个 三 角形 的 三 个 角 ， 
它们 的 相 邻 三 分 角 线 将 交 成 27 个 三 角形 。 用 以 上 方法 可 以 证 
明 其 中 恰 有 18 个 三 角形 是 等 边 三 角形 。 证 明 的 计算 是 在 一 台 
HP9835A 的 台式 计算 机 上 完成 的 ， 它 的 内 存 只 有 256K (参阅 
文献 [2])。 

在 美国 与 本 国 ， 各 已 有 几 百 条 不 平凡 的 定理 在 相对 较 小 的 
计算 机 上 应 用 上 述 方法 获得 证 明 ， 可 参阅 吴 文俊 、 王 东明 、 高 
小 山 与 周 咸 青 等 的 有 关 论 著 。 最 大 规模 的 实验 ， 则 由 周 咸 青 做 
用。 

我 们 的 方法 虽 局 限于 用 多 项 式 表 达 的 定理 ， 但 即使 是 三 角 
恒等式 ， 也 可 用 这 一 方法 来 证 明 ， 只 需 事先 把 三 角子 数 化 为 有 
理 函 数 即 可 。 例 如 在 作者 最 早 的 有 关 论 文风 中 ， 即 已 举例 如 
Fo 

PS 对 于 三 角形 A1A,A; 的 3 个 角 , 有 

‘sin(2” A,) + sin(2* A,) + sin(2* A,) 
= 4* sinA,* lsinA> sinA3. 

cos(2“ A,) + cos(2* Az) + cos(2* A,) 
= — 4 * cosA č cosAz cosA3o f 

既然 有 了 一 个 证 明 几 何 定理 的 有 力 方 法 ， 就 可 致力 于 几何 
新 定理 的 发 明 发 现 。 以 下 两 定理 都 为 作者 所 发 现 ， 很 可 能 是 前 
人 所 未 知 的 (参阅 文献 [1，2])。 

383 


例 6 Pascal 锥 线 定 理 对 于 在 同一 圆锥 曲线 上 的 6 个 点 
A e, Ao PERIE P 4 点 所 成 两 弦 的 交点 为 Pascal 点 。 
这 样 的 点 有 45 个， 对 文字 1，…，6 的 任 一 置换 s， 将 引出 这 
些 Pascal 点 之 间 的 一 个 置换 ， 仍 记 之 为 *， 于 是 对 于 AA, 与 
A,As 的 Pascal 交点 P, WA P, sP, œ, SOP RER—RE 
曲线 上 。 

例 7 设 一 平面 在 一 固定 平面 上 移动 而 占有 4 个 不 同位 置 ， 
设 对 第 i 个 与 第 j 个 位 置 间 的 运动 是 一 依 所 谓 极点 P, 为 中 心 的 
一 个 旋转 ， 于 是 Py P34, P13 P24, Pu P23) 3 个 中 点 必 在 同 
一 直线 上 。 

当 例 7 中 6 个 极点 P; 所 构成 的 图 象 退 化 为 一 完全 四 边 形 
时 ， 相 应 的 定理 即 成 为 Gauss 所 发 现 而 为 Gauss 自己 所 赞赏 的 
一 个 定理 (参阅 文献 [5，6])。 

最 后 试 注意 在 定理 1 中 所 出 现 的 非 退 化 条 件 (5)， 在 某 种 
意义 下 是 不 可 少 的 。 事 实 上 ， 如 果 不 附加 这 种 非 退 化 限制 条 
件 ， 则 定理 可 以 成 为 无 意义 甚至 根本 不 成 立 ， 即 使 通常 认为 是 
成 立 的 ， 对 于 这 一 事实 所 引起 的 严重 后 果 ， 可 以 参阅 作者 在 文 
献 [7] 中 的 某 些 议论 。 同 样 ， 由 于 理想 难以 处 理 非 等 式 ， 因 
而 用 理想 的 概念 与 理论 来 处 理 几 何 定 理 的 机 械 化 证 明 ， 看 来 是 
不 适当 的 。 但 在 另 一 方面 ， 非 退化 条 件 这 一 概念 在 某 种 意义 十 
又 不 是 不 可 或 缺 的 ， 其 理由 是 : 如 果 定 理 的 假设 多 项 式 组 PS 
= |P) 是 一 型 1 的 不 可 约 升 列 ， 则 方程 组 PS =0 将 定义 一 
ARO ZUR V, IX RB V 除 包 含 所 有 使 PS =0 但 无 一 
初 式 了 =0 的 点 之 外 ， 还 可 能 包含 某 些 使 某 一 五 =0 的 满足 PS 
=0 的 点 ， 以 R 表 (2) AFREIRA, AP G 是 定理 工 的 
终结 多 项 式 ， 则 R =0 将 是 定理 对 任 一 相应 于 V 上 任 一 点 的 
几何 图 象 都 能 成 立 的 既 必 要 又 充分 的 条 件 ， 而 VS BR ee 
满足 PS=0 而 使 所 有 I; 关 0 的 点 ， 又 包含 某 些 满足 PS =0 但 
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也 使 某 一 无 =0 的 点 ， 由 此 可 知 ， 非 退化 条 件 的 引入 ， 完 全 可 
以 避免 。 再 者 ,如 果 认 为 需要 , 可 以 通过 计算 定 出 Y 的 周 炜 良 
形式 与 周 炜 良 坐 标 , 并 由 此 定 出 与 V 相应 的 理想 的 一 组 基 。 这 
一 组 基 中 的 多 项 式 ,通常 与 PS 中 的 多 项 式 并 不 相同 ,这 样 一 组 
基 的 存在 与 确定 , 虽然 有 丰富 的 理论 意义 ,但 无 补 于 几何 定理 的 
证 明 , 也 对 定理 工 究竟 在 何 种 几何 图 象 上 成 立 并 不 能 提供 清晰 
的 了 解 。 正 因为 如 此 ,对 于 定理 的 机 械 化 证 明 , 我 们 宁愿 在 定理 
1 中 引入 非 退 化 条 件 ,而 满足 于 那 种 较 不 确切 的 叙述 方式 。 


三 、 几 何 定理 机 械 化 证 明 的 一 般 原 理 


没有 什么 先 验 的 理由 ， 可 以 保证 一 个 几何 定理 的 假设 与 终 
结 都 必然 用 多 项 式 方程 来 表达 。 即 使 都 能 用 多 项 式 方程 来 表 
达 ， 也 没有 什么 先 验 的 理由 ， 可 以 保证 假设 多 项 式 组 必然 以 升 
列 的 形式 出 现 。 对 于 前 者 ， 作 者 曾经 证 明 ， 对 于 多 数 由 公理 系 
统 出 发 的 重要 的 几何 ， 其 有 意义 的 几何 概念 与 几何 关系 ， 都 可 
用 多 项 式 、 式 项 式 方程 ， 多 项 式 非 等 式 或 在 牵涉 到 次 序 关 系 时 
的 多 项 式 不 等 式 来 表示 。 所 出 现 的 多 项 式 ， 其 系数 都 在 一 基本 
域内 ， 而 这 一 基本 域 ， 是 由 从 公理 系统 出 发 的 几何 内 在 地 确定 
的 。 这 不 仅 对 从 属于 通常 欧 氏 几何 的 一 系列 几何 来 说 是 如 此 ， 
对 回来 大 量 使 用 三 角 函 数 、 双 曲 函 数 的 非 欧 几 何 来 说 也 是 如 此 
(详细 可 参阅 文献 [1] )。 

基于 上 述 理由 ， 我 们 在 此 后 将 设 所 考虑 不 牵涉 次 序 关 系 的 
几何 定理 工 ， 其 假设 与 终结 将 作 HYP =0 5 CONC =0 的 形 
式 ， 这 里 HPY S CONC 各 为 环 R 一 K [zl，…，z]】 中 的 多 
项 式 组 与 多 项 式 ， 而 K 是 内 在 地 联系 于 几何 的 域 ， 我 们 将 假 
设 其 特征 为 零 ， 这 时 和 定理 工 将 记 作 T= {HYP, CONC}, — 
般 说 来 HYP 是 由 蔡 干 杂乱 无 章 的 多 项 式 所 组 成 ， 依 偏 前 节 ， 

385 


我 们 的 首要 任务 乃 是 将 HYP 转化 成 一 个 井然 有 序 的 多 项 式 
组 ， 例 如 升 列 形式 ， 这 样 就 可 应 用 前 节 所 说 的 方法 。 

前 面 已 经 指出 ， 用 理想 的 概念 与 方法 来 处 理 MTP 并 不 见 
得 合适 。 男 一 方面 HYP 的 一 个 零点 或 HYP =0 的 一 个 解 ， 即 
使 是 在 kK 的 一 个 扩 域 中 ， 也 即 是 满足 定理 工 的 假设 的 一 个 几 
何 图 象 ， 最 多 这 一 图 象 存在 于 扩充 后 的 空间 而 已 。 所 谓 要 证 明 
”定理 T， 无 非 是 说 要 确定 这 些 图 象 全 体 中 的 这 样 一 部 分 ， 使 在 
这 一 部 分 的 图 象 上 ， 都 有 CONC = 0。 为 此 我 们 将 避 开 使 用 以 
HYP 为 基 的 理想 这 种 概念 ， 而 引入 R 中 多 项 式 组 PS 的 零点 
集 的 概念 ， 记 作 Zero (PS), 其 中 包括 所 有 K 的 有 牵涉 的 扩 
RPS, BAA—-R 中 的 多 项 式 G， 则 我 们 将 置 

Zero( PS/G) = Zero( PS) — Zero(G). 

特别 有 以 下 诸 式 : 

Zero( PS/0) = 空 集 ， 

Zero( PS/1) = Zero( PS), 

Zero( PY P,) = Zero( Pi1) + Zero( P2), Pi, PER。 (8) 

我 们 将 依赖 Rilt 关于 微分 方程 两 书 "8% 中 的 概念 与 方法 ， 
来 完成 将 任意 多 项 式 组 PS 引 至 一 其 零点 集 与 PS 紧密 相关 的 
升 列 的 工作 ， 为 此 试 先 将 升 列 的 概念 略 加 扩大 ， 以 包括 只 含有 
一 个 非 零 常数 的 多 项 式 组 的 情形 。 这 样 的 升 列 将 称 为 是 平凡 
的 。 显 然 一 个 平凡 升 列 的 零点 集 是 空 集 。 

下 面 关 于 特征 列 的 概念 ， 将 在 整个 理论 中 扮演 中 心 的 角 
色 。 

基本 定义 ”一 个 升 列 CS 将 称 为 多 项 式 组 PS 的 特征 列 ， 
如 果 下 面 (9) 和 (10) 两 式 成 立 : 

Zero( PS)CZero( CS), = (9) 
Remdr( P/CS) =0, 对 所 有 PE PS. (10) 
从 这 一 定义 立即 可 推 得 下 面 的 
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基本 引 理 i CS 是 多 项 式 组 PS 的 一 个 特征 列 。 命 无 为 
CS 中 诸多 项 式 的 初 式 ， 而 j 为 这 些 初 式 的 乘积 ， 则 有 
Zero( PS/J)CZero(l PS ) CZero(l CS}, (11) 
Zero( PS ) = Zero( CS/J ) + Sum;Zero( PS + I;). (12) 
SER 中 所 有 非 零 多 项 式 间 ， 先 依 其 类 再 依 其 次 数 ， 引 
入 一 部 分 次 序 。 其 次 ， 在 所 有 平凡 或 非 平 凡 升 列 之 间 ， 引 进 一 
部 分 次 序 ， 引 进 的 方式 将 从 略 。 对 于 一 个 多 项 式 组 ， 它 所 能 包 
含 的 最 低 序 次 的 升 列 将 称 为 它 的 基 列 。 运 用 这 些 概念 ， 我 们 构 
造 特征 列 的 主要 程序 ， 即 可 依据 以 下 格式 (S) KER: 
PS = PS) PSi…PS,，， 
BSọ BSi…BSwv = CS， (S) 
RS, RS1… RS, = 空 集 。 
在 格式 (S) 中 ， 每 一 BS, 是 Ps; 的 一 个 基 列 ， 每 一 RS, 是 
PS; 一 BS; 中 的 多 项 式 对 升 列 BS, 的 所 有 可 能 有 的 非 零 余 式 所 
成 的 集合 ， 又 对 每 一 i， l 
PS, = PS,_1+ RS; -30 (13) 
容易 证 明 ， 这 一 过 程 在 有 限 步 后 设 为 第 m 阶段 时 必然 中 止 ， 
这 时 的 RS,, = ER, M BS, 即 为 具有 性 质 (11) 与 (12) xt 
的 PS 的 一 个 特征 列 。 
为 了 减轻 计算 的 劳动 量 ， 也 可 将 上 述 过 程 略 加 修改 ， 使 格 
A (S) 中 PS, 不依 (13) 式 而 依 下 面 (14) 式 来 确定 : 
PS; = BS,_1 + RS;- 10 (14) 
如 果 对 PS 中 任 一 多 项 式 P, ARI Remdr (P/BS,,) =0, 
则 最 后 所 得 的 BS,。 仍 为 一 所 求 的 特征 列 。 如 其 不 然 ， 可 将 所 
有 非 零 余 式 添 入 BS,, 以 得 一 新 多 项 式 组 PS 。 然 后 将 PS HHA 
PS 仍 依 格 式 (3) 进行 。 如 此 反复 进行 ， 最 后 可 得 一 所 需 的 
特征 列 (参阅 例如 文献 [10])。 
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今 将 以 上 结果 表达 如 下 : 
SIRE 有 一 算法 使 对 任 一 多 项 式 组 PS 在 有 限 步 内 
确定 PS 的 一 个 特征 列 CS， 满 足 (11) 与 (12) KR. 
对 (11) 式 中 Sum 下 的 每 一 零点 集 都 依次 做 同样 处 理 ， 
如 此 反复 进行 ， 最 后 即 可 得 到 下 述 定 理 
分 解 定 理 正 ”有 一 算法 使 对 任 一 多 项 式 组 PS 在 有 限 步 后 
获得 有 限 多 个 升 列 AS;， 使 
Zero (PS) =Sum;Zero (AS;/J;), (15) 
其 中 J, 是 升 列 AS; 中 诸多 项 式 的 初 式 的 乘积 。 
在 以 上 进程 中 若 出 现 可 分 解 因子 的 多 项 式 ， 即 可 依 (8) 
式 将 零点 集 分 解 并 如 前 进行 。 如 此 反复 进行 ， 最 后 即 可 获得 一 
形式 仍 如 (15) 式 的 分 解 ， 但 其 中 每 一 升 列 AS; 都 是 不 可 约 
的 ， 今 改 记 为 IRR;。 对 每 一 这 样 的 不 可 约 升 烈 IRR;， 试 作 R 
中 对 IRR; 有 零 余 式 的 所 有 多 项 式 所 成 的 理想 。 这 一 理想 所 成 
的 零点 集 是 通常 意义 下 以 K 为 基本 域 的 一 个 不 可 约 代数 簇 ， 
记 之 为 Var [IRR,;]。 注 意 这 里 用 的 是 方 括 号 。 这 是 因为 ， 为 
了 区 别 于 以 IRR; ADH EHR, BRR MISA 
Var 《IRR;)。 这 两 个 代数 簇 并 不 相同 。 应 用 这 些 定义 与 符号 ， 
即 可 将 上 述 分 解 定理 深 化 如 下 。 
分 解 定 理 亚 ”有 一 算法 使 对 任 一 多 项 式 组 PS 在 有 限 步 内 
确定 一 组 不 可 约 升 列 IRR;， 使 
Zero( PS) = Sum, Var[ IRR, ]。 (16) 
而 且 ， 仅 仅 通过 计算 ， 即 可 将 以 上 Sum 中 不 必要 的 多 余 成 分 
WE, mE SUM 中 每 一 代数 艇 都 不 售 于 另 一 代数 艇 之 内 。 
注意 (16) RAB TT RAR Zero (PS) 的 一 个 不 可 缩 的 
不 可 约 分 解 ， 显 然 除 次 序 外 这 个 分 解 是 唯一 的 。 
今 将 分 解 定理 中 的 PS 取 为 几何 定理 T= | HYP, 
CONC} 中 的 BYP， 则 对 每 一 分 解 定 理 ， 有 一 机 证 原理 
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(MTP 原理 ) 与 之 相应 ， 而 第 一 个 原理 TI， 可 直接 导致 第 二 节 
中 的 定理 1。 | 

机 证 原理 I 对 任 一 定理 工 = |HYP, CONC}, fa CS 
是 HYP 的 一 个 特征 列 。 又 命 R = Remdr (CONC/CS) 是 
CONC 对 CS 的 余 式 ， 则 R=0 是 使 定理 工 在 非 退 化 条 件 (5) 
下 普 适 成 立 的 充分 条 件 ， 而 在 CS 是 不 可 约 升 列 时 ， 也 是 这 一 
事实 的 必要 条 件 。 

机 证 原理 下 对 一 定理 工 = {HYP, CONC}, tH AS, 是 
一 组 由 HYP 导出 的 升 列 ， 使 


Zero (HYP) = Sum,Zero (AS;/J;), (17) 
其 中 J, 是 升 列 AS, 中 诸多 项 式 的 初 式 的 乘积 ， 则 在 
Remdr (CONC/AS;) =0 . (18) 


时 ， 定 理工 将 在 Zero (HYP) 中 的 :Zero (AS,/J;) 部 分 上 成 
Z, BA 
Zero (AS;/J;) CZero (CONC). (19) 
机 证 原理 下 ”对 一 定理 T= | HYP, CONC}, ff IRR, 
是 一 组 由 HYP 导出 的 不 可 约 升 列 ， 使 


Zero (HYP) =Sum Var (IRR,), (20) 
则 定理 T 在 不 可 约 的 成 分 Var [IRR] 上 成 立 的 充 要 条 件 是 
Remdr (CONC/IRR,) =0. (21) 


注意 在 原理 工 与 下 中， 都 有 非 退化 条 件 ， 各 以 I4O SJ, 
#0 的 形式 出 现 ， 但 在 原理 看 中， 已 不 再 有 任何 非 退 化 条 件 。 
再 者 ， 原 理 亚 对 定理 的 成 立 与 否 还 提供 了 最 完全 的 信息 ， 例 
如 ， 试 考察 三 角形 3 个 角 的 分 角 线 交 于 一 点 这 一 定理 ， 在 适当 
坐标 下 ， 假 设 多 项 式 组 的 零点 集 将 分 解 为 8 个 不 可 约 成 分 。 这 
与 三 角形 每 一 角 两 个 分 角 线 、 因 而 3 个 角 的 3 个 分 角 线 可 有 8 
种 不 同 的 情形 相当 。 应 用 判 据 (21) 式 可 知 在 8 个 不 可 约 成 分 
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上 ， 其 中 4 个 定理 成 立 而 其 它 4 个 则 否 。 这 与 三 角形 有 4 个 内 
心 与 傍 心 的 几何 事实 相当 。 男 外 一 面 ， 获 得 (20) 式 那 样 完 全 
的 分 解 由 于 需要 在 代数 域 上 分 解 因子 ， 往 往 极 为 复杂 困难 ， 所 
以 我 们 往往 宁愿 应 用 较 不 完全 的 原理 I 与 。 事 实 上 ， 大 多 数 
迄今 为 止 所 证 明 或 曾经 发 现 的 不 平凡 的 几何 定理 ， 只 应 用 了 最 
简单 的 原理 工 。 此 外 ， 作 者 为 了 排除 在 初等 几何 定理 中 经 常 出 
现 的 各 种 模棱两可 ， 曾 经 引入 有 向 直线 与 有 向 圆 的 概念 。 应 用 
了 这 些 概念 ， 假 设 多 项 式 往往 可 以 分 解 因子 ， 这 相当 于 将 基本 
W K 适当 扩充 ， 使 原来 只 是 相对 不 可 约 的 代数 复分解 成 为 绝 
对 不 可 约 的 代数 艇 ， 关 于 有 关 概 念 可 参阅 文献 [11]。 作 为 说 
明 ， 试 考虑 例 3 中 的 Thebanlt 猜测 。 这 一 猜测 系 Thebanlt 在 
1938 年 时 提出 ， 但 直到 1982 年 才 由 Taylor 用 极其 繁复 的 经 典 
方法 证 明 。 这 一 猜测 中 含有 许多 模棱两可 之 处 ， 因 为 与 两 直线 
及 一 圆 相 切 的 圆 有 4 个 ， 与 三 直线 相 切 的 圆 也 有 4 个 ， 因 而 猜 
测 中 的 圆 应 如 何 选择 ， 才 可 使 其 中 心 位 于 一 直线 上 ， 在 猜测 的 
叙述 中 并 不 明确 ， 在 这 方面 周 咸 青 首 次 在 机 器 上 较为 明确 也 更 
为 一 般 地 证 明了 上 述 和 定理 。 周 所 用 的 机 器 是 Symbolics， 所 用 
机 证 的 CPU 时 间 为 44h， 而 maxt= 674，927， 这 里 maxt 指 机 
证 过 程 中 所 出 现 多 项 式 的 最 大 项 数 。 它 提供 了 一 个 比 CPU 更 
为 客观 的 证 明 复 杂 度 的 指标 。 在 周 证 后 不 入 ， 作 者 即 依据 原理 
于 以 及 有 向 直线 与 有 癌 圆 的 概念 ， 将 这 一 Thebault 一 Taylor 周 
定理 重 证 一 遍 ， 所 用 机 器 是 只 有 1M 内 存 的 Dual 机 ， 实 际 运 
行 时 间 约 为 6h， 而 maxt = 488$。 同 样 的 方法 也 曾 用 之 于 
Feuerback 定理 及 若干 其 它 定 理 ， 参 阅 文 献 [12] 可 知 其 详 。 
估计 这 一 方法 应 可 成 功 地 应 用 以 探讨 若干 精致 而 复杂 的 图 象 ， 
例如 由 与 三 圆 相 切 的 8 个 圆 所 组 成 Hart HRF., R, 
张 景 中 及 其 追随 者 们 在 这 类 所 谓 可 约 性 的 几何 定理 证 明 方 面 做 
出 了 有 意义 的 贡献 。 
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最 后 ， 试 注意 对 于 一 升 列 AS, BAR Zero (AS) 可 以 
认为 已 完全 确定 或 方程 组 AS =0 可 以 认为 已 经 解 出 ， 因 而 分 
解 定理 I 一 下 可 以 作为 解 任 意 多 项 式 方程 组 PS =0 的 基础 
(参阅 文献 [13，141])， 由 于 科学 与 技术 中 的 大 量 问 题 往往 归 
结 为 多 项 式 方 程 组 的 求解 ， 这 些 定理 的 应 用 范围 之 广阔 无 乾 ， 
自 不 待 论 ， 但 本 文 仅 局 限于 这 些 定 理 在 几何 定理 机 器 证 明 上 的 
应 用 以 及 与 之 紧密 相关 的 某 些 问题 。 


四 、 定 理 的 自动 发 现 与 对 微分 几何 的 推广 


上 面 所 描述 的 方法 ， 不 仅 可 用 以 证 明 已 知 的 几何 定理 ， 还 
可 用 以 自动 发 现 新 定理 或 未 知 关系 ， 所 依据 的 原理 是 很 简单 
的 。 在 第 三 节 主 要 算法 的 格式 (S) 中 ， 所 得 诸 PS,, BS, 或 
RSi， 尤 其 是 最 后 所 得 CS 中 的 多 项 式 都 属于 以 所 给 多 项 式 组 
PS 为 基 的 理想 ， 因 而 对 于 这 些 多 项 式 P 都 有 

Zero (PS) CZero (P), PE PS, BS,, RS, BCS. 
Si PS = AYP 是 一 多 项 式 组 ， 其 零点 相应 于 满足 某 些 几何 
条 件 的 几何 图 象 。 假 设 从 HYP 确定 其 特征 列 CS 的 过 程 中 ， 
出 现 一 多 项 式 已 ， 而 方程 P==0 具有 某 种 几何 意义 ， 则 置 P= 
CONC 时 ， 即 有 一 形 如 T= | HYP, CONC! 的 几何 定理 ， 
而 这 一 定理 的 成 立 ， 并 不 受 任 何 非 退化 条 件 的 限制 。 

上 面 在 算法 过 程 中 出 现 具 有 几何 意义 的 多 项 式 方程 P=0 
一 事 ， 带 有 某 种 偶然 性 ， 但 我 们 可 以 利用 这 一 点 ， 用 以 下 方法 
来 有 意识 地 自动 导致 有 几何 意义 的 结果 。 首 先 注 意 假设 多 项 式 
组 HYP 的 特征 列 CS， 是 一 升 列 ， 不 妨 假设 为 非 平 凡 的 ， 于 
是 CS 将 由 关于 和 多项式 所 组 成 ， 设 为 C1/，C，，…，C,， 它 们 
逐一 引入 新 变量 Teo s TC» 这 里 c; BC, WX O< cı < 
…<cr。 今 设 可 以 事先 肯定 在 某 些 几何 量 之 间 必 具有 某 些 关 
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系 ， 或 希望 求 得 某 些 几何 量 之 间 的 可 能 有 的 关系 ， 这 时 可 有 意 
识 地 将 诸 变 量 r; 如 此 排列 ， 使 需要 求 得 某 种 关系 的 那些 几何 
量 成 为 下 标 最 小 的 那些 z， 其 它 的 几何 量 则 排列 为 下 标 较 大 的 
XK。 于 是 通常 所 获得 特征 列 CS a ARE 即将 给 出 
所 求 的 关系 C = 0。 

我 们 曾 应 用 上 述 极 为 简单 的 原理 于 新 定理 与 未 知 关 系 的 自 
动 发 现 。 最 简单 的 应 用 是 三 角形 面积 与 三 边 之 间 Heron RILE 
关系 的 自动 发 现 ， 这 里 对 于 可 能 具有 的 关系 的 形式 不 作 任何 假 
定 。 同 样 我 们 也 自动 发 现 了 较 少 为 人 所 知 的 四 面体 体积 与 六 棱 
之 间 的 关系 式 。 我 们 甚至 自动 发 现 了 双 曲 平面 中 三 角形 面积 与 
其 三 边 之 间 的 关系 。 注 意 在 第 二 节 中 就 已 指出 ， 在 这 一 问题 中 
出 现 的 三 角 电 数 与 双 曲 函数 等 超越 函数 ， 对 应 用 我 们 的 方法 并 
无 妨碍 。 所 得 结果 见 下 。 关 于 这 些 以 及 其 它 实例 可 参阅 文献 
(15). 

PS KHARE, WEA sy, s2 ss HHH ABH 
面积 A 由 下 式 给 出 ， 其 中 zl =coshy， 了 而 y= cosA: 

(Zi+1) (zz+1) Ca34+1)"Cy-1) 
= — 2" r1 * z2 z3 t zi txr tzr; -l1 

我 们 关于 MTP 的 整个 理论 与 方法 ， 并 不 限于 初等 几何 ， 
而 已 推广 到 微分 几何 。 事 实 上 ， 和 微分 情形 与 初等 的 情形 几乎 是 
平行 的 。 自 然 ， 这 时 通常 的 域 需 改 为 微分 域 ， 通 常 的 多 项 式 需 
改 为 微分 多 项 式 ， 等 等 。 同 样 ， 在 初等 情形 下 的 变量 xz; 需 改 
为 对 某 一 组 独立 变量 的 水 数 与 其 导 函 数 ， 于 是 ， 相 应 于 第 三 区 
中 的 分 解 定理 与 MTP 原理 ， 我 们 有 完全 类 似 的 定理 与 原理 。 
其 细节 自然 要 复 录 得 多 ， 尤 其 是 在 独立 变量 不 只 一 个 时 是 如 
此 ， 因 为 那 时 必须 考虑 到 完全 可 积 的 条 件 。 整 个 理论 依赖 于 过 
去 Riquier， Janet, E> Cartan, 与 Thomas 等 人 的 工作 ， 我 们 
将 不 作 介 绍 ， 请 读者 参阅 本 文 文 末 所 列 的 有 关 文 献 ， 特 别 是 作 
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者 的 文献 (16). 

显然 正 像 初等 几何 那样 ， 可 以 在 微分 几何 中 证 明 甚 至 发 现 
大 量 的 有 趣 的 定理 。 但 由 于 计算 极其 复杂 ， 因 而 迄今 为 止 ， 我 
们 的 工作 基本 上 局 限于 一 个 独立 变量 即 常 微 的 情形 或 几何 中 相 
当 于 曲线 论 的 情形 。 

下 面 是 一 个 我 们 曾经 详尽 探讨 过 的 情形 。 详 见 文献 【17] 。 

例 9 Bertrand 曲线 偶 定 理 。 在 通常 的 三 维 空间 中 ， 设 有 
”两 成 一 一 对 应 的 曲线 C，C- 在 对 应 点 的 主 法 线 重 合 ， 则 有 以 

(a) 对 应 点 间 的 距离 是 一 常数 ; 

(b) 对 应 点 切线 的 交角 是 一 常数 ; 

(c) (Bertrand) C (BK C) 的 曲率 与 挠 率 有 一 线性 关系 ; 

(d) (Scheii) 对 应 点 的 挠 率 的 乘积 是 一 常数 ; 

(e) (Mannheim) 对 应 点 及 其 联 线 上 曲率 中 心 的 交 比 是 一 
is BL. 

这 些 定 理 不 仅 可 以 作为 已 知 定理 加 以 证 明 ， 并 可 在 对 它们 
一 无 所 知 的 假定 下 应 用 本 节 所 说 明 的 技巧 自动 地 发 现 出 来 。 下 
面试 就 本 例 做 一 简单 的 描述 。 

在 曲线 C 的 每 一 点 X 处 取 一 活动 标 架 (X, e, e2, e3), 
其 中 e; 是 X 处 有 特殊 意义 的 三 条 直线 上 的 单位 向 量 ， 这 三 条 
直线 是 切线 ， 主 法 线 与 从 法 线 。 命 ; HCHMMKER, m k, 
r 各 为 C 的 曲率 与 挠 率 ， 则 有 Frenet 方程 如 下 : 


aX _, W, 
ds fP ds “2， 
de> de 


在 C 的 对 应 点 XX Abt BP RTM KBR s 作 活 动 标 架 及 其 Frenet 
方程 ， 其 中 含有 CE KK’ Hoe SHR’. EIEN IE 
标 架 之 间 ， 又 有 如 下 形式 的 关系 : 
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X°=X+ a5 eo, 
e; = Sumju; © €j, 
EP (uj) 是 一 正 交 矩阵， 使 
“11 — 4335 MI3 一 ”23l， 
Ui2= U21 = u23 = u3 70, 
u? +t u?3= 1o 
#2 = R， 于 是 比较 两 组 Freut 方程 ， 易 得 一 组 方程 DP, = 
0， 其 中 DP, 是 以 下 诸 函 数 
R; az, uy, ky trke T 
及 其 对 s 导数 间 的 微分 多 项 式 。 它 们 所 成 微分 多 项 式 组 DPS 
= (DP) 的 零点 或 微分 方程 组 DPS =0 HH (在 任意 基本 微 
分 域 的 有 关 微 分 扩张 域 中 )， 即 是 符合 所 设 几 何 关 系 的 某 种 几 
何 图 象 。 
今 设 我 们 的 兴趣 在 于 探求 两 曲线 对 应 点 的 挠 率 之 间 可 能 有 
的 关系 ， 而 关系 如 何 ， 事 先 一 无 所 知 。 这 时 我 们 可 将 前 面 所 列 
的 郴 数 记 成 zx;， 而 使 r，rz“ 是 其 中 有 最 小 下 标的 两 个 zx， 例如 
ZX1 与 zz， 今 如 初等 情形 那样 ， 作 出 微分 多 项 式 组 DPS 的 一 
个 微分 特征 列 ， 可 以 发 现 它 的 第 一 个 微分 多 项 式 Ci 具有 以 下 
形式 : 
Ci oa 工 2 十 an X10 
显然 Cı =0 等 价 于 
rr 二 常数 。 
这 样 ， 我 们 就 以 自动 方式 发 现 了 (4d) 中 的 Schell 定理 ， 
而 事先 并 不 知道 其 形式 如 何 。 其 它 诸 定 理 也 可 同样 处 理 。 
应 用 同样 方法 我 们 曾 探讨 过 这 样 的 成 一 一 对 应 的 曲线 侦 ， 
其 中 一 曲线 在 一 点 的 某 一 有 特殊 意义 的 直线 与 另 一 曲线 在 对 应 
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点 处 的 某 一 有 特殊 意义 的 直线 重合 。 关 于 这 种 曲线 偶 的 某 些 已 
知 定理 已 重新 证 明 或 被 自动 发 现 。 这 些 尝试 并 已 施 之 于 三 维 仿 
射 空间 中 的 曲线 偶 ， 在 近年 ， 周 威 青 、 高 小 山 与 李子 明 对 曲线 
论 己 用 这 一 方法 做 了 大 量 研 究 工作 。 

上 述 自动 发 现 的 方法 还 曾 施 之 于 Newton 引力 定律 与 Ke- 
pler 观察 定律 间 的 相互 关系 ， 作 者 在 此 应 向 美国 Argonne 实验 
室 Gabriel 教授 提出 这 一 问题 致谢 。 为 考虑 这 一 问题 ， 试 取 适 
当 坐 标 以 太阳 为 原点 ， 将 Kepler 定律 转化 为 以 时 间 为 独立 恋 
量 的 微分 方程 组 ， 并 将 出 现 的 函数 记 为 zz， 其 中 日 地 距离 与 
加 速度 定 为 下 标 最 小 的 两 个 z， 在 确定 微分 特征 列 的 算法 运行 
过 程 中 ， 可 发 现 某 微分 基 列 中 有 一 微分 多 项 式 ， 置 为 零 时 的 方 
程 ， 即 相应 于 Newton 的 反 平 方 律 ， 其 详细 情形 可 参阅 文献 
[18] 。 所 得 上 述 结果 可 表达 如 下 : 

例 10 行星 运动 定律 。Newton 的 反 平方 律 是 Kepler 观察 
定律 的 逻辑 后 果 ， 它 可 从 后 者 自动 推出 ， 而 不 必 事 先 对 其 形式 
有 所 了 解 。 


五 、 含 有 次 序 关 系 或 不 等 式 的 
几何 定理 机 器 证 明 


Tarski 的 机 械 化 定理 可 用 于 实 域 中 通常 几何 的 机 证 ， 这 种 
几何 的 一 个 特征 是 含有 次 序 关 系 ， 在 代数 表达 上 相当 于 不 等 
式 ， 前 已 指出 ，Tarski 方法 的 实效 不 高 。Collins 在 1973 年 创 
立 了 一 种 代数 分 解 方法 (人 简称 CAD 法 )， 是 对 Tarski 方法 引 
人 注目 的 极 大 改进 。 近 年 来 ， 这 一 方法 已 被 成 功 地 应 用 于 某 些 
实际 问题 ， 例 如 所 谓 碰 撞 问 题 ， 即 确定 在 不 同 途径 上 运动 的 两 
物体 是 否 会 发 生 碰撞 的 问题 。 这 说 明 方 法 前 景 可 观 ， 但 在 另 一 
面 ， 就 几何 定理 机 证 而 言 ， 这 一 方法 的 效果 如 何 似乎 还 有 待 检 

395 


验 。 
至 于 我 们 的 方法 ， 基 本 上 局 限于 不 含有 次 序 关 系 或 代数 上 
不 含有 不 等 式 的 那 种 几何 定理 的 机 器 证 明 ， 因 而 我 们 方法 的 应 
用 范围 似乎 要 比 Tarski 与 Collins 方法 陕 隘 得 多 。 另 一 面 我 们 
方法 却 有 着 高 效 的 优点 ， 并 可 直接 推广 至 微分 几何 。 也 应 该 指 
出 ， 我 们 方法 的 限制 并 不 是 说 根本 上 不 可 能 考虑 含有 次 序 关系 
或 代数 上 含有 不 等 式 的 那 种 几何 定理 。 事 实 上 ， 命 R 为 实数 
mg, PZER (21, 0, z,) 中 的 一 个 实 系数 多 项 式 ， 则 P>o 
或 P0 各 与 下 述 事实 相当 : 存在 某 一 新 的 实 变量 y 使 y*P 
=1 或 P=y*。 由 此 不 等 式 关系 可 转化 为 存在 性 的 等 式 关系 。 
于 在 文献 【1 中 ， 作 者 就 已 指出 如 何 含 有 次 序 关 系 的 几何 定 
理 ， 可 以 惩 借 上述 转化 不 等 式 为 等 式 的 技巧 ， 再 应 用 我 们 的 方 
法 来 加 以 证 明 ， 书 中 并 举 有 若干 实例 。 周 咸 青 曾 用 此 法 证 明 过 
不 少 定理 ， 高 小 山 还 引入 某 些 特殊 的 技术 来 证 明 这 一 类 定理 ， 
特别 是 ， 周 曾 与 作者 合作 ， 彻 底 解 决 了 例 4 中 的 分 角 线 定理 。 
容易 举例 ， 当 三 角形 的 两 个 相等 分 角 线 中 至 少 有 一 个 是 外 分 角 
线 时 ， 三 角形 不 必 等 腰 。 只 有 在 两 个 相等 分 角 线 都 是 内 分 角 线 
并 将 这 一 事实 作 适 当 数 学 表达 后 再 应 用 我 们 的 方法 ， 才 能 证 明 
三 角形 必 等 腰 。 证 明 的 复杂 性 在 于 在 过 程 中 出 现 的 某 些 多 项 式 
因子 必须 证 明 是 恒 正 的 。 试 参阅 文献 (2) 与 通俗 小 册子 609 。 
由 于 迄今 并 无 确定 一 多 项 式 是 否 恒 正 的 有 效 一 般 方法 ， 因 而 上 
述 方法 还 不 能 普遍 应 用 于 含有 不 等 式 的 所 有 定理 ， 特 别 对 终结 
是 以 不 等 式 表 达 的 定理 来 说 是 如 此 。 

1985 年 ， 作 者 发 现 了 一 种 证 明 不 等 式 的 方法 ， 它 依据 下 
面 简 单 的 考虑 。 

设 要 证 明 在 某 些 以 等 式 或 不 等 式 表现 的 限制 条 件 下 的 某 一 
不 等 式 p>0 或 P 宇 0。 显 然 这 一 问题 等 价 于 要 证 明 在 上 述 限 . 
制 条 件 下 P 的 最 小 值 >0 或 宇 0。 必 要 时 引入 某 些 新 变量 与 新 
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方程 ， 即 可 将 上 述 问题 ， 除 了 有 时 还 需 确 定 变量 无 穷 大 时 的 值 
以 外 ， 转 化 为 通常 很 少 几 个 下 述 型 问题 的 综合 : 在 某 些 多 项 式 
等 式 条 件 例如 A, =0，…，j=0 之 下 RP EFEK D 
中 的 局 部 极 小 值 ， 于 是 P 的 最 小 值 即 是 分 成 若干 个 同类 问题 
后 所 得 局 部 极 小 值 的 最 小 值 ， 于 是 只 需 证 明 这 一 最 小 值 必 >0 
XO A], BHT RHA, Wa A PRATER, 
HX Lagrange TF ài, e, Am, JME Lagrange 多 项 式 

L = P + Sumåà;h;o 
命 LAG 为 多 项 式 组 

LAG = Ze, h, | o 


又 在 变量 r; PER m 个 而 作 h1，-…，h; 对 这 mx 个 变量 的 Ja- 
cobi 行列 式 ， 记 JAC 为 所 有 这 些 行列 式 及 万 所 成 的 多 项 式 组 ， 
Bf l 
pc- 人 站 全 全 a) 
从 初等 微 积 分 可 知 ， 所 有 开 区 域 D 中 在 条 件 h;=0 F P 可 能 
取 的 局 部 极 小 值 ， 必 然 是 在 D 中 属于 Zero (JAG) 或 Zero 
(JAC) 的 零点 处 。 这 两 零点 集 可 由 第 三 节 中 的 分 解 定 理 定 出 。 
因而 所 有 D 中 可 能 的 极 值 点 与 极 值 ， 包 括 局 部 极 小 值 及 其 所 
在 的 点 ， 可 以 定 出 。 由 此 即 可 和 定 出 P 的 最 小 值 来 。 
我 们 曾 用 这 一 极其 简单 而 初等 的 原理 来 处 理 过 各 种 类 型 涉 
及 不 等 式 的 问题 ， 例 如 多 项 式 的 恒 正 问题 ， 以 下 试 举 在 文献 
(20) 中 的 数 例 ， 以 略 见 这 一 原理 应 用 的 范围 及 其 有 效 程度 。 
例 11 三 角 不 等 式 。 对 一 三 角形 ABC, A 
sinA + sinB + sinC<3" sqr (3) /2, 
sinA * sinB * sinC <3" sqr (3) /8, 
cosA + cosB + cosC 3/2, 
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cosA * cosB * cosC * <1/8, 
cosA * cosB + cosA * cosC + cosB cosCX3/40 _ 
再 者 ， 上 述 诸 不 等 式 在 且 仅 在 三 角形 等 边 时 才能 成 为 等 式 。 
例 12 Pede 不等式。 设 ABC, A’B’C 是 在 同一 平面 中 
-的 两 个 三 角形 ， 其 诸 边 各 为 w，28，c 5a, b, c, MEAR 
各 为 A 与 4 ， 则 有 | 
Pe ae a a ce a ee 
ee CE tb 6") 2216 A Ae 
再 者 ， 等 式 只 能 在 两 三 角形 相似 时 成 立 。 
上 述 方法 也 曾 直接 应 用 于 涉及 次 序 无 关 的 几何 定理 的 证 
明 。 简 单 的 例子 已 足以 说 明 这 一 方法 比 所 有 已 知 的 方法 都 更 为 
有 力 ， 但 尚 需 进一步 实验 ， 以 确 知 是 否 像 前 几 节 所 说 对 不 含 次 
序 的 定理 那样 ， 同 样 可 以 证 明 高 难度 的 定理 ， 作 为 我 们 方法 的 
一 个 挑战 ， 乃 是 下 面 由 Kazarinoff 在 50 年 代 末 提出 的 一 个 推 
测 (参阅 文献 [21] ， 第 78 页 )。 
例 13 Kazarinoff 推测 ， 一 个 三 角形 内 接 于 一 给 定 的 三 角 
形 将 其 分 成 4 个 小 三 角形 ， 则 内 接 小 三 角形 的 周 界 不 能 同时 都 
小 于 其 它 3 个 小 三 角形 的 周 界 。 
上 述 方法 还 曾 应 用 于 各 种 优化 问题 ， 特 别 是 非 线性 规划 问 
题 ， 一 个 典型 问题 ， 所 谓 化 学 平衡 问题 ， 已 曾 做 过 详尽 的 处 理 
(参阅 文献 [22] )， 对 于 带 有 微分 的 优化 问题 ， 也 可 同 法 处 理 ， 
但 尚 有 待 于 进一步 实验 ， 其 它 与 本 文 有 关 的 问题 ， 读 者 还 可 参 
阅 文 献 (23) — (44). 
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初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 " 


摘 要 


机 械 化 证 明定 理 ， 目 前 值得 注意 的 是 Tarski 关于 初 
等 几何 与 初等 代数 定理 的 机 械 证 明 法 。 他 以 及 后 来 一 些 研 
究 工 作者 的 方法 ， 大 都 基于 Sturm 定理 的 某 种 推广 ， 这 些 
方法 仍 极 繁复 。 因 之 即使 使 用 了 计算 机 ， 实 际 上 也 是 难以 
实现 的 。 本 文 的 目的 ， 在 于 把 定理 限制 在 不 牵涉 到 “之 
间 ” 关 系 的 情形 ， 应 用 完全 不 同 的 原理 给 出 初等 几何 定理 
的 机 械 化 证 法 。 这 种 方法 仅 用 手 算 即 可 给 出 不 太 简 单 的 定 
理 的 证 明 。 


一 、 问 题 的 提出 


Tarski 在 1948 年 的 一 篇 经 典 著作 [1] 中 , 解决 了 实 闭 域 的 
判定 问题 , 其 主要 目的 之 一 , 是 给 出 初等 几何 定理 的 机 械 化 证 
明 。 以 后 Seidenberg[2], Robinson[3] 与 Cohen[4] 等 人 又 给 出 
了 Tarski 定理 的 不 同 证 法 。 这 些 作 者 还 提出 了 制作 某 种 判定 
机 器 以 实现 这 些 机 械 化 证 明 的 建议 , 但 是 , 这 种 建议 离 实现 之 期 
似 颇 遥远 [5,6]。 事 实 上 , 只 有 一 些 极 不 足 道 的 初等 几何 定理 ， 
曾 在 计算 机 上 证 明 过 , 例如 文献 [7,8]。 本 文 的 目的 是 在 不 考虑 
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点 的 “之 间 ” 关 系 的 情况 下 ， 给 出 初等 几何 判定 问题 的 另 一 解 
法 。 我 们 的 解法 ， 依 据 了 与 前 面 那些 作者 所 使 用 的 完全 不 同 的 
原理 ， 提 供 了 几何 定理 的 机 械 化 证 明 ， 即 使 颇 为 困难 的 定理 ， 
仅 用 纸 和 笔 也 往往 可 实现 。 依 据 这 种 方法 编 成 程序 ， 在 计算 机 
上 进行 计算 ， 也 不 会 发 生 实 质 上 的 困难 。 
我 们 考虑 的 仅 限 于 平面 初等 几何 ， 虽 然 所 用 方法 也 可 应 用 
于 其 它 各 种 几何 。 方 法 的 第 一 步 ， 在 于 几何 问题 的 代数 化 。 平 
面 中 的 点 ， 将 定义 为 某 一 固定 域 ， 例 如 有 理 数 域 R 上 的 有 序 
数 偶 。 其 次 是 建立 一 部 辞典 ， 把 几何 关系 翻译 成 为 代数 形式 ， 
不 妨 把 这 些 看 作 定 义 或 公理 。 例 如 对 于 若干 个 点 A; = (zi y), 
不 论 重合 与 否 , 可 规定 : | 
A, A2 平行 于 43414, 
MFR (x1 -— zz)(ya 一 y4) 一 (zs 一 Z4)(yi 一 yz2) = 9, 
A, A, 垂直 于 A;As， 
如 采 (zl- r2) (x3 ~ z4) + (yi 2) Cy3 — yg) = 9, 
A A2 WIR BFAD r*=(21- 22)? + (91 y), 
等 等 。 
如 果 把 基本 域 R 易 为 其 它 的 域 ,或 把 点 当 作 其 它 类 型 的 数 
组 ,或 改变 公理 中 的 代数 形式 , 例如 把 上 面 长 度 平 方 函数 r 改 
为 函数 一 =(zl- x2)* + (yi -2) ,我们 即 进 入 别 的 几何 领 
域 ,例如 非 欧 几 何 , 实 或 复 的 投影 几何 , 有限 几 何 , 等 等 。 但 在 本 
文中 , 将 以 平面 初等 几何 为 限 , 因为 它 可 以 说 是 具有 代表 性 的 。 
作为 说 明 , 先 举 一 个 简单 的 例子 如 下 。 
试 考虑 下 述 语句 : | 
(S,)# AAA, 是 一 直角 三 角形 , 直角 在 Ay, 记 直 角 边 
AoAi, AoA 的 长 为 x1, zz, 斜 边 的 长 为 x3, WMA 
ay 2 = 23" 6 
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我 们 的 问题 是 如 何 判 定语 句 (S, ) 的 真 伪 。 我 们 所 用 以 证 
明 或 否定 (S,) 的 判定 算法 ,应 对 初等 几何 中 的 一 切 类 似 的 语句 
(不 考虑 “之 间 ” 的 关系 ) 都 同样 适用 。 

为 解决 这 一 问题 ,首先 注意 在 语句 中 出 现 的 那些 点 ,在 语句 
假设 所 含 的 条 件 限制 之 下 , 具有 普 定 性 质 ,因此 ,各 将 这 些 点 用 
坐标 表示 为 Ao= (x0. vo), Ai = (u1, vi), Az = (u2, v2), BE 
PR vos ui, Vis Ur, v2 可 视 为 不 定量 ， 而 其 它 坐 标 与 几何 度量 
Lov Lis T2, T3 则 代数 地 依赖 于 这 些 不 定量 , 依据 语句 (S, ) 中 的 
假设 为 以 下 诸 代 数 方程 所 制约 : 

fo=(ui— zo) (us — xo) + (vı — v0) (v2 — v9) = 9, 
fi=zx1 — (ui 20)? — (01 — vo)? =0, 
fz=x2 — (uz ~ 29)” — (v2 — v9)? =9, 
3= 23" — (u~ u2)? — (v-v) =0. 
至 于 语句 S, 中 的 结论 则 相当 于 等 式 
En = 2, — 21" ~ 22" =00 

在 以 后 ,将 以 R 表示 有 理 数 域 , 并 取 之 为 基本 域 。 命 A” 为 
R 上 的 9 维 仿 射 空间 , PAC uo, ui, Vis U2. V2, Zos Tis zz2，Z3) 为 
坐标 , 并 按 上 述 确 定 次 序 排列 。 于 是 以 上 诸 方 程 f=0 在 A” 中 
定义 了 一 个 5 维 的 代数 簇 ,在 本 例 中 ,在 R ERD A, HAR 
例如 (vwo， “1, Vis U2> U2, To» Z1» T2, £3), 其 中 voui, vi, uz, v2 


为 独立 的 不 定量 。 于 是 语句 ( S, ) 的 真 伪 相当 于 


“gn 在 V £=0 
或 . | 
gn 在 六 上 和 天 0。 
由 以 上 分 析 可 知 , 一 般 的 判定 问题 可 依 下 面 的 形式 表 
达 。 


问题 在 一 R E(u, t, ua, ZI Xn) 为 坐标 的 w= 
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+d 维 仿 射 空间 A” 中 , ARE V, 其 定义 方程 是 (ui， 


ts Ud 是 独立 的 不 定量 ): 
fy Cut, "ts tds ži); =0, 
fal uis’, Ud» Zis £2) =0, CI) 
f,= (ui, oar Uds Tis X25 waar x,)=0. 


这 一 代数 得 V 分 裂 成 若干 不 可 约 成 份 , 其 维 数 假定 都 二 a, 其 
Pd 维 成 份 的 总 和 为 V* ,通常 与 VAG. “的 每 一 成 份 具 
有 形 如 (1,…, wa, 215°, XZ; EAR, 其 中 zz, 都 是 域 
K=R(ul,.…, ug) 
ENR. KRABI glu, ug, 210°, 2 ROM 
式 组 gE Rl uie, ug, 21° zj]。 问 题 是 要 依据 一 种 算法 来 
判定 在 V* 上 是 否 
g=0( RK g,=0). 

在 上 述 问 题 的 提 法 中 ,代数 艇 VV 或 V* 反映 了 几何 语句 中 
的 假设 部 分 。V 或 V* 将 称 为 该 语句 的 相关 艇 。 车 视 艇 VW 
定义 于 域 K = R(wi1,…, ua) 上 时 ,其 维 数 为 0。 方程 组 ( 工 ) 的 
形式 说 明代 数 依赖 的 变量 zt, …, zx, 应 依次 地 逐一 添 入 域 K。 
这 反映 了 这 样 的 几何 事实 ;在 某 些 普 定 的 直线 或 贺 上 取 菜 些 普 
定 的 点 ,又 应 用 作 联 线 , FITR, 垂直 线 或 圆 , 并 取 直 线 或 圆 的 交 
点 等 等 几何 手续 ,依次 代数 地 添 入 新 的 点 。 这 些 几 何 作 法 产生 
含有 之 与 的 代数 方程 , 只 须 用 简单 的 消去 法 即 可 化 成 方程 组 
( 工 ) 的 形式 。 因 为 事实 上 r 5u 间 的 原始 方程 很 少 会 是 超过 2 
次 的 。 我 们 将 称 变量 u 为 参量 而 z 为 依 量 。 其 次 注意 V 的 诸 
不 可 约 成 份 在 尺 上 的 维 数 都 二 4 这 一 条 件 , 无非 反 映 了 我 们 所 
考虑 的 几何 语句 都 具有 确定 性 质 , 而 把 考虑 限制 于 V“, UIE 
化 情形 将 排除 在 外 。 这 两 者 事实 上 都 是 通常 几何 定理 中 隐 含 ， 
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而 不 加 明 述 的 假设 。 至 于 多 项 式 g 或 在 V* 上 三 0, 则 是 所 
需 证 明 或 否决 的 语句 中 结论 部 分 的 代数 等 价 式 。 在 以 下 ,我 们 
将 称 g 或 gx 为 相应 几何 语句 的 判定 多 项 式 ( 组 )。 

在 理论 上 ， Hermannt9] 所 用 的 方法 , 早 就 足以 给 出 上 述 判 定 
问题 的 算法 的 解答 。 但 是 , 他 的 方法 如 此 繁复 ,不 可 避免 地 要 引 
起 诸 算 式 的 天 文 数字 般 的 膨胀 , 以致 即使 是 最 简单 不 过 的 几何 
定理 ,也 无 法 加 以 证 明 。 相 反 , 我 们 在 下 面 所 用 的 判定 方法 , 利 
用 了 方程 组 ( 工 ) 的 特殊 形式 , 只 需 用 纸 笔 即 可 给 出 很 不 简单 的 
定理 以 机 械 化 的 证 明 。 

我 们 的 判定 方法 依据 了 以 下 三 个 定理 ,证 明 见 第 四 节 。 

定理 1 有 一 算法 , 据 此 可 将 任 一 确定 性 几何 语句 由 ( 工 ) 
式 定 义 的 相关 得 V* RMR 上 的 不 可 约 成 份 , 使 每 一 4 维 
成 份 V 视 作 定义 于 域 K = R(ui,…, ug) ERF, 有 一 形 如 (pi， 
…, p,) 的 基 ( 即 相应 素 理想 的 基 ), 具 有 以 下 诸 性 质 : = 

(1) 每 一 p;i 是 一 REwi1,…, ugs zi yz 中 的 多 项 式 时 ， 
对 Zz; WAK m; >0; 

(2) 视 p 为 x; 的 多 项 式 时 , 其 系数 都 是 R[ wi,…, uds 21, 
…, Xi-1j 中 的 多 项 式 , 设 有 公共 因子 , 且 对 每 一 了 =1,…,i 一 1， 
Zz 的 次 数 都 小 于 ™ 53 

(3) 视 p; Az; 的 多 项 式 时 , REAR Rou, ual 中 
的 多 项 式 且 天 0; 

(4) 作 为 zi 的 多 项 式 pi, 在 域 K = R(wui1,…, ug) PRA 
24. MARE i> 1, 视 作 zs 的 多 项 式 加 ,在 依 方程 如 =0, …， 
pi-1=0 将 zx1,…, zx;_1 添 入 K 中 所 得 的 扩充 域 上 不 可 约 。 

显然 多 项 式 pooo p, 为 V 所 唯一 确定 到 R 中 的 因子 ,我 
们 将 称 之 为 构成 V 的 一 个 优选 基 ( 更 正确 地 说 是 VEK 上 的 
素 理 想 的 一 个 优选 基 )。 但 须 注意 , 诸 依 量 x1,…, x, 依照 所 给 
定 的 次 序 排列 , 又 注意 这 一 概念 事实 上 为 Grobner 所 引入 , 被 称 
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为 素 基 , 如 参阅 文献 L10], 又 可 参阅 文献 [11] 中 与 此 密切 相关 的 
一 个 概念 :Characteristic setso 

定理 2 Elpo, p ÆRE V 的 任 一 不 可 约 成 份 V 
的 优选 基 。 有 一 算法 , 据 此 足以 对 任 一 RE wi,…, was zp 
z, ] 中 的 多 项 式 h ,确定 一 等 式 形 如 


使 满足 以 下 诸 条 件 : 

(1)D,h;.…; MBER uy, +, ue PHAR, BDO, 

(2)A; 都 是 R[u1,…, ugs zi…，zr] 中 的 多 项 式 。 

诸多 项 式 h; .… 由 算法 所 唯一 确定 至 R 中 的 因子 , 将 称 为 
多 项 式 h 相应 于 V 的 优选 基 ( pi1,…, p,) 的 余 系 式 ,或 简称 为 
相应 于 V 的 余 系 式 。 | 

定理 3 相关 艇 是 V 而 判定 多 项 式 ( 组 ) 是 g( 或 gi) 的 一 
个 几何 语句 ,其 成 立 的 充 要 条 件 是 :任意 取 定 依 量 x;,…, xz, 的 
一 个 固定 次 序 后 , g (或 gj) 对 V* 的 任 一 不 可 约 成 份 V' 的 一 切 
余 系 式 都 恒 等 于 0。 


在 给 出 这 些 定 理 的 证 明之 前 ( 见 第 四 节 ), 先 举 数 例 说 明 其 
应 用 如 下 。 

例 1 对 于 本 文 开 始 所 举 直 和 角 三 角形 的 语句 ( S, ), 可 见 相 
KR V 的 参量 与 依 量 各 到 为 Uos Uis U2, Vis U2 5 ZO» Tis T2» 
zx3 时 ,在 R 中 不 可 约 且 有 一 优选 基 (pi, po, ps, Pp4) 如 下 : 

Py = ro — (ut u2) x9 + uu + (v1 — v9) (v2 — vo), 
pz = x1 + (uy — uz) ro uy? + ujuz— (vi~ V9) (C41 - 
v2), 
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p3= x2" — (uy ~ ur) ro wu + uju? 
+ (v2 — vo) Cv, ~ v2), 
pa= x3 — (uy — u2)? — (v1 v2) 0 l 
由 此 得 
§2~— Pa~ P27 P30 
而 在 n >2 时 ,有 
gn Æ Omod p1, p2, P3» Pao 
因此 语句 (S, ) 只 在 n=2 RA, BI PAAR EE. 
例 2 我 们 的 判定 方法 可 用 以 给 出 三 角 恒 等 式 的 机 械 化 证 
明 。 例 如 试 考 虑 下 述 语句 : 
(S) Æ A, + A+ A3 =180°, NI 
sin2A, + sin2 A, + sin2A;3 = 4sinA,sinA,sinA3; 
(C) 4 A,+A,+A,=180", R 
cos2 A, + cos2A, + cos2A3 + 4cosA,CcosAzcosA3 =0. 
为 判定 (S) 或 (C) 的 真实 性 , 先 置 
sinA; = s;, cosA; = c;(i=1,2), 
sin2A; = x;, cos2A; = y;(i1 =1,2,3), 
sinA3 = z,,cosA3 = zZ20 
取 Ci 5 C2 为 参量 ,而 
S51» $2 21» 22, Tis T2» T3» Vis Y2» Y3 
为 依 量 ( 依 上 述 次 序 ), 则 (S) 与 (C) 的 相关 簇 已 在 R 中 不 可 约 ， 
且 有 一 优选 基 (p1,…, Pio BAF: 


pi=s1 te l, p2 = s2 + co —1, 

P3 >= Z1 — C281 — C1825 P4 = Z277 $152 + C1C2, 

ps = X12c1s1s Pe = £27 2¢252, 

p7 = 7X3 ~ 22122, ps=y1-2c1 +1, 

Po= y2—2c2* +1, Pio = y3 + 4cic2s1s2 — 4047 C2" 
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+ 2c,” + 2c57 = es 
语句 (S) 与 (C) 的 判定 多 项 式 各 为 
Zs = L1 + £2 + 13 — 45,5221, 


Eo = y1 + y2 + y3 + 40102220 


验算 得 
Zs = prt pot pst 2z1 py 2p3(5152 + c1c2) — 2151 p2 
一 2c252 力 1 
二 0Qmod( p1, t, P10)» 
gc = — 1+ pio t pot pgt4ciczpa 


Æ0mod( p1, t, Pio) 
由 此 知 (S) 给 出 一 真 恒等式 ,而 (C) 则 不 然 。 

例 3 试 考虑 Simson 线 定 理 , 其 相应 语句 为 

(SJDMAA,ALA; 外 接 圆 上 一 点 Ay, FH ABH 
线 , 其 垂 足 必 同 在 一 直线 上 。 

为 证 此 , 可 简化 取 外 接 圆心 为 (0,0), 而 半径 为 ~。 记 ACi 
=1,2,3,4)A(2,,u;), WHEL A; A(2;,4;),7=5,6,7. Ur, 
Uy, U2, U3, w4 作为 参量 ， 

Tis X25 T3s T4s V5» V6 V79 T5s Los T7 
为 依 量 , 其 次 序 即 如 上 述 。 
相关 Simson 簇 不 可 约 , 且 有 优越 基 (p1,…, pio) 如 下 : 


Pi= zx1 +u- r’, pz2 = 227+ us? — r°, 
p3= z3 tuz =r’, ps= axy tug >r’, 
ps=2r*y5—hs, Po =2r?ys— he, 
p1=2r? y7- h7, Ps 二 U23 £5 — L235 + U3 £27 
U2TL3s 
Po = U31 T6 ~ T316 Pio = U12 £7 L127 + U22217 
+ “U1%37 U3 Ti» Ui T£T2o 
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在 上 面 的 方程 中 ,已 采用 了 下 述 简 化 符号 : 
hing 1.2.3) 


U; TUTU 


hs = uar2z3— (uzz3 + uzz2)£4 + r°(uz+ ust u4) 
> UzU3zU4o 
he 与 hı 式 与 此 类 似 。 
判定 多 项 式 为 
gE 三 Zs(3y6 一 y7) 十 Z6(y7 一 y5) + 7095 — Yo)o 
直 截 的 计算 给 出 
gS=0mod(p1,*…, Pio) 
这 证 明了 Simson 语句 (S,) 的 真确 性 。 

例 4 作为 一 个 比较 非 不 足 道 的 例子 , 试 考虑 Feuerbach 定 
H, 它 的 相应 语句 为 

(SF) 三 角形 的 九 点 圆 与 四 个 内 切 傍 切 圆 相 切 。 

试 记 三 角形 的 三 顶点 为 (2xi, 2u), 九 点 圆 的 中 心 为 (1， 
yi), FRA ri, 而 任 一 内 切 或 傍 切 圆 的 中 心 为 (zs, yo), 半径 为 
ro, LILA EE z1, z2, z3 各 与 三 角形 三 边 之 长 相当 ,于 是 以 
Uis Uis U2, V2, U3, V3 为 参量 , 而 zl1，z2，z3，Z1，y1， 工 2，y2，71， 
r2 为 依 量 ( 次 序 如 上 ) 时 , 相关 Feuerbach Æ Vr 分 裂 成 四 个 不 
可 约 复 ,具有 以 下 形式 的 优选 基 ( 思 ，…，, Po): 


=o ae ,入 2 ee eg 2 2 

Pı 21 U23 U23 > P27 22 U31 U31 > 
3 De. 2 2 = = 

P37 23 u 12 U12 ， p4 —4Ax,-— a), 

ps —44y1 — ĝi» po =2Azr2~- a2, 

p7 =2Ay2 — Br, pg = 4Ar, — 212223; 


po =2Ar2z+ Yo 
在 以 上 诸 公 式 中 , 我们 采用 了 下 面 的 简 记 符号 (e; = +1): 
Uy = Ui Uj, Uy = vi vuli, j =1,2,3), 
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a; = V23 U31 V12 + Ul V23 + U2 val + u3 V12 — 2( U2 U3 023 + 
Uzu V31 + U1 U2 v12), 
By = — u23 U3, U12 — V1 U23 — V2 U31 — V3 U12 + 2( v2 V3uU23 
+ v3v1U31 + V1 V2 U12), 
a2= ~ [v3v3v12 + vi (u2 — u3’) + v2(u3* — u; ) 
+ va(ul — uy”) + €2€2 0232223 + €3€1 312321 
+ €;€20122122], 
Bo = U73431 u + Uy ( v2" — v3") + ul v3" — v) 
+ u3( v1" — v7) + €2€30232223 + E361U31Z3Z1 
t E€1E€2U12Z1 Z2, 
Y =el uzi uiz + V31 U12) zy + E2(u12U23 + V12 V23) Z2 
+ e3( U23U31 + V23 U31) Z3 + E€1€2€3Z1 Z27230 
注意 se:=+1 或 -1 的 选择 相应 于 四 个 内 切 或 傍 切 圆 ,并 反映 了 
Feuerbach RETR 
语句 ( Sp) 的 判定 多 项 式 形 如 
. E= Cari — r2) — (zi 2)? — Cy — 92)? 
其 中 7= +1 或 -1。 通 过 元 长 繁复 , 但 直截了当 的 计算 , 验 得 
在 7=+sle2zs3 时 , g) H pisto, po 的 线性 组 合 , 而 在 7 =" 
一 21€2€3 时 则 不 然 。 由 此 知 Feuerbach 语句 (Sr) 为 一 真实 定 
理 ,而 7= + ele2ze3 则 反映 了 九 点 圆 与 相应 内 切 或 傍 切 圆 之 间 
的 相 切 方式 。 注 意 :在 我 们 问题 的 提 法 下 “之 间 ” 关 系 并 不 考虑 
在 内 ,因而 圆 的 相 切 方式 我 们 并 不 重视 。 因 此 ,我 们 可 以 取 g= 
8+1' 名 -1 为 判定 多 项 式 , 同样 也 可 不 引入 zi, z2, z3, 而 在 xi， 
Vi» Zio Yo r; 的 仿 射 空间 中 取 定 Feuerbach 9, 这样 它 在 一 开始 
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就 将 是 不 可 约 的 。 
ae. ee 


为 了 证 明定 理 作 些 准 备 , AR PRR — PS EEA R 上 
Aa IRR (ui, t, ugs XT1，…,X,), 其 中 1,…, ug TER EE 
越 ,而 x,…, x, ER 上 是 代数 的 ,后 者 的 代数 扩充 则 由 以 下 诸 
方程 所 确定 : 

Pix.) pior" + puxi” +- + pim=0 | 

p2(T1, 22) Py x22 + pzz”? t +--+ po, =0 | 


2 


oD Pa Pa e A oe 
我 们 假定 对 1<Si<r, W pi 都 是 环 
pisi= Ra tg tis pe) 
中 的 多 项 式 , po 都 是 
po= Rlui,, ug) 
中 天 0 的 多 项 式 , 而 将 p; 视 为 xz; 的 多 项 式 时 , p; 在 由 
Pi(X1)=0,%, Pi-1(£1s s Xi_1)=0 
等 方程 所 定 的 域 
ho = RCH fs t üp ee 
上 不 可 约 。 这 里 Ko HI Ko = K = RC uy, 77, wa)o 
以 总 表示 一 切 指数 组 T= (i,…, i) BRA, EP OS, < 
m - 1。 对 这 些 1 将 采用 形式 记号 
glee Pree 
任 一 形 如 
A=Da,2' 
411 


的 多 项 式 , 其 中 a, 为 某 一 环 或 域 正 中 的 元 素 时 , 将 称 为 Flr, 
…, zj 中 的 一 个 规范 多 项 式 。 

引 理 1 有 一 算法 ,足以 对 任 一 p, 中 的 多 项 式 A ,唯一 地 
确定 一 组 整数 s1,…, 5,220 与 一 组 po 中 的 多 项 式 4r, IEP, 1E 
满足 以 下 诸 条 件 : 

(1), 除去 P, Ep, 间 的 一 个 线性 组 合 外 ,有 

pio ** Pro" A= DAI | 

(2) A, 都 是 Po 中 的 多 项 式 , 其 系数 对 A 作为 P, 中 多 项 
式 的 系数 说 来 是 线性 的 ; 

(3)3 situ, s-=20 FEE (L1), 与 (LL1); 成 立 的 最 小 整数 。 

证 MA Sp, IRRE P, -PH r, 的 多 项 式 ,应 用 除法 
即 可 得 一 最 小 整数 5, 0, 使 下 式 成 立 : 

| Pro A= QP, + R,-1, 

其 中 Q,, R, -1 为 p, 中 的 多 项 式 ,而 R,_1 对 z 的 次 数 < mo 
今 视 p, IR, -1 为 系数 在 R[wi, 一 , tg, Xx1，…, ZX,-2, 2) PAY 
Zz, -1 的 多 项 式 , 仍 用 除法 可 得 一 最 小 整数 s1 20, 使 下 式 成 
VW: 

Pr-4.o0R,-1 = Q,-1),-1+ R,-2, 
其 中 Q, -1, R, -1 都 是 P, 中 的 多 项 式 , 而 R,_2 对 z 与 x,_1 的 
次 数 各 < m, 与 m,-1。 依 次 进行 , 可 相继 得 

P'-2,0R,-2= Q,-26,-2+ R,-3, 


Pi! Ri = Qi pit Ro, 
其 中 Ro 为 了 中 的 多 项 式 ， 对 Ti FAY YK R < Mis 1=iSrj, T 
是 可 将 Ro 写成 A1izx', 而 得 引 理 所 需 符 合 诸 条 件 的 多 项 式 。 
5| 理 2 有 一 算法 足以 对 任 一 以 y 为 不 定量 的 多 项 式 
A = Aoy” + Ay" + e t Am 
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其 中 AEP, m Ao 在 K, $40, MEW FRR: 
HA = B + Ci pı +t + + Cp,, 
B = Boy” + Biy” ++ + Bm, 

使 满足 以 下 诸 条 件 : 

(1) 诸 B: 都 是 P, 中 的 规范 多 项 式 ,日 Bo 是 Po 中 关 0 的 
多 项 式 ; 

(2) C: 都 是 P.[y], 而 五 是 已 .中 的 多 项 式 ; 

(3) H#0mod( pı: p,), 

任意 满足 条 件 (1) 的 多 项 式 B, 将 称 为 p, 上 以 > 为 不 定量 
的 规范 多 项 式 。 

证 由 引 理 1 可 得 整数 s1,…, s, 之 0 与 下 式 

Pig’) Po A 
= Agy” + Ary Se A,,mod( pi, eie Deis 
其 中 A; 都 是 p, 中 的 规范 多 项 式 , H A, 在 K, 中 天 0。 设 A 与 
Xi+1，"…，X; 无 关 , 但 确实 含有 x: A Ao 对 xz; 的 次 数 < m,, pi 
对 工 ; 的 次 数 为 m;, AE K; -1 中 不 可 约 , 故 由 通常 的 除法 程序 算 
法 可 得 P; 中 的 多 项 式 h,k 以 及 p;_ 1 中 的 多 项 式 An, E 
hAo + kp; = Aoo» 
ELH h EK; FAO, TM Am 在 天， 1 中 关 0。 由 此 得 下 式 
hpio™***P,o”A + kpiy™” = Aooy” + hAyy™ + 
| + hA,,mod( p1, t, P,) 

应 用 引 理 1 于 A; 与 Ao, 可 得 下 式 

RA = Ao y” + Ay” i+- An mod(p1…, p,), 
其 中 A; 都 是 p, 中 的 规范 多 项 式 , Au 在 K, F#0, 且 不 含有 任 
— zj jio RAP, 中 的 多 项 式 , 且 在 K, PHO. HAF 
不 再 含有 任 一 zz 即 可 取 Aggy" + Ay” l ++ An 为 
引 理 所 需 的 多 项 式 B, 否则 如 前 进行 即 得 证 明 。 
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5| 理 3 有 一 算法 足以 对 p,[y] 中 的 任 一 多 项 式 
A= Aoy” +A y Ay 
在 K, 中 作 因 子 分 解 ( 诸 A; ABE P,, A Ao Æ K, #40, X m> 
2)。 详 言 之 , 即 可 确定 形式 
HA=A +XC,P,, 


使 以 下 诸 条 件 满 足 : 

(1) 诸 A, 都 是 p,[y] 中 的 规范 多 项 式 , HE K, 中 不 可 约 ; 

(2) 五 是 记 中 的 多 项 式 , A K, PHO; 

(3) Ci 都 是 户 [Ly] 中 的 多 项 式 。 

WE Hermann 在 文献 [9] 中 的 方法 给 出 了 A EK, 中 的 因 
子 分 解 。 在 通 分 后 即 得 形式 

DA = Bie B: + 2B ,p,, 

其 中 B;, BY; 都 是 P,[ y] 中 的 多 项 式 , B: €K, PRAIA, D 是 
b, 中 的 多 项 式 , 而 在 K, 中 关 0。 对 每 一 B; 应 用 引 理 2 即 得 所 
需 的 形式 。 又 可 参阅 文献 [12, p .130]。 


四 、 定 理 的 证 明 


至 此 定理 1 一 3 可 容易 地 证 明 如 下 。 

定理 1 的 证 明 . 

Xf TASER V 的 定义 方程 组 (了 0) 试 视 filu, uas zl) 为 
一 2, 的 多 项 式 ,以 Rou, uzj 中 的 多 项 式 为 系数 ,依据 引 理 
3 的 算法 ,而 以 zi 作为 y,0 作为 >, 可 将 fi 分 解 为 K 中 的 不 可 
约 规范 因子 。 任 取 其 一 为 pıCx1), M Kı 为 将 T1 依 方程 

Pilz) =O 
添加 于 域 氏 = 尺 (ui au) 所 得 的 扩充 域 。 今 视 f, 为 不 定量 
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z: 的 多 项 式 时 , 必 不 能 在 域 K, 中 便 等 于 0, Me V 的 维 数 
将 4d, 这 与 原来 几何 语句 的 确定 性 假设 相 违 。 今 将 zr 作为 
y 1 作为 r, 而 应 用 引 理 3 于 f2, BH- Row, wa 21,22) FP 
的 多 项 式 foa 与 一 式 如 

h2f2=f2+ Cpio 
这 里 Of, 视 为 不 定量 r, 的 多 项 式 时 ,在 有 | PHO, BEN PR 
K, 中 不 可 约 的 规范 多 项 式 的 乘积 。 任 取 一 因子 为 p2(21, 22), 
ft K 为 将 2. 依 方程 

p2( z1, 42) =0, 
WA Ki 后 所 得 的 扩充 域 。 于 是 fs NK, 上 不 定量 zs 的 多 项 
式 , 且 不 恒 等 于 0。 今 再 依 引 理 3 以 得 一 式 
h3f3= f 3+ C3ı p1 + C32 P2, 

其 中 zs 的 多 项 式 f3 已 分 解 为 规范 多 项 式 的 乘积 , 且 每 一 因子 
在 Kı 中 不 可 约 。 任 取 一 因子 为 p3(x1, 22,23), FRA 

p3(21, x2, 43) =0, 
将 zs RA K: 以 得 人 3。 如 此 依法 进行 , 即 可 得 一 组 子 复 OV’, 
每 - VÆR 上 不 可 约 。 且 在 K 上 有 一 如 下 类 型 的 定义 方程 
组 : 

pi(xi1)=0, 

P2(21, x2) =0, C111) 

Petr t=; 
它 满 足 知 干 明 显 的 条 件 如 第 三 节 所 述 。 

易 见 ,这 些 子 簇 构成 了 整个 所 给 的 相关 簇 V*。 盖 考虑 
VÆ R 中 的 任 一 不 可 约 成 份 ,并 设 (u1,…, uas 1，,…, rE 
它 的 一 个 普 点 , 其 中 uj,…, ug 是 独立 的 不 定量 , 而 (zi, … 
Zz,) 代 数 地 依赖 于 这 些 uw。 因 (wi1,…, ug, zi) 必 须 满 足 方程 组 
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C1), 特别 应 满足 fi 故 至 少 需 满足 fi 的 一 个 不 可 约 因 子 , 不妨 
设 即 为 前 面 的 pi(zi1)。 因 (wi,…, ug, zza) 必 须 满足 方程 组 
(T) 中 的 其 它 诸 方程 其 及 方程 pi(zx1)=0, 故 由 前 面 关 于 六, 的 
等 式 知 , 这 一 点 也 将 满足 方程 太 =0, 因而 至 少 须 满足 三 : 的 某 
一 不 可 约 因 子 , 设 即 为 前 面 的 pz(zz, zz)。 依 次 进行 可 知 ， 
(uis Ug, 215°, z) 应 满足 类 型 如 (IIID 式 的 一 组 方程 ,为 
前 面 所 得 不 可 约 子 簇 组 中 某 一 个 的 普 点 。 这 就 证 明了 定理 1。 

定理 2 与 3 的 证 明 . 

定理 2 从 引 理 1 立即 可 以 得 出 。 定 理 3 则 从 定理 1 与 定理 
2 得 出 。 

附注 . 

我 们 关于 初等 几何 定理 机 械 化 证 明 所 用 的 算法 , 主要 牵涉 
到 一 些 多 项 式 的 运用 技术 ,例如 算术 运算 与 简单 消 元 法 之 类 。 
应 该 指出 , 这些 都 是 12 至 14 世纪 宋 元 时 期 中 国 数 学 家 的 创造 ， 
在 奢 时 已 有 相当 高 度 的 发 展 。 详 细 介 绍 可 参阅 钱 宝 琼 的 著作 
[13]。 事 实 上 ,几何 问题 的 代数 化 与 用 代数 方法 系统 求解 , 乃 是 
当时 中 国 数 学 家 主要 成 就 之 一 , 其 时 间 远 在 17 世纪 出 现 解 析 几 
何 之 前 。 
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几何 学 机 械 化 方法 及 其 应 用 、 


几何 学 机 械 化 方法 ， 起 源 于 十 二 三 世纪 宋 元 时 期 初次 出 现 
的 几何 学 代数 化 ， 将 几何 学 问题 化 为 多 项 式 问题 ， 以 及 相伴 而 
生 的 多 项 式 组 消去 法 。 近 年 来 ， 作 者 初次 利用 计算 机 将 这 种 方 
法 施 之 于 初等 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 露 发 明 ， 稍 后 又 推广 之 
于 微分 几何 ， 获 得 了 一 点 成 果 ， 介 绍 如 下 。 
固定 一 组 变量 ri e, z, URIEN 0 的 域 k, AF 
所 谓 多 项 式 ， 都 指 在 & [zi，…，xz]】 PMB. 
多 项 式 组 TPS = 1 ,万 上 称 为 是 三 角形 的 ， 如 果 可 将 
Li s, £a 分 成 两 部 分 ， 各 记 为 wi，…， Hy. oy 
(r+s=n), EW f 有 具有 以 下 形式 ， 并 符合 诸 条 件 (ci 一 cc) 
f= hiy” + yi 的 低 次 项 ， 
fo = lay: + yo 的 低 次 项 ， 


fa = Lian" + yn 的 低 次 项 。 
条 件 是 : 

Cc.) f PE y 项 的 系数 都 是 & lu, yop e, y- 的 多 
项 式 ， 
(c2) 天 中 yw G<i) 的 次 数 都 < m;， 诸 I 称 为 初 式 。 
对 于 任意 多 项 式 G， 可 唯一 确定 一 式 
* 本 文摘 自 《现代 数学 新 进展 》( 吴 文俊 主编 )， 安 徽 科技 出 版 社 ，1988 F- 
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1° L"G= DOs, +R, 
其 中 s20, Q, Ek[zri, z,3,RER(z1,°°,2,) = klu, yi, 
yy), R Py 的 次 数 都 小 于 mi PRAI G 对 TPS 的 余 式 ， 
记 作 R = Remdr (G/TPS)。 

三 角形 多 项 式 组 TPS 将 称 为 不 可 约 的 ,如 有 果 诸 f; 对 y 而 
AEP Rk (Cu, yio, yi;-1) 中 都 是 不 可 约 的 ， 这 时 u 的 个 数 
n PRA TPS 的 维 数 ， 记 作 dim TPS. 

对 于 任 一 多 项 式 组 PS 以 及 另 一 多 项 式 五 ， 我 们 将 以 Zero 
(PS/H) 表示 ， 在 & 的 任 一 扩 域 中 使 PS =0 但 又 不 使 H=0 
的 那些 零点 的 集体 。 

我 们 的 机 械 化 方法 ， 黄 基于 下 面 两 个 定理 ， 

I (Ritt 原理 ): 

任 给 一 多 项 式 组 PS， 可 机 械 地 得 出 一 三 角形 多 项 式 组 
TPS (不 唯一 ， 称 PS 的 特征 组 )， 使 

(1) Zero( TPS/J)CZero( PS)CZerol TPS); 

(2) Zero( PS) = Zero( TPS/J) + )Zero( PS’) 。 

EOP J FE TPS PEDAL 的 乘积 , PS; 指 将 I 添 入 PS 后 的 多 
Tit FCA o 

(FASHE): 

任 给 一 多 项 式 组 PS 与 另 一 多 项 式 互 ,可 机 械 地 得 出 一 个 
分 解 ( 不 唯一 ) 

Zero( PS/ H) = =Zero( IRRi/ Ri). 
其 中 IRRi 都 是 不 可 约 三 角形 多 项 式 组 ， 而 Remdr ( Ri/ IR- 
Ri) 天 0。 

这 两 定理 都 可 自然 地 推广 于 微分 多 项 式 组 。 

现 应 用 由 这 两 个 定理 所 构成 的 机 械 化 方法 解决 下 述 各 问 
题 。 

1. 初等 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 器 发 明 。 
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设 与 所 考虑 定理 假设 相当 的 多 项 式 组 为 HYP， 求 证 的 结 
论 相 当 于 多 项 式 CONC， 依 零点 分 解 定理 ， 可 机 械 地 求 得 分 
解 

Zero( HYP) = >) Zero( IRRi/R;). 

设 dimIRRi = d;, d = maxd,, 则 定理 成 立 的 充 要 条 件 是 

Remdr(CONC/IRRi) =0, d; =d Bt. 

> Zero( IRRi/ Ri), 
d;<d, 

提供 了 使 定理 可 能 不 成 立 的 退化 部 分 。 

由 于 分 解 式 不 甚 易 求 , 故 在 实际 应 用 中 使 用 了 Ritt 原理 

Zero (HYP) = Zero( TPS/J)+ X Zero( HYPi). 

于 是 在 Remdr( CONC/TPS)=0 时 ， 即 在 J40 的 非 退 化 条 件 
下 定理 成 立 。 这 给 出 了 证 明定 理 的 充分 和 条件。 在 上 述 条 件 不 满 
足 时 ， 可 再 进而 分 解 以 进行 之 。 

吴 文 俊 、 周 咸 育 、 王 洛 集 体 都 曾 依据 这 一 方法 〈 主 要 是 充 
分 条 件 的 部 分 )， 已 经 证 明 并 发 明了 大 量 定理 。 对 于 某 一 类 所 
iff Hilbert 型 定理 ， 胡 森 、 王 东明 还 编制 了 特殊 的 程序 ， 也 证 
明和 发 明了 不 少 定理 。 

我 们 的 方法 ， 普 遍 使 用 于 各 种 初等 几何 ， 包 括 非 欧 几 何 、 
圆 几 何等 。 

2. 微分 几何 定理 的 机 器 证 明 与 机 器 发 明 。 

由 于 我 们 的 方法 依据 (Ritt 原理 与 零点 分 解 原理 ) 可 自然 
地 推广 到 微分 多 项 式 ， 因 而 定理 的 机 器 证 明 与 发 明 也 可 自然 地 
推广 到 微分 几何 。 现 在 对 度量 空间 与 仿 射 空间 中 Bentnard 型 
曲线 偶 的 定理 ， 已 做 了 较 详 的 分 析 ， 其 它 方面 的 工作 在 逐步 进 
行 中 。 

3. 未 知 关系 的 机 械 推 导 。 

某 些 几何 量 间 应 有 的 未 知 关 系 ， 可 应 用 以 上 方法 自然 地 自 
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行 求 出 。 例 如 ， 在 一 双 曲 型 非 欧 平面 中 一 个 三 角形 三 边 之 长 已 
知 时 ， 我 们 的 机 械 化 方法 可 自动 给 出 三 角形 的 面积 以 三 边 之 长 
表达 的 形式 。 双 曲 型 非 欧 空间 中 四 面体 体积 的 求法 ， 是 一 个 似 
乎 迄今 还 未 获得 很 好 解决 的 难题 ， 我 们 的 方法 提供 了 一 个 可 以 
尝试 的 另 一 种 途径 。 

类 似 的 问题 是 大 量 的 ， 因 而 我 们 的 方法 在 应 用 上 有 广阔 的 
前 景 。 

4. 高 次 代数 方程 组 求解 问题 。 

对 于 一 个 三 角形 的 多 项 式 组 ， 其 相应 方程 组 的 求解 可 以 归 
结 为 单个 变量 高 次 方程 逐个 求解 的 问题 ， 不 论 是 求 复数 解 、 实 
数 解 ， 或 整数 解 ， 都 有 众多 的 现成 方法 可 行 。 因 而 零点 分 解 定 
理 提 供 了 一 个 方法 ， 对 于 任意 一 组 高 次 代数 方程 ， 可 以 判断 是 
否 有 人 解 无 解 ， 或 有 有 穷 多 解 和 无 穷 多 解 ， 不 论 事先 规定 是 实 解 
或 整数 解 或 否 都 可 。 在 恰 有 有 限 多 个 解 时 ， 可 将 这 些 解 的 全 体 
无 增 无 漏 地 全 部 求 出 。 由 于 整个 过 程 可 以 形式 地 进行 ， 直 到 分 
成 三 角形 后 再 进行 数值 求解 ， 因 而 误差 积累 的 严重 性 较 小 。 我 
们 曾 以 之 与 国外 已 有 依据 多 项 式 处 理 的 两 种 方法 比较 ， 对 于 他 
们 所 提出 的 例子 ， 我 们 的 方法 要 优越 得 多 。 

由 于 解 高 次 方程 组 的 问题 是 普遍 出 现 的 ， 而 且 实 际 中 广泛 
使 用 的 超越 函数 ， 事 实 上 往往 可 用 多 项 式 来 代替 ， 因 而 我 们 这 
一 方法 的 应 用 前 景 是 很 乐观 的 。 

5. 因子 分 解 问题 。 

多 变量 多 项 式 的 因子 分 解 ， 是 计算 机 科学 中 一 个 既 重 要 又 
极为 困难 的 问题 ， 近 年 来 国外 提出 了 一 些 较 好 的 方法 ， 其 理论 
依据 并 不 简单 。 胡 森 、 王 东明 同志 指出 ， 对 于 整 系数 多 项 式 在 
有 理 数 域 或 任意 代数 数 域 中 的 分 解 因子 ， 可 化 为 一 个 求 某 种 特 
殊 形 式 多 项 式 方程 组 的 整数 解 问题 ， 由 此 得 到 了 因子 分 解 的 一 
个 新 方法 。 对 于 某 些 国外 刊物 上 依据 国外 的 方法 在 大 型 计算 机 
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上 分 解 因子 的 实例 ， 胡 森 、 王 东明 用 他 们 的 方法 仅 用 手 算 即 已 
很 快 完成 ， 因 而 不 仅 理 论 简明 且 方 法 效率 也 较 国 外 已 知 方法 要 
优越 。 | 

我 国 宋 元 时 代 所 引进 的 多 项 式 概 念 与 运算 以 及 消 元 方法 ， 
由 于 其 存在 的 普遍 性 ， 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 机 械 化 方法 ， 能 
够 获得 广泛 的 应 用 是 目 然 的 。 由 于 表面 上 看 来 是 超越 函数 或 超 
越 方 程 定 义 的 概念 ， 有 许多 可 以 多 项 式 或 微分 多 项 式 来 取代 ， 
因而 现代 数学 中 众多 领域 ， 都 有 可 能 使 用 这 样 的 方法 。 

迄今 为 赴 ， 由 于 设备 条 件 等 的 限制 ， 我 们 只 使 用 了 微型 机 
或 与 之 相当 的 小 型 机 ， 因 而 进展 缓慢 ， 但 收获 已 经 不 小 。 今 后 
由 于 方法 与 程序 的 本 身 改 进 ， 特 别 由 于 计算 机 的 迅猛 发 展 ， 内 
存 与 计算 速度 每 年 成 倍增 长 ， 可 以 预见 应 用 计算 机 来 解决 所 有 
能 机 械 化 的 问题 ， 必 将 收 到 更 大 的 效果 。 

计算 机 的 使 用 不 仅 对 计算 机 科学 ， 而 且 对 纯粹 数学 也 会 提 
出 新 的 可 能 从 未 想到 过 的 课题 ， 计 算 机 的 使 用 与 纯粹 数学 的 纯 
理论 研究 应 该 是 统一 的 ， 而 决 不 是 某 些 人 所 认为 的 那样 是 对 立 
的 。 
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数学 的 机 械 化 与 机 械 化 的 数学 


数值 计算 与 定理 证 明 是 数学 中 两 项 最 主要 的 活动 形式 。 王 
浩 先生 [1] 在 关于 机 械 化 数学 的 论著 中 , 曾 列举 了 这 两 种 活动 的 
若干 不 同 之 点 。 总 的 说 来 ,计算 易 而 繁 ,证 明 妙 而 难 , 计算 之 所 
以 容易 , 主要 是 由 于 计算 过 程 往往 已 经 或 易于 做 到 刻板 化 或 机 
械 化 。 正 由 于 已 机 械 化 , 才 有 可 能 使 十 七 世纪 时 巴 斯 喀 用 齿轮 
传动 造 出 了 加 法 机 , 并 由 莱 布 尼 蒋 改进 成 乘法 机 ,到 了 现代 更 使 
已 经 机 械 化 了 的 多 种 计算 过 程 通过 电子 计算 机 实现 了 自动 化 。 
与 之 相反 ,即使 叙述 颇 为 简单 的 初中 几何 证 明 题 ,也 往往 使 许多 
大 几何 学 家 环 手 。 如 何 使 定理 证 明 化 难为 易 ,甚至 不 惜 弃 简 就 
繁 , 乃 是 机 械 化 证 明 的 目的 所 在 。 为 此 提出 下 面 的 问题 :定理 证 
明 是 否 也 可 像 数 值 计 算 那 样机 械 化 , 进而 通过 电子 计算 机 以 实 
现 定理 证 明 的 自动 化 。 

这 一 问题 并 非 完全 是 现代 的 产物 。 事 实 上 , 早 在 17 世纪 莱 
布 尼 蒋 时 就 有 机 械 化 证 明 的 设想 。 只 是 直到 19 世纪 末 及 以 后 
由 于 和 希 尔 伯 特 及 其 追随 者 们 建立 并 发 展 了 数理 逻辑 ,这 一 问题 
才 具 有 明确 的 数学 形式 。 又 由 于 40 年 代 电 子 计算 机 的 出 现 , 才 
使 这 一 设想 有 了 现实 的 意义 。 几 十 年 来 ,数理 逻辑 学 家 为 这 一 
问题 付出 了 巨大 劳动 , 但是, 他 们 所 得 到 的 成 果 基 本 上 是 反面 
的 , 即 所 谓 不 可 判定 性 , 例如 有 : 

哥 德 尔 定理 ”初等 整数 论 的 定理 证 明 不 可 能 机 械 化 。 


* 本 文摘 自 《 系 统 工 程 论 文集 》, 1981 年 。 
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值得 称道 的 正面 的 结果 则 有 

塔 斯 基 定理 TI2] 初等 几何 (以 及 初等 代数 ) 的 定理 证 明 
可 以 机 械 化 。 

塔 斯 基 等 还 因 之 提出 制造 所 谓 判 定 机 器 (也 就 是 证 明 机 ) 的 
设想 。 然 而 他 们 的 方法 与 设想 都 不 是 切实 可 行 的 。1976 年 
IEEE 刊物 上 有 一 篇 关于 美国 机 器 证 明 试验 的 报道 13、 4], 用 塔 
斯 基 方 法 于 电子 计算 机 只 能 证 明 一 些 近 于 同 义 反 复 的 儿戏 式 
“E”, IM, “AS Pi.) Ps 五 点 中 Pi, Po, P3 X Pi, P2, P4 
X Py, Pa, Ps 各 在 一 条 直线 上 , 则 P3, Pa, Ps 也 在 一 条 直线 
上 。" 总 之 ,直到 目前 为 止 ,国外 对 于 机 械 化 证 明 的 尝试 处 于 胶着 
状态 , 劳 而 少 功 ,实质 上 是 失败 的 。 

但 是 ,甚至 在 1899 年 出 版 希 尔 伯 特 的 经 典 著 作 《 几 何 基 础 > 
[5] 中 ,就 有 着 耐人寻味 的 正面 的 机 械 化 结果 , 只 是 从 来 没有 人 
注意 过 , 也 许 包括 希 尔 伯 特 自己 在 内 。 该 书 向 来 被 认为 是 公理 
化 的 典范 ,但 实质 上 和 希 尔 伯 特 却 指出 了 (也 许 是 不 自觉 的 ) 如 何 
从 公理 化 通过 代数 化 到 达 机 械 化 的 道路 。 作 为 该 书 主 体 部 分 前 
六 章 的 最 后 一 个 定理 (第 八 版 定理 62), 中 可 解释 成 为 下 面 的 : 

希 尔 伯 特 机 械 化 定理 H 初等 几何 中 只 涉及 从 属 与 平行 关 
系 的 定理 证 明 可 以 机 械 化 。 

这 一 定理 自然 是 塔 斯 基 定理 T 的 一 个 特例 。 但 与 塔 斯 基 
定理 不 同 , 希 尔 伯 特 的 机 械 化 证 明 方法 是 切实 可 行 的 。 甚 至 只 
用 手 算 就 可 证 明 颇 为 复杂 非 不 足 道 的 (只 涉及 从 属 与 平行 关系 
的 ) 定 理 。 依 据 它 也 不 难 编 成 程序 在 计算 机 上 实现 。 

现 将 希 尔 伯 特 的 机 械 化 方法 大 致 说 明 如 下 。 

希 尔 伯 特 把 初等 几何 的 公理 分 成 五 类 :( 工 ) 从 属 公 理 ,( 工 ) 
次 序 公理 ,( 焉 ) 全 合 公 理 ,〈R ) 平 行 公 理 ,(V ) 连 续 公 理 。 现 假 
定 空 间 的 第 I, [类 公理 与 第 V 类 公理 成 立 , 则 在 直线 上 任意 取 
定 两 点 0 与 1 ,直线 上 的 点 之 间 即 可 引进 加 法 与 乘法 以 得 一 满 
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足 通常 的 结合 、 交 换 与 分 配 等 定律 的 数 系统 , 其 中 0 与 工 各 与 0 
与 1 相当 , 但 乘法 交换 律 除外 。 如 果 我 们 的 几何 是 所 谓 巴 斯 喀 
几何 , 即 巴 斯 喀 定 理 成 立 , 则 这 一 数 系统 也 将 满足 乘法 交换 律 ， 
依据 希 尔 伯 特 的 证 明 , 如 此 所 得 的 数 系 统 与 直线 以 及 上 面 0 与 
I 的 选择 无 关 , 即 唯 一 确定 至 一 同 构 。 在 空间 中 任 取 三 个 不 同 
平面 的 共 点 直线 以 公共 点 作为 这 些 直 线 上 建立 数 系统 时 的 0 
点 , 则 依 通常 方法 即 可 建立 一 坐标 系统 , 点 \ 直线、 平面 等 几何 元 
素 可 用 数 系统 中 的 数 或 数 之 比 来 表示 。 把 它们 统称 为 几何 数 
标 , 则 一 切 几何 元 素 间 的 从 属 或 平行 关系 都 可 通过 它们 的 几何 
数 标的 多 项 式 等 式 关系 来 表达 , 而 多 项 式 中 每 一 数 标的 次 数 都 
是 一 次 。 这 就 是 希 尔 伯 特 从 公理 化 出 发 以 到 达 代 数 化 的 具体 步 
BR 
一 个 通常 的 几何 定理 , 无 非 是 说 如 果 某 些 几 何 元 素 满 足 若 
干 几何 关系 (假设 ), 则 它们 必 将 满足 某 一 几何 关系 (终结 )。 任 
取 一 坐标 系 并 把 它们 都 用 数 标 表示 , 则 其 中 某 些 数 标 可 以 是 任 
意 的 , 称 之 为 参数 , 另 一 些 则 须 受 假设 中 几何 关系 的 约束 而 不 再 
任意 , 称 之 为 束 数 。 又 由 于 定理 中 的 几何 元 素 往 往 是 通过 联 线 ， 
作 平 行 线 , 相交 等 手续 逐步 作出 , 因而 可 将 这 些 数 标 排 成 某 一 次 
F, 并 将 参数 与 束 数 各 依次 记 为 wi1,…, ua 以 及 XT1,…,X,:。 经 
过 简单 化 约 即 可 将 假设 表述 为 下 面 的 方程 组 
和 二 (1) 
其 中 , A;, B: BE uj, o, ua 与 Xx1,…, cz; EARN, AHAB 
可 表达 为 
g(u1, madyzi yzr)=0， (2) 
其 中 , g 也 是 多 项 式 。 于 是 原来 的 几何 定理 无 非 是 说 : 
方程 (2) 是 方程 组 (1) 的 自然 结果 。 
这 一 断言 是 否 成 立 是 容易 验证 的 。 事 实 上 , ARK YAS 
步 约 化 可 依次 得 
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rti P:/ Qi=1, =r, (3) 
其 中 , Pi, Q; Eu ……, ua 的 多 项 式 。 代 入 g 中 ,得 
Pi P 
g= gun, Har ae | 
由 于 u 都 是 参数 , g 之 是 否 为 0 即 可 直接 从 计算 得 出 。 

显然 所 有 的 过 程 都 可 机 械 地 进行 , 这 就 是 希 尔 伯 特 的 机 械 
化 证 明 方 法 。 这 一 结果 也 可 概括 为 

希 尔 伯 特 机 械 化 定理 P 巴 斯 喀 几何 的 定理 证 明 可 以 机 械 
化 

由 于 巴 斯 喀 定理 可 利用 全 合 公 理 证 明 ,因而 定理 了 自然 包 
括 了 和 大 尔 伯 特 机 械 化 定理 H。 

在 1976 与 1977 年 之 交 , 作者 开始 从 事 定 理 证 明 的 机 械 化 
问题 , 获得 了 下 面 的 结论 [6]。 

定理 1 初等 几何 中 只 牵涉 到 从 属 、 平 行 与 全 合 关 系 的 定 
理 证 明 可 以 机 械 化 。 

我 们 机 械 化 证 明 方法 实质 上 与 希 尔 伯 特 的 方法 不 约 而 同 。 
例如 与 前 同样 选择 坐标 系 , 将 诸 几 何 元 素 的 数 标 分 成 参数 与 束 
数 两 类 并 排 成 次 序 为 ul,…, ua 与 zi, …，,zr。 所 不 同 者 是 与 假 
设 部 分 相当 的 方程 不 再 对 每 一 zi 是 线性 的 , 而 有 较 一 般 的 形 
A: 

Par EPan ae PS) SLEA (4) 
其 中 , 诸 P; 都 是 i,…, ua 与 xX1,…, Xi;- EARS WER 
DU uiste, uy 后 的 域 为 Ko, 则 在 通常 可 称 为 “不 可 约 ” 的 情形 ,在 
Ko 中 P40, H(4) 不 可 约 。 记 Ko 添加 满足 (4); 的 zi 后 的 
域 为 Ki, 则 在 K, 中 P20, (4). 不 可 约 ,依次 类 推 。 记 (4)i 
的 左边 为 fi, 则 任 一 多 项 式 glug, uas zi Xx; ) 用 除法 可 
得 

Pio’? Prog = g’ + hfi, 
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EF, g” 对 每 一 z; 的 次 数 都 < mm;, RA g 对 f; RK. FR 
定理 结论 式 (2) 成 立 的 充 要 条 件 是 余 式 g = 0。 在 一 般 情形 , 即 
fi 在 相应 域 中 非 不 可 约 时 , 则 可 先 将 fF, 分 解 因 子 后 进行 , 而 分 
解 因 子 的 手续 也 是 可 以 机 械 化 的 。 

显然 定理 1 包括 了 希 尔 伯 特 的 定理 H, 但 仍 包 括 于 塔 斯 基 
的 定理 工 之 中 。 然 而 ,与 希 尔 伯 特定 理 相 似 而 与 塔 斯 基 和 定理 不 
同 , 我 们 的 机 械 化 方法 是 切实 可 行 的 , 即使 用 手 算 也 可 证 明 例 如 
富 尔 巴赫 那样 艰深 的 定理 。 据 此 编 成 程序 以 在 计算 机 上 实现 ， 
并 无 实质 上 的 困难 。 数 学 所 陈 东 岳 等 同志 以 及 美国 王 浩 先生 都 
曾 在 电子 计算 机 上 实施 过 。 作 者 本 人 也 曾 在 国产 长 城 203 台式 
机 上 实施 过 。 三 者 都 曾 证 明 西 姆 森 线 那样 非 不 足 道 的 定理 。 我 
们 的 经 验 是 :即使 是 一 台 小 型 台式 计算 机 , 只 须 容 量 足 够 大 ( 现 
在 HP9835 或 9845 型 台式 机 的 内 存 已 可 达到 256K 以 至 400 
mK 字 节 , 这 里 每 字 节 合 8 字 位 ), 应 可 证 明 极 为 繁复 艰深 的 定 
理 , 而 计算 时 间 完 全 可 以 接受 (例如 几 个 或 几 十 个 小 时 )。 

我 们 还 可 对 所 需 计算 量 作 出 理论 的 估计 ,如 下 面 的 - 

定理 2 初等 几何 中 只 牵涉 从 属 .平行 与 全 同 关 系 且 “不 可 
约 ” 的 定理 证 明 , 其 计算 量 满足 下 面 的 关系 : 

计算 复杂 度 委 定理 复杂 度 . 几 何 复杂 度 。 

上 述 定 理 中 “不 可 约 ” 即 前 面 提 到 通常 的 情形 , 往往 从 定理 
叙述 的 几何 内 容 即 可 一 望 而 知 。 计 算 复 杂 度 依 斯 特 拉 了 进 定义 
[7], 定理 复杂 度 与 几何 复杂 度 可 用 具体 的 公式 表达 ,也 可 从 “图 
形 ” 直 接 读 出 。 

1977 与 1978 年 之 交 , 作者 又 将 初等 几何 的 结果 推广 至 初 
等 微分 几何 , 即 [8]。 

定理 3 初等 微分 几何 中 凡 可 用 微分 多 项 式 等 式 关系 来 表 
达 的 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 。 

这 里 定理 证 明 的 机 械 化 方法 依赖 于 里 奇 埃 与 里 脱 关 于 微分 
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方程 与 微分 代数 的 理论 与 方法 [9], 比 初 等 几何 的 情形 要 复杂 得 
多 。 但 据 之 以 编 成 程序 以 在 计算 机 上 实现 仍 非 难事 , 而 且 粗 略 
估计 一 具 HP 型 的 台式 计算 机 应 该 已 足够 了 。 

上 上面 一 些 结果 的 相互 关系 可 用 图 形 示意 表达 。 


Cree ee st 


直到 现在 ,我 们 还 没有 找到 一 种 切实 可 行 的 方法 来 实现 整 
个 初等 几何 定理 证 明 的 机 械 化 。 这 牵涉 到 希 尔 伯 特 著名 的 第 
17 问题 。 这 一 问题 虽 已 在 1926 年 为 阿 丁 所 解决 [10], 但 他 的 
解决 方法 只 是 存在 性 的 。 阿 丁 曾 提出 寻找 构造 性 解决 方法 的 问 
题 , 经 过 四 十 多 年 到 近年 才 出 现 这 样 的 方法 [11], 但 仍 不 是 切实 
可 行 的 。 而 且 希 尔 伯 特 第 17 问题 的 提 法 与 我 们 的 要 求 还 有 上 距 
离 。 总 之 , 这 是 一 个 理论 的 探索 性 问题 ,解决 似 非 易 事 。 

另 一 方面 ,我 们 的 结果 适用 于 各 种 克 莱 因 型 的 几何 , 而 不 只 
是 初等 几何 而 已 。 

我 们 的 结果 还 表明 , 尽管 某 一 数学 领域 整个 说 来 是 不 可 能 
机 械 化 的 ,但 并 不 排除 其 中 一 部 分 可 以 机 械 化 。 如 何 发 现 这 样 
一 些 可 以 机 械 化 的 部 分 领域 , 提出 切实 可 行 的 机 械 化 方法 , 又 是 
一 项 高 度 理 论 的 探索 性 问题 , 只 有 对 该 领域 有 深 矢 认识 才 有 解 
决 的 希望 。 

最 后 应 该 指出 :我 们 从 事 机 械 化 定理 证 明 工 作 获 得 成 果 之 
前 , 并 不 了 解 塔 斯 基 的 已 有 工作 ,更 没有 想到 与 希 尔 伯 特 《几何 
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基础 ) 会 有 任何 关系 。 事 实 上 ,我 们 是 在 中 国 古 代数 学 的 学 习 与 
启发 之 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 来 的 。 其 根本 原因 是 :中 国 
的 古代 数学 基本 上 是 一 种 机 械 化 的 数学 , 而 几何 的 代数 化 又 是 
宋 元 时 期 我 国 数学 的 主要 成 就 。 我 们 的 研究 工作 还 只 是 一 个 开 
端 。 如 何 继续 发 扬中 国 古 代 传 统 数学 的 机 械 化 特色 , 对 数学 各 
个 不 同 领域 探索 实现 机 械 化 的 途径 ,建立 机 械 化 的 数学 , 则 是 本 
世纪 以 至 可 能 绵 豆 整个 21 世纪 才能 大 体 趋 于 完善 的 事 。 


参考 文献 


[1] Wang Hao, IBM J. Res. Dev.4(1960), 2—22. 

[2] Tarski, A., A decision method for elementary algebra and geometry, 1951 
( 陆 钟 万 译 , 1959). 

[3] Kister, K., IEEE Trans on Computers C—25( 1976), 328—334. 

[4] Mcharem,].D., et al. , ibid, 773—782. 

[5] Hilbert, D. , Grundlagen der Geometrie, 8ed. , 1956 QL Y W Si®, 1958). 

[6] 吴 文俊 《中 国 科 学 )(1977), 507—516. 

[7] Von V. Strassen, J. & M.V.78(1976),1—8. 

[8] 吴 文俊 《科学 通报 》(1978), 323 一 524。 

[9] Ritt, R.F., Differential algebra, 1950. 

[10] Artin, E., Hamb, Abh. , 5(1927), 100—115. 

[11] Pfister, in Mathematical developments arising from Hilbert problems, 


vol. 2(1976) .483—490. 


429 


CSL fa) me FHL a LE A ey Se AS 
原理 (初等 几何 部 分 )》 的 导言 


几何 学 起 源 于 人 们 观 天 测 地 这 一 类 实践 活动 ， 这 一 点 似 已 
成 为 定论 ， 无 可 置疑 。 但 不 同 地 区 的 人 们 在 总 结 各 种 经 验 ， 综 
合 上 升 为 理论 ， 最 后 发 展 成 为 一 门 科学 的 过 程 中 ， 却 有 着 不 同 
的 方式 、 方 法 与 途径 。 恩 格 斯 说 过 ，“ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世 
界 的 空间 形式 和 数量 关系 ”。 古 希腊 时 代 ， 对 待 几 何 学 就 有 两 
种 不 同 的 方法 : 一 种 可 以 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 为 代表 ， 把 
数量 关系 完全 排除 在 外 ， 而 单纯 追求 各 种 几何 事实 间 的 逻辑 关 
系 ， 以 此 建立 几何 公理 体系 ， 成 为 数学 中 演绎 推理 方法 的 典 
范 ; 另 一 种 可 以 阿 基 米 德 的 有 关 著 作为 代表 ， 着 重 研究 几何 图 
形 的 数量 特征 或 其 量度 ， 诸 如 圆周 率 、 球 面 面 积 以 及 抛物 线 弓 
形 面积 的 计算 等 等 。 尽 管 这 二 者 各 具 特 色 ， 风 格 殊 异 ， 体 现 了 
几何 发 展 中 的 两 种 不 同体 系 ， 但 都 为 数学 发 展 作 出 了 巨大 贡 
ÑR o 

我 国 几 何 学 的 发 展 则 是 始终 与 数量 关系 形影不离 的 。 诸 如 
面积 、 休 积 的 量度 以 及 关于 勾 股 定理 的 应 用 ， 在 我 国 古 代 几 何 
中 一 直 占 据 着 中 心 位 置 。 那 时 我 国 没 有 陷入 烦琐 的 成 堆 公 理 之 
中 ， 而 是 提炼 出 几 条 一 般 原理 ， 并 以 此 作为 广泛 应 用 与 推理 论 
证 的 依据 。 例 如 ， 出 入 相 补 原理 、 体 积 理论 中 的 刘 微 原理 以 及 


* 本 文摘 自 《几何 定理 机 器 证 明 的 基本 原理 (初等 几何 部 份 ))，《( 吴 文俊 著 ) 
科学 出 版 社 ，1984 年 。 
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与 16 世纪 欧洲 出 现 的 Cavalieri 原理 相当 的 刘 祖 原理 等 。 所 谓 
阿 基 米 德 与 欧 几 里 得 的 两 种 不 同体 系 ， 在 我 国 古 代 几 何 中 兼 而 
有 之 。 勾 股 定理 自然 地 引起 平方 根 的 计算 问题 ， 而 我 国 古 代 求 
平方 根 和 立方 根 的 方法 ， 其 步骤 就 是 以 出 入 相 补 原理 为 几何 背 
景 逐 步 索 双 而 得 。 由 平方 根 和 立方 根 的 计算 逐步 发 展 为 二 次 以 
至 和 珊 次 方程 的 解法 及 其 理论 ， 最 后 导致 天 元 术 的 发 现 以 及 几何 
的 代数 化 、 多 项 式 的 运算 与 消去 法 等 。 本 书 所 曾 述 的 几何 定理 
证 明 的 机 械 化 问题 ， 从 思维 到 方法 ， 至 少 在 宋 元 时 代 就 有 蛛 丝 
号 迹 可 寻 。 虽 然 这 是 极其 原始 的 ， 但 是 ， 仅 就 著者 本 侧 言 ， 
主要 是 受 中 国 古 代数 学 的 启发 。 

在 古代 几何 的 发 展 中 ， 由 于 对 数量 关系 的 不 同 认 识 而 引起 
了 各 种 倾向 ， 直 到 17 世纪 解析 几何 的 出 现 才 得 到 了 统一 。 这 
使 得 几何 的 问题 可 以 用 代数 的 方法 来 处 理 ， 以 致 可 以 避免 欧 几 
里 得 那 种 几何 综合 证 法 所 需要 的 高 度 技巧 。 虽 然 几何 综合 方法 
以 其 直观 引人入胜 ， 且 曾 在 19 世纪 有 过 一 段 复兴 的 时 期 ， 但 
终究 难 与 解析 几何 的 代数 方法 相 匹 敌 。 现 代 几 何 学 的 许多 最 重 
要 的 领域 ， 例 如 微分 几何 与 代数 几何 ， 往 往 一 开始 就 假定 了 一 
个 数 系统 (一 般 是 一 个 数 域 ， 其 至 是 特殊 的 实数 域 与 复数 域 )， 
由 此 构成 仿 射 空间 或 投影 空间 ， 然 后 用 坐标 或 以 函数 与 导数 间 
的 代数 关系 式 来 引进 各 种 几何 图 形 ， 如 曲线 、 曲 面 及 其 几何 关 
系 等 等 。 纯 正 的 从 公理 出 发 的 综合 方法 只 占据 着 一 个 较 小 的 、 
主要 是 初等 的 角落 ， 且 应 用 这 种 方法 往往 是 出 于 对 几何 学 基础 
上 的 考虑 才 对 公理 间 的 逻辑 关系 进行 细致 的 分 析 ， 并 不 是 为 了 
丰富 几何 学 的 其 体内 容 而 登 岂 添 砖 。 在 数 的 基础 上 建立 起 整个 
几何 学 的 大 厦 ， 看 来 已 是 大 势 所 趋 。 

然而 ， 尽 管 几 何 学 可 以 从 纯粹 数量 关系 的 形式 上 建立 起 
来 ， 但 总 不 能 不 考虑 几何 的 直观 背景 与 来 源 ， 也 不 能 不 考虑 它 
的 基础 问题 。 如 何 从 原始 的 现实 形象 提炼 出 一 套 几 何 学 的 公理 
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系统 (或 若干 原理 )， 又 如 何 从 公理 系统 发 展 到 坐标 系统 ， 使 
代数 方法 得 以 在 几何 中 发 挥 作 用 ， 这 些 都 是 应 当 说 明 的 问题 。 
对 于 称 为 欧 岂 里 得 的 那 种 常见 常用 的 几何 学 ， 在 Hilbert 的 
《几何 基础 》 ( 见 Hilbert (2)) 这 一 经 典 著作 中 已 经 作 了 详尽 
的 论述 。 我 们 容易 认为 ， 从 几何 公理 引入 坐标 建立 解析 几何 是 
轻而易举 的 事情 。 但 这 是 由 于 我 们 运用 了 关于 实数 系统 与 初等 
几何 的 全 部 知识 所 产生 的 错觉 。 事 实 上 ， 这 一 过 程 是 颇 为 曲折 
与 艰难 的 ， 我 们 仅 从 Hilbert 的 书 如 何 依据 公理 系统 引入 数 系 
统 再 引入 坐标 的 过 程 就 可 以 看 清楚 。 在 此 过 程 中 ，Hilbert 所 
称 的 两 条 Desargues 公理 以 及 一 条 Pascal 公理 扮演 了 极其 重要 
的 角色 ， 而 和 且 就 针 本 书 第 二 章 和 第 六 章 所 指出 的 那样 ， 投 影 几 
何 与 仿 射 几何 数 系统 的 引入 有 很 大 的 区 别 。 虽 然 这 两 者 都 只 依 
末 Desargues 公理 (以 及 一 些 最 简单 的 关联 公理 等 ) 就 可 在 各 
直线 上 引入 彼此 同 构 的 数 系 统 ， 但 对 于 仿 射 几何 ， 这 些 数 系统 
之 间 有 唯一 确定 (Canonical) 的 同 构 关系 ， 而 投影 几何 则 只 能 
在 所 请 Pappus 公理 成 立 的 假定 下 才能 唯一 确定 这 些 同 构 。 一 
般 的 几何 学 著作 ， 似 乎 都 忽略 了 这 一 点 ， 其 原因 之 一 可 能 是 偏 
重 于 欧 几 里 得 传统 ， 着 眼 于 公理 间 的 逻辑 关系 ， 而 置 数 系统 与 
坐标 的 引入 于 次 要 的 地 位 ， 或 直接 从 数 系统 出 发 建立 几何 学 ， 
而 不 再 考虑 几何 对 象 的 现实 来 源 与 公理 基础 。 把 公理 系统 与 数 
量 关 系 之 回 的 沟通 作为 探讨 的 主题 ， 迄 今 为 止 ，Hilbert 的 书 
仍 是 最 具 代 表 性 的 著作 。 由 此 还 可 看 出 ， 即 使 是 人 所 熟知 的 那 
种 投影 几何 与 仿 射 玫 何 ， 其 坐标 的 引入 也 决 非 如 通常 想象 的 那 
样 简单 。 至 于 更 基 于 种 种 不 同 的 公理 系统 之 上 的 各 种 不 同 几 
何 ， 其 数 系 统 与 坐标 系统 引入 的 困难 程度 ， 就 更 不 难 想 象 了 。 

不 仅 如 此 ， 邑 便 从 公理 系统 出 发 ， 到 达 了 坐标 系统 并 建立 
了 相应 的 解析 几何 ， 使 几何 定理 的 证 明 完 全 化 成 纯 代 数 问 题 ， 
也 并 不 见得 就 一 定 容易 。 首 先 ， 由 于 解决 这 些 代 数 问题 的 计算 
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量 往往 过 大 ， 使 人 望而却步 ;其 次 因为 代表 几何 关系 而 出 现 的 
那些 代数 关系 式 往 往 杂 乱 无 章 ， 使 人 无 所 措 手 。 从 这 些 末 乱 无 
章 的 代数 关系 式 中 要 找 出 一 条 途径 ， 以 到 达 要 证 明 的 那些 关系 
式 往往 需要 高 度 的 技巧 。 这 只 要 翻阅 一 下 过 去 的 大 量 著 作 ， 例 
如 Salmon (1, 2, 3) 等 书 就 清楚 了 。 现 在 ， 由 于 计算 机 的 出 
现 ， 对 繁杂 的 计算 已 经 有 了 有 效 的 处 理 办 法 。 因 此 ， 如 和 何 把 条 
乱 无 章 的 代数 关系 式 整 理 得 井然 有 序 ， 使 计算 机 得 以 发 挥 其 威 
力 ， 便 成 为 整个 问题 的 关键 所 在 。 

至 此 ， 几 何 定 理 的 证 明 问 题 可 以 分 成 下 面 三 个 主要 步骤 : 

第 一 步 ， 从 几何 的 公理 系统 出 发 ， 引 进 数 系统 与 坐标 系 
统 ， 使 任意 几何 定理 的 证 明 问 题 成 为 纯 代数 问题 ; 

第 二 步 ， 将 几何 定理 假设 部 分 的 代数 关系 式 进行 整理 ， 然 
后 依 确 定 步骤 验证 定理 终结 部 分 的 代数 关系 式 是 否 可 以 从 假设 
部 分 已 整理 成 序 的 代数 关系 式 中 推出 ; 

第 三 步 ， 依 据 第 二 步 中 的 确定 步骤 编 成 程序 ， 并 在 计算 机 
上 实施 ， 以 得 出 定理 是 否 成 立 的 最 后 结论 。 

我 们 称 第 一 步 为 几何 的 代数 化 与 坐标 化 ， 第 二 步 为 几何 的 
机 械 化 ， 至 于 第 三 步 能 否 使 用 计算 机 作 最 后 验证 ， 完 全 依赖 于 
第 二 步 机 械 化 之 是 否 可 能 。 由 于 计算 机 只 能 识别 有 限 的 事物 ， 
因此 一 个 先决 条 件 乃 是 第 二 步 中 的 代数 关系 式 必 须 都 以 有 限 
的 形式 出 现 。 所 以 ， 如 果 第 二 步 中 的 代数 关系 式 牵 涉 到 连续 、 
极限 一 类 概念 ， 甚 至 以 超越 函数 的 形式 出 现 ， 即 排除 了 使 用 计 
算 机 的 可 能 性 。 相 反 ， 如 果 这 些 代 数 关系 式 都 是 以 多 项 式 的 形 
式 出 现 ， 且 其 系数 都 是 整数 ， 则 对 于 计算 机 的 使 用 只 是 依据 第 
二 步 中 所 确定 的 步骤 编制 程序 的 问题 ， 不 会 有 任何 实质 的 困 
. 难 。 如 果 一 门 几何 可 以 找到 这 样 三 步 (事实 上 只 要 前 面 两 步 即 
可 ) 来 完成 定理 的 证 明 ， 我 们 就 说 这 门 几何 可 以 机 械 化 ， 并 把 
可 以 机 械 化 的 结论 称 为 机 械 化 定理 。 机 械 化 定理 是 否 成 立 ， 依 
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赖 于 第 一 、 二 两 步 能 否 实 现 ， 而 这 两 者 完全 是 纯 理 论 性 的 问 
三。 

一 门 几何 能 和 否 宙 械 化 ， 并 不 显然 。 相 反 。 由 于 通常 的 各 种 
几何 广泛 使 用 了 连续 、 极 限 一 类 概念 ， 尤 其 是 微分 几何 离 不 开 
函数 与 微分 ， 因 而 从 表面 上 看 似乎 不 能 使 用 计算 宙 进 行 证 明 。 
但 事实 上 并 非 如 此 ， 其 道理 颇 为 深奥 。 按 Hilbert 的 《几何 基 
础 》 其 重要 的 一 点 是 说 ， 通 常 几 何 的 基础 完全 可 以 排除 连续 这 
样 一 类 公理 。 在 该 书 俄 译 本 Rashevsky 所 作 的 序言 中 ， 就 曾 明 
确 指 出 了 其 中 心思 想 ， 实 质 上 就 是 几何 学 的 发 展 可 与 连续 公理 
无 关 。 在 Hilbert 的 另 一 篇 关于 Bolyai-Lobachevsky 非 欧 几 何 的 
XÆ (Hilbert (2)) 之 末 ， 也 明确 指出 了 这 一 点 。 正 因为 如 
此 ， 岂 何 的 公理 、 定 理 与 证 明 ， 实 质 上 都 可 以 用 有 限 次 的 构造 
步骤 来 叙述 以 至 完成 。 这 也 就 提供 了 几何 定理 证 明 有 可 能 机 械 
化 的 依据 。 就 著者 所 知 ， 最 早 的 一 条 真正 的 机 械 化 定理 中 见于 
Hilbert 的 《几何 基础 》 一 书 ， 本 书 第 三 章 即 致力 于 这 一 机 械 
化 定理 的 证 明 ， 并 称 之 为 Hilbert 机 械 化 定理 ， 参 见 Wu Wen- 
jun (4), 

同样 的 论点 也 适用 于 微分 几何 。 如 果 抛 开 几 何 的 实质 ， 只 
从 形式 逻辑 关系 来 考虑 (定理 的 证 明 要 求 这 一 点 已 经 足够 )， 
在 微分 几何 的 各 种 概念 与 定理 的 叙述 中 出 现 的 那 种 应 数 与 导数 
完全 可 以 形式 地 来 对 待 ， 而 不 必 考 虑 其 是 否 与 真正 的 连续 性 或 
极限 过 程 有 关 。 因 此 ， 即 使 是 微分 几何 的 定理 证 明 ， 也 存在 着 
通过 有 限 次 形式 上 的 构造 步骤 借助 于 计算 机 来 进行 定理 证 明 的 
可 能 性 。 事 实 上 ， 情 况 也 确实 如 此 。 我 们 已 经 通过 计算 机 证 明 
了 微分 几何 的 某 些 定理 ， 而 且 在 微型 计算 机 上 也 做 过 一 些 试 
验 ， 人 参阅 Wu Wen-jun (2, 3) PAX. 

我 们 把 几何 按 其 是 否 涉 及 微分 而 粗略 地 分 成 两 大 类 ， 一 类 
是 微分 几何 ， 另 一 类 则 是 所 谓 的 初等 几何 。 为 方便 ， 现 改称 通 
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常 称 为 欧 氏 几何 的 那 种 初等 几何 为 常用 几何 。 著 者 将 陆续 阐明 
各 种 几何 机 械 化 的 理论 与 方法 。 本 书 只 论述 初等 几何 机 械 化 的 
基本 原理 ， 在 男 一 本 与 此 并 行 的 姐妹 篇 《几何 定理 机 器 证 明 的 
理论 、 方 法 与 实践 《初等 几何 部 分 )》 中 ， 将 曾 明 这 一 机 械 化 
理论 与 方法 在 计算 机 上 的 有 具体 实施 ， 其 中 包括 程序 的 编制 ， 计 
算 量 的 估计 ， 具 体 定 理 的 证 明 ， 新 定理 的 发 明 以 及 几何 的 理论 
和 方法 对 计算 机 使 用 效率 的 改进 与 各 种 应 用 等 等 。 在 本 书 以 后 
的 有 关 书 籍 中 则 将 致力 于 畏 述 微分 几何 的 机 械 化 问题 以 及 各 种 
有 关 的 理论 问题 。 

本 书 共 分 六 章 。 前 两 章 是 关于 几何 机 械 化 的 预备 知识 。 作 
为 实例 ， 我 们 集中 讨论 常用 几何 ， 即 通常 所 称 的 欧 几 里 得 几 
何 ， 并 详细 说 明 从 公理 出 发 建立 坐标 系统 的 过 程 。 为 简便 起 
见 ， 只 讨论 平面 情形 ; 又 为 了 讨论 有 所 遵循 ， 一 切 都 围绕 
Hilbert 所 提出 的 五 类 公理 进行 (这 五 类 公理 是 关联 公理 、 次 
子 人 公理、 全 合 公 理 、 平 行 公 理 与 连续 公理 )。Hilbert 在 建立 常 
用 几何 时 按 弃 了 连续 公理 ， 但 次 序 公理 和 关联 公理 则 贯穿 在 他 
的 整个 体系 中 ， 甚 至 全 合 概念 与 全 合 公 理 本 身 都 不 能 独立 于 次 
序 概念 之 外 来 叙述 。 如 何不 依赖 于 次 序 概念 与 次 序 公 理 而 较 蛙 
地 引入 垂直 、 全 合 以 及 其 它 度量 概念 ， 似 乎 为 Hjelmslev 首先 
提出 ， 并 一 直 延 续 到 本 世纪 五 六 十 年 代 ， 参 阅 Bachmann L1) 
及 Klingenberg, Lenz, Reidemeister, Schiilte, Sperner, Win- 
ternitz 等 的 著作 。 他 们 的 着 眼 点 似 在 研究 反应 一 些 几 何 主要 概 
念 的 不 同 公理 组 之 间 的 逻辑 依存 关系 。 与 此 相反 ， 本 书 的 目的 
在 于 几何 的 机 械 化 ， 而 不 在 于 几何 的 公理 化 。 对 于 公理 的 独立 
性 与 相互 依存 问题 不 是 我 们 的 旨 趣 所 在 。 但 是 就 机 械 化 这 一 主 
题 而 论 ， 在 机 械 化 的 理论 与 方法 上 有 无 次 序 公理 却 大 不 相同 。 
此 外 ， 在 一 些 现代 几何 ， 例 如 代数 几何 中 ， 主 要 考虑 的 是 复数 
域 或 特征 为 0 的 任意 数 域 ， 根 本 不 存在 任何 次 序 关系 。 即 使 在 

435 


有 次 序 关 系 的 几何 中 ， 真 正 涉及 到 次 序 关系 的 定理 也 并 不 占 主 
要 地 位 。 凡 此 种 种 ， 说 明 在 从 公理 出 发 建立 几何 时 ， 次 序 关 系 
有 必要 退 居 较 次 要 的 地 位 。 为 此 ， 在 前 两 章 建立 常用 几何 的 过 
程 中 ， 次 序 关系 尽量 移 后 ， 而 逐步 引入 各 种 无 序 几何 与 有 序 几 
何 。 在 引入 几何 的 数 系统 以 完成 前 面 第 一 步 所 说 的 代数 化 与 坐 
标 化 时 ， 虽 然 仍 象 Hilbert 一 书 那 样 ， 主要 依据 以 Desargues 
Pascal 命名 的 两 条 公理 ， 但 已 不 再 象 Hilbert 那样 把 次 序 公 
挫 杂 其 间 。 此 外 ， 我 们 又 添加 了 一 条 无 限 公 理 ， 借 以 排除 一 
有 限 几 何 。 因 为 从 机 械 化 的 角度 来 看 ， 有 限 几 何 可 以 机 械 化 是 
显然 的 。 

本 书 的 后 四 章 致 力 于 几何 的 机 械 化 问题 。 传 统 的 欧 几 里 得 
证 明定 理 的 方法 要 求 对 个 别 的 定理 寻求 个 别 的 证 法 ， 而 且 每 一 
证 明 总 是 要 求 某 种 新 的 、 往 往 是 奇 巧 的 想法 (参阅 Kline (1) 
的 307—308 页 ， 中 译本 的 卫 . 8)。 本 书 关 于 几何 定理 证 明 的 
机 械 化 寻求 的 是 一 般 方 法 ， 它 不 仅 适 用 于 个 别 的 定理 ， 而 且 适 
用 于 整个 某 一 类 型 的 定理 ， 甚 至 可 以 说 是 某 一 种 几何 的 所 有 定 
理 。 只 要 依照 书 中 所 述 的 方法 机 械 地 进行 ， 在 有 限 步 之 后 ， 就 
可 对 整个 一 类 定理 得 到 统一 的 证 真 或 证 伪 ， 而 无 分 难 易 ， 要 做 
到 这 一 点 ， 必 须 通过 以 数量 关系 为 主 的 代数 方法 来 实现 ， 而 几 
何 的 代数 化 乃 是 关键 性 的 一 步 。 这 正好 符合 Descartes 采用 代 
数 方法 把 推理 程序 机 械 化 以 致 减 小 解 题 工作 量 的 想法 ( 见 
Kline [1) )， 也 正 象 早期 的 几何 代数 化 天 元 术 的 创立 者 之 一 ， 
我 国 元 代 朱 世 杰 (13 世纪 ) 在 《 算 学 启蒙 ) (1299) 中 说 “以 
天 元 演 之 ， 明 源 活 法 ， 省 功 数 倍 ”"。 总 之 ， 如 果真 能 做 到 有 效 
的 机 械 化 ， 则 不 妨 借用 Chasles [1] 269 页 上 的 一 句 话 :“ 为 几 
何 巨 厦 添 砖 加 瓦 ， 从 此 就 用 不 着 天 才 那 样 的 人 物 了 ”。 

并 不 是 每 一 种 几何 或 任意 一 类 定理 都 能 找到 机 械 化 的 证 
法 。 对 于 确实 可 以 进行 机 械 化 证 明 的 定理 ， 我 们 提出 三 种 不 同 
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的 类 型 ， 它 们 可 以 用 三 种 机 械 化 方法 来 证 明 ， 并 将 分 别 在 三 、 
四 、 五 章 中 讨论 。 每 一 种 类 型 都 须 假定 第 一 步 的 代数 化 与 坐标 
化 已 经 完成 ， 而 且 可 把 几何 定理 的 证 明 问 题 化 为 一 些 代 数 关系 
式 的 处 理 问题 。 第 一 种 类 型 定理 的 特征 是 假设 部 分 的 代数 关系 
式 对 于 某 些 特定 变量 都 必须 是 线性 的 。 这 类 定理 包括 所 谓 一 类 
构造 型 的 纯 交 点 定理 ， 其 证 明 的 机 械 化 方法 也 见 Hilbert [1]. 
为 此 我 们 称 这 一 结果 为 Hilbert 机 械 化 定理 。 第 二 种 类 型 定理 
的 特征 是 假设 与 终结 部 分 的 代数 关系 式 都 可 以 多 项 式 的 方程 来 
表示 。 这 种 类 型 定理 的 机 械 化 证 明 方 法 在 Wu Wen-jun [2] 一 
文中 首先 提出 ， 并 在 多 种 计算 机 
征 是 假设 与 终结 部 分 可 以 是 任意 | 
的 多 项 式 等 式 或 不 等 式 ， 但 其 系 
数 必须 在 一 实 闭 域 中 ， 因 而 原来 
的 几何 必须 有 次 序 关 系 。 这 种 类 
型 定理 的 机 械 化 证 法 为 Tarski 图 1 
在 1950 年 [1] 一 文中 给 出 ， 因 
而 我 们 称 相 应 的 结果 为 Tarski 机 械 化 定理 。 上 述 三 种 机 械 化 
定理 各 有 其 适用 的 范围 ， 特 别 是 第 二 与 第 三 两 种 互 不 包含 。 我 
们 的 机 械 化 定理 不 适用 于 终结 含有 次 序 关 系 的 那 种 定理 的 证 
明 ， 而 Tarski 的 机 械 化 定理 则 只 适用 于 几何 数 域 为 实 闭 域 而 
不 能 适用 于 几何 数 域 为 复数 域 或 其 它 一般 数 域 的 情形 。 从 适用 
HAR, =A (SUI, I, DXF) 的 相互 关系 如 图 工 所 
示 ; 就 方法 而 论 ， 则 三 者 各 异 。 因 而 在 所 属 范 围 互相 重合 的 那 
些 部 分 ， 其 定理 可 用 儿 种 不 同 的 机 械 化 方法 来 证 明 。 就 证 明 的 
效率 来 讲 ， 工 最 高 ， 即 使 用 手 算 也 可 以 证 明 颇 不 简单 的 定理 。 
开 次 之 ， 用 手 算 虽 难以 见 功 ， 但 若 使 用 计算 机 ， 即 使 是 一 台 微 
型 的 计算 机 也 可 以 证 明 很 不 简单 的 定理 。 至 于 了 于， 则 效率 颇 
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低 ， 迄今 为 止 ， 还 没有 听 说 过 据 之 以 证 出 什么 稍 有 意义 的 定理 
来 ， 即 使 用 大 型 快速 的 计算 机 也 是 如 此 。 

由 于 Hilbert 的 机 械 化 方法 使 用 范围 过 狱 ， 而 Tarski 的 机 
械 化 方法 效率 又 过 低 ， 故 在 本 书 的 第 三 、 五 两 章 对 此 分 别 作 了 
简短 的 介绍 。 重 点 是 第 四 章 。 这 一 章 的 机 械 化 方法 在 理论 上 需 
要 代数 几何 的 帮助 。 虽 然 现 代 的 代数 几何 是 当前 数学 中 最 活 呈 
的 分 支 ， 但 是 却 不 合 我 们 的 需要 。 原 因 是 现代 的 代数 几何 几乎 
纯粹 是 存在 性 的 ， 而 对 于 机 械 化 的 要 求 来 说 ， 所 提供 的 手段 必 
须 是 构造 性 的 ， 只 有 这 样 才 有 可 能 将 相应 的 步骤 在 计算 机 上 逐 
一 实现 。 所 幸 的 是 ，Ritt [1, 2] 两 书 中 早已 发 展 了 这 种 代数 
几何 的 构造 性 理论 ， 恰 好 符合 我 们 的 需要 。 只 是 Ritt 的 论证 
使 用 了 分 析 的 方法 ， 而 连续 、 极 限 等 概念 与 机 械 化 证 法 不 相 
容 ， 所 以 必须 进行 适当 的 改造 。 第 四 章 中 的 部 分 内 容 即 致力 于 
此 。 其 中 如 多 项 式 组 的 约 化 整 序 等 概念 与 方法 都 出 自 Ritt, R 
是 在 叙述 七 有 所 不 同 。Ritt 方法 还 用 于 微分 几何 定理 的 机 械 化 
证 明 ， 其 简略 的 叙述 见 Wu Wen-jun [2, 3] Hx. IiE, $ 
者 在 有 关 的 书籍 中 将 有 更 详尽 的 论证 。 

应 用 这 几 章 的 方法 来 考察 几何 ， 则 可 证 明 在 第 一 、 二 章 中 
通 向 常用 几何 的 过 程 中 所 出 现 的 各 种 无 序 的 与 有 序 的 几何 ， 从 
所 谓 无 序 Pascal 几何 起 ， 其 定理 的 证 明 都 可 机 械 化 。 在 第 六 章 
中 ， 我 们 同样 考察 了 与 常用 几何 有 别 的 一 些 几 何 ， 如 投影 几 
{oy AX Bey RY Sy BR Ba AY AE KUL fal. Mobius 与 Laguerre 的 两 种 圆 
几何 学 等 ， 证 明了 类 似 的 机 械 化 定理 。 因 为 这 些 几 何 从 公理 化 
到 坐标 化 的 过 程 颇 为 元 长 ， 故 不 能 象 第 一 、 二 章 那 样 再 作 详 细 
论证 。 

虽然 本 书展 示 了 不 少 可 以 机 械 化 的 几何 ， 但 决 不 是 任意 一 
种 几何 都 可 以 机 械 化 ， 关 键 在 于 Pappus 或 Pascal 公理 是 否 成 
L, BOIL (il Rt A BER AY FEE CIR BE I. RUE, RNO 
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有 下 面 的 推测 : 

推测 Desargues 几何 不 能 机 械 化 。 

但 我 们 未 能 证 明 这 一 推测 ， 数 理 逻 辑 的 专家 们 可 能 会 作出 
正确 的 答案 。 

自 著者 在 1976 年 和 1977 年 之 交 发 现 本 书 第 五 章 所 示 几 何 
定理 的 机 械 化 证 明 方 法 以 来 ， 已 经 荃 黄 五 年 有 余 。 这 期 间 ， 著 
者 受到 了 许多 鼓励 ， 有 时 颇 出 本 人 意料 之 外 的 热心 帮助 。 由 于 
人 数 太 多 ， 无 法 一 一 列举 ， 现 只 略 举 三 人 。 

在 理论 上 著者 深切 感谢 胡 世 华 同 志和 王 浩 先生 的 鼓励 与 文 
持 。 著 者 关于 定理 证 明 机 械 化 的 思想 和 方法 与 长 期 形成 的 传统 
思想 方法 相抵 触 ， 如 果 当 时 不 是 胡 志 华 同志 从 数理 逻辑 的 角度 
伊始 就 子 以 首肯 ， 中 途 天 折 也 不 是 不 可 能 的 。 至 于 王 浩 先生 ， 
他 在 机 器 证 明 上 突破 性 的 成 就 早已 脸 炙 人 人口， 而 其 有 关机 器 证 
明 的 一 些 精辟 论点 ， 更 是 发 人 深 省 。 诸 如 以 量 的 复杂 取代 质 的 
困难 ， 以 及 基础 机 证 与 特例 机 证 应 有 所 区 别 等 论点 ， 都 使 著者 
在 研究 过 程 中 深 受 启发 。 

兰 繁 书 同 志 曾 设法 为 著者 在 长 城 203 台式 计算 机 上 进行 实 
践 ， 提 供 了 许多 方便 。 由 于 在 那 台 计算 机 上 进行 了 几 个 月 的 实 
践 ， 才 使 著者 有 决心 设法 购 取 一 台 较 现代 化 的 台式 计算 机 进行 
多 种 试验 。 这 些 试验 说 明 我 们 的 方法 可 以 付 诸 实践 ， 而 不 致 停 
留 在 纯 理 论 上 ， 成 为 纸上谈兵 。 因 此 ， 特 向 重 繁 书 同 志 致 以 最 
深切 的 谢意 。 
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非 构造 性 观点 在 现代 数学 研究 中 普遍 流行 。 这 种 观点 往往 
主要 考虑 对 象 的 一 些 性 质 ， 如 存在 性 、 可 能 性 等 问题 ， 不 大 关 
心 如 何 求 出 解答 、 或 将 能 行 的 方法 子 以 有 效 的 实现 。 应 用 上 对 
构造 性 数学 要 求 非常 迫切 。 一 个 工程 师 对 于 方程 解 的 存在 唯一 
性 不 会 有 太 多 的 兴趣 ， 而 更 关心 一 些 典型 的 特 解 ， 或 利用 微 扰 
方法 找 出 近似 解 。 机 豆 定 理 证 明 同 数学 提出 许多 构造 性 的 问 
题 ， 例 如 将 代数 艇 如 何 分 成 不 可 约 分 文 ， 把 一 正定 多 元 多 项 式 
如 何 表 示 成 为 有 理 范 数 的 平方 和 等 。 这 些 问题 在 非 构造 性 观点 
下 被 搁置 多 年 ， 目 前 尚 无 有 效 的 处 理 方 法 。 历 史上 ， 中 国 古 代 
数学 基本 上 是 构造 性 的 。 在 西方 ， 非 构造 性 观点 从 上 世纪 来 才 
逐渐 盛行 。 实 际 研究 中 有 许多 问题 ， 一 时 难以 给 出 构造 性 的 处 
理 ， 因 而 首先 研究 存在 性 、 可 能 性 等 有 关 问 题 ， 但 最 终 应 是 构 
造 性 的 。 值 得 注意 的 是 ， 近 来 由 于 各 种 原因 的 促进 ， 构 造 性 观 
点 的 抬头 有 了 一 些 明 显 趋势 。 

举 一 些 例子 。 

例 1 线性 联 立 方程 组 。 按 非 构造 性 的 观点 ， 仅 考虑 有 没 
有 解 ， 解 空间 的 性 质 等 ， 构 造 性 观点 还 要 求 给 出 求解 方法 。50 
年 代 计 算 机 的 发 展 促使 人 们 认真 考虑 这 一 问题 ，Cramer 办 法 
形式 漂亮 ， 实 际 上 并 不 可 行 ，Ganuss 消去 法 才 是 行 之 有 效 的 。 
在 中 国 ， 很 早 就 出 现 了 完整 的 消去 法 ， 于 50~100B. CRB 


* 本 文摘 自 《数学 进展 )，1985 年 第 14 期 。 
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的 《 九 章 算术 》 卷 八方 程 术 中 就 详细 记述 了 这 种 方法 。 其 中 列 
举 了 和 寿 干 例题 ， 第 一 问 完 整地 给 出 了 方法 的 步 又， 其 它 各 问 则 
指出 了 不 同 的 要 点 ， 且 已 出 现 正 负数 的 概念 。 近 来 ， 我 们 用 机 
器 证 明 中 的 整 序 原理 ， 对 高 次 联 立 方程 组 提出 类 似 的 三 角 算 
法 。 

例 2 方程 论 。 其 中 代数 基本 定理 非常 重要 ,但 它 是 非 构 
造 性 的 , 进一步 地 给 出 求解 方法 按照 Galois 理论 就 必须 有 限制 ， 
只 能 求 近 似 解 , 局 限 在 实数 范围 内 西方 在 19 世纪 有 Horner 方 
法 。 中 国 发 展 到 宋代 , 秦 九 韶 (1247 年 ) 已 提出 完整 的 增 乘 开 方 
法 。 近 几 年 Smale、Kuhn 等 人 分 别 根据 前 人 的 工作 创造 了 一 些 
方法 ,进一步 提出 概率 可 行 性 、 同 伦 算法 等 概念 , 对 算法 的 效率 
提出 较 满意 的 分 析 。 

上 面 提 到 的 Galois 理论 也 是 非 构 造 性 的 。 一 般 的 高 次 (nn 
宇 5) 方 程 奇 仅 用 加 减 乘 除 、 开 根 号 等 运算 是 不 可 解 的 , 因为 对 应 
的 Galois 群 不 可 解 。 正 因为 没有 有 效 的 方法 求 Galois 群 , 所 以 
给 了 一 个 高 次 方程 ,我 们 还 是 无 从 知道 它 是 否 可 解 。 从 另 一 角 
度 看 ,如 果 扩 大 求解 的 工具 (例如 包含 椭圆 函数 等 ) ,五 次 方程 就 
可 解 。 可 见 Galois 理论 本 身 还 有 很 多 问题 。 

例 3 因 式 分 解 。 看 起 来 这 好 象 是 个 简单 问题 。 按 非 构 造 
性 的 观点 (或 通常 代数 书 中 所 写 的 ), 只 考虑 把 整数 环 推广 成 一 
种 唯一 因子 分 解 环 (UFD), 再 研究 UFD 的 一 些 性 质 ( 如 UFD 
的 多 项 式 环 仍 是 UFD 等 ), 可 是 对 具体 的 环 如 何 进行 分 解 就 不 
管 了 。 近 十 年 来 由 于 计算 机 的 影响 , 这 问题 重新 引起 注意 ,提出 
许多 方法 ,效率 并 不 高 。 

例 4 代数 几何 。 这 是 目前 非常 活跃 的 领域 ,有 相当 多 的 
流派 与 研究 代数 几何 的 方法 , 可 是 除了 J.F. Ritt 的 以 外 , 基本 
上 都 是 非 构造 性 的 。 例 如 他 们 一 开始 就 假定 代数 复分解 为 不 可 
分 的 或 不 可 约 的 分 支 , 然后 研究 不 可 约 分 支 的 几何 性 质 
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等 等 。 一 种 简单 .重要 的 情形 是 由 一 些 多 项 式 方程 定义 的 代数 
ÎR: 
Fil tiss, £a) =0, 
fe t, Xn) =0. 

可 是 对 这 种 代数 往 如 何 分 解 成 不 可 约 分 支 并 没有 引起 注意 , 研 
究 中 给 出 的 不 可 约 判 别 法 并 不 实用 。 

在 西方 ,数学 研究 的 一 个 转折 点 是 不 变 式 论 , 在 此 以 前 的 数 
学 是 构造 性 的 ,而且 当 时 要 求 必须 如 此 ,要 证 明 存 在 就 必须 同时 
给 出 求法 ,这 当然 是 一 种 东 缚 。 不 变 式 的 研究 曾 是 19 世纪 数学 
的 中 心 课题 之 一 ,在 几何 研究 中 非常 重要 。 例 如 在 投影 几何 中 ， 
取 齐 次 坐标 (xz, y), 考 虑 n 个 点 ,一 般 用 n KRF Easy i= 
0 表达 。 由 2 个 点 (或 a;) 可 以 造 出 一 些 式 子 , 其 中 有 几何 意义 
的 应 当 在 线性 替换 下 不 变 或 者 相差 一 个 因子 , 这 种 式 子 就 是 所 
谓 不 变 式 。 不 变 式 可 以 有 很 多 个 。 例 如 若 L, 1, 是 , 则 1, 17 + 
1; 也 是 , 一 个 基本 问题 是 能 否 找 出 有 限 个 不 变 式 , 使 得 其 它 的 
都 可 以 通过 多 项 式 表 示 出 来 。 当 时 的 研究 是 通过 大 量 的 计算 ， 
Gordan 彻底 地 解决 了 两 个 变数 的 情形 。 三 个 或 更 多 个 变数 问 
题 变 得 非常 复杂 、 困 难 , 不 过 Hilbert 相当 简洁 地 证 明了 有 限 基 
的 存在 性 , 当时 的 构造 性 观点 感到 难以 接受 , 后 来 , Hilbert 也 给 
出 了 如 何 求 的 方法 *。 不 变 式 研究 因为 过 于 繁 难 沉 寂 下 来 ,但 
是 数学 不 能 回避 这 种 重要 问题 , 如 Dieudonné 所 说 : “不 变 式 论 
RR AARC, BER PIR BS AE” (LE (Invariant Theory, Old 
and New), Academic Press, Inc. 1970)。 现 在 又 开始 有 了 新 的 研 


* 尽管 Hilbert 是 公理 化 的 代表 人 物 , 他 的 许多 工作 是 构造 性 的 。 如 机 器 证 明 的 
想法 由 Hilbert 数理 馆 辑 的 工作 开始 具体 化 ,对 只 满足 从 属 .平行 关系 的 纯 交 点 型 定 
理 , 他 实际 上 给 出 机 械 化 的 算法 , 现 命 名 为 Hilbert 机 械 化 定理 。 
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究 。 例 如 借助 于 计算 机 , 可 以 期 望 将 19 世纪 不 变 式 的 计算 推进 
一 步 , 不 变 式 论 也 会 有 更 广泛 的 应 用 (如 Mumford ££ (Geometric 
Invariant Theory) 中 用 此 求解 代数 曲线 的 模 空 间 问 题 )。 最 近 ， 
在 Bull of AMS, Vol 10(1984). No.1 上 有 介绍 19 世纪 不 变 式 
论 的 长 篇 文章 ,提出 了 许多 问题 , 一些 19 世纪 有 关 的 书 又 予以 
重印 ,这 也 是 构造 性 数学 抬头 的 一 个 迹象 。 

前 面 提 到 , 中 国 古 代 创 造 了 方程 术 , 增 乘 开 方法 等 构造 性 的 
方法 , 它 的 数学 基本 上 是 构造 性 的 。 作 者 从 事 几 何 机 器 证 明 的 
研究 就 是 在 中 国 古 代数 学 的 启发 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 
的 。 继 藉 中 国 的 数学 遗产 的 远景 相当 开 益 , 有 待 后 人 作 长 时 间 
的 努力 。 下 面 以 中 国 剩余 定理 为 例 ,说 明 构 造 性 与 非 构 造 性 方 
法 的 区 别 , 特别 看 一 看 流传 下 来 的 中 国 的 方法 。 

中 国 剩余 定理 :车 m1,…, m, 互 素 , xi, u, 已 知 , 则 存在 
唯一 的 u E [0, mi, =, m,), WE 

u=u;(mod m;), 7 二 1,2,……，7o 
非 构造 性 证 明 ” :唯一 性 没有 问题 ,看 存在 性 。 
作 映 射 : 
2 
vi ——>(v(modm,), =, v(modm, ))。 
映射 是 单 的 , 两边 都 有 M= mmm, 个 元 素 , 因而 两 边 是 一 
一 对 应 ,证 得 存在 性 。 

这 是 个 很 漂亮 的 证 明 , 但 是 v 无 从 知道 。 

构造 性 证 明 ”: 先 求 出 Ni ,使 
1(modm;), 
ee A 


= 参见 ( 钱 宝 琼 科学 史 论文 集 )P536 一 537。 
== ”这 两 个 证 明 引 自 Knuth, Arts of Programming, vol2, 
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u,N,+ uNa te + u, N, 对 M 的 余数 就 是 解 。 
据 Euler 定理 , 可 取 
Nj=(m mj mm) "1(modm,;), 

p (m;) Æ Euler KX, CFF O0, m) 中 与 mj 互 素 的 
整数 的 个 数 ， 能 够 计算 出 来 。 

这 个 定理 来 自 中 国 ， 早 在 《孙子 算 经 》 中 已 有 此 类 问题 ， 
到 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 成 型 ， 谓 之 “大 衍 求 一 术 ”。 所 谓 求 
一 ， 就 是 上 面 求 N, “大 衍 ” 隐 指 天 意 或 自然 规律 。 一 次 同 余 
式 问题 的 解法 是 为 适应 天 文学 家 修改 历法 的 要 求 而 产生 的 。 秦 
九 部 称 “ 圣 有 大 衍 ， 微 富 于 《 易 〉”， 将 其 赋 于 一 种 神秘 色彩 。 
实际 上 ， 问 题 来 源 于 天 文 ， 中 国 证 代 历法 不 象 现 在 公历 定 耶 稣 
下 生 那 一 年 为 元 年 ， 而 主要 是 根据 日 月 运行 的 客观 现象 制定 
的 。 古 代 天 文学 家 假设 在 远古 时 代 有 一 年 的 冬至 节气 恰恰 在 甲 
子 日 的 上 午 零 时 ， 并 且 日 月 合 朔 也 与 冬至 节气 一 个 时 刻 。 有 这 
么 一 天 的 年 度 称 为 上 元 ， 从 上 元 到 本 年 经 过 的 年 数 称 为 上 元 积 
年 。 一 个 历法 有 了 上 元 积 年 以 后 ， 任 何 一 年 的 冬至 节气 的 日 
名 、 时 刻 ， 与 任何 一 月 平 朔 的 日 名 、 时 刻 都 很 容易 安排 出 来 
了 。 在 既 知 本 年 冬至 的 日 名 《〈 平 文 )、 时 刻 和 十 一 月 平 朔 的 日 
名 时 刻 的 条 件 下 ， 推 算 这 一 年 的 上 元 积 年 是 一 个 一 次 同 余 式 问 
题 。 设 a 为 一 回归 年 〈 从 冬至 到 冬至 ) ARM, Ri 为 从 本 年 冬 
至 前 的 甲子 日 零 时 到 冬至 时 的 日 数 ，5。 为 一 朔望月 (从 平 朔 到 
FH) 的 日 数 ，R;, 为 从 十 一 月 平 朔 时 到 冬至 时 的 日 数 ， 那 么 
上 元 积 年 满足 下 列 同 余 式 组 : 

aN =R, (mod60) 
= R, (modb )。 

古代 著 书 的 方式 是 先 给 出 具体 的 问题 (CH), MRE 
( 答 )， 然 后 指出 求解 方法 ( 术 )。 后 人 还 可 将 体会 与 发 展 〈 包 
括 证 明 ) 写 进去 ( 注 )。 到 了 宋代 ， 出 现 了 印刷 术 ， 秦 九 韶 还 
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加 了 “ 草 ”， 以 说 明 详 细 的 计算 过 程 。 

秦 九 姜 的 方法 : 

为 求 N;， 先 找 k, E 

kımı m; m,=1 (modm;)。 

则 取 N) 二 km1… m; m, 即 可 。 

兹 举 《 数 书 九 章 》 大 衍 类 最 后 一 道 题 “ 余 米 推 数 ” 如 下 。 

H: 有 米 铺 ， 诉 被 盗 去 米 一 般 三 黎 ， 客 适 满 ， 不 计 细 数 。 
SEESH—S, PI SRM -AHAA, FHS RB—A. IR 
R, AACA H=4. PYRE, EARS, WEA 
F, CRAKE, EPS, SAR. APRA, Ae 
8, BAS, BIBRA. HAAR. RICA, SHNBA— 
升 九 合 ， 木 履 容 一 升 七 合 ， 治 梳 容 一 升 二 合 。 和 欲 知 所 失 米 数 ， 
计 赃 结 断 三 盗 各 几何 。 

问题 归于 解 三 乞 一 次 同 余 方 程 组 。 

已 知 : 

PXK = u;=1, 14, 1 ( 合 )， 

A = m; =19, 17, 12 (#8), 

K: PEX = u=u; (modm;)o 
ARE: 以 大 衍 求 之 。 


列 三 器 所 容 ， 为 元 数 ; FER (= 器 容 ) 

连环 求 等 ， 约 为 定 母 ; ERE ( = m;) 

(FEFEA GORA AF) 

以 相 乘 ， 为 衍 母 IE M = Im, 

De SAE, ERT 衍 数 M; = M/m; = mi… M; 


各 满 定 母 ， 去 之 ， 得 奇 奇数 = Rem (M/E) = 
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RZ, 乘 率 =k， 用 大 衍 求 之 


以 乘 衍 数 ， 得 用 数 。 k; * 奇数 圭 1mod 定 母 
次 以 剩 米 乘 用 。 用 数 N; = RR * TRL = 局 AM 
并 之 ， 为 总 。 剩 米 = u; 
满 衍 母 ， 去 之 ， 不 满 ， BR = D uN, = SK 
为 每 算 米 。 x* 用 数 
各 以 剩 米 减 之 ， 余 为 甲 每 算 米 = Rem (总 数 / 衍 母 ) 
LAAX. RAX = BES OK -RK 
并 之 为 共 失 米 。 RX =LA 
这 种 方法 可 用 于 m, e, m 有 公 因 子 的 情形 。 而 此 时 
西方 的 方法 失效 。 
本 题 具 体 数 字 如 下 : 
元 数 19 17 12 
ERE m; 19 17 12 
WIRE M= Im, 19 x 17 X 12 = 3876 
衍 数 M;=M/m; 204 228 323 
奇数 Rem(M,/m;) 14 7 11 
wK (FAK), 15 5 11 
(k; * Rem ( M;/m;) = 
lmodm;) 
3060 1140 3553 
| 1 14 1 
用 数 ON; = 2M, 3060 + 15960 + 3553 = 
IK uj; 22573 
总 = 之 剩 米 * 用 数 Rem ( 22573/3876 ) = 


每 算 米 = Rem( {3/77 ) 3193 
关键 一 步 , 如 何 求 乘 率 
k * 奇数 圭 1mod 定 母 。. 
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举 同 书 第 二 卷 中 “分 哩 推 原 " 为 例 说 明 。 
奇数 =65, 定 母 =83。 
RHEE 上 ,使 kx 4 M=1mod 定 母 。 


Zat E, EEF, i aes 
WKIG—TF AL. 0 83 |1 
所 得 商 数 , 与 左上 相生 入 
左下 。 
然后 乃 以 右 行 上 下 , 以 少 1 65 |3 
除 多 , 递 互 除 之 。 1 18 
所 得 商 数 , 随即 递 互 罗 Y 
X, 4 11 
归 左 行 上 下 。 c aeda 
须 使 右上 末 后 奇 一 而 止 ， | 
乃 验 左上 所 得 , 以 为 乘 
2 4 11 i1 
率 ， 
或 奇数 已 见 单一 者 ， am 
便 为 乘 率 。 v 
9 4 ( 递 互 除 之 ， 
有 i HF FE ) 
1 
9 4 Il 
14 3 
i 
23 1 
14 3 
FEF k = 23 
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西法 须 求 N= 65°?) = 65", 简直 无 法 计算 , 用 大 衔 求 一 术 
做 则 效率 相当 高 , 其 原理 是 : 


r daa c * 4} WM—=rmod 定 母 ， 
c * 奇数 圭一 mod €E FX, 


HE r+ qO-r )=r 之 (gc +c) * F=—r' mod 定 母 。 


证 ge + (— 9) =~ (ge +c’) * A= — r mod BE 
(本 文 是 胡 森 \ 王 东明 根据 作者 在 中 科 院 研究 生 讲 授 《 机 器 
证 明 》 课 中 一 节 整 理 而 成 ,已 经 本 人 审阅 。) 
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分 角 线 相等 的 三 角形 
一 一 初等 几何 机 器 证 明 问 题 


一 、 一 个 古老 问题 :“ 两 条 内 分 角 线 
相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ” 


初中 谍 本 里 有 一 这 题目 : 

求证 等 腰 三 角形 两 个 底 角 的 内 分 角 线 ” 相等 。 
这 是 初中 生 都 会 解决 的 简单 问题 。 

但 是 ， 这 个 命题 的 逆 命 题 : 

两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 
看 起 来 十 分 简单 ， 却 并 不 是 容易 证 明 的 。 如 果 不 信 ， 请 你 自己 
试 一 试 。 

这 是 一 个 古老 问题 。 

从 古 至 今 ， 有 很 多 人 用 了 很 多 方法 证 明 这 个 道 命题 ， 但 都 


* 本 文摘 自 《分 角 线 相等 的 三 角形 》( 吴 文俊 、 昌 学 礼 著 )， 人 民 教 育 出 版 社 ， 
1985 年 。 
wx 三 角形 一 个 角 的 内 分 角 线 是 指 4 
这 个 内 角 的 平分 线 从 顶点 到 与 对 边 
的 交点 闻 的 线段 ， 外 分 角 线 是 指 外 D 
角 的 平分 线 从 顶点 到 与 对 边 的 交点 B C 
间 的 线段 。 如 图 的 和 ABC A, BD 
是 一 条 内 分 角 线 ，BE 是 一 条 外 分 
角 线 。 
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不 是 轻而易举 的 。 下 面 举 出 其 中 比较 起 来 简单 些 的 几 种 证 法 。 
1. 利用 反 证 法 
已 知 在 人 ABC 中 ， 内 分 角 线 
BD 和 CE 相等 。 求 证 
AB = AC (如 图 1)。 
证 明 : 假定 ABAAC. Hik AB 
> AC, WAACB > ABC。 因而 


5 ZACB > = ZABC, 即 一 ACE > 


Z ABDo | 
在 ACE 内 ， 作 人 ECF = Hi 


Z DBA., Mj H Z ECB > ZDBC (分 别 等 于 4 ZACB 和 


5 ZABC), 所 以 仍 有 一 FCB > 一 FBC。 故 得 BF>> CF。 


在 BF ERG 点 ,使 BG=CF. FYE GH/ FC, 与 BD 
ZTH, 

ERA Æ ABGH #1 ACFE 4, Z GBH = Z FCE, BG = 
CF, ZBGH = ZCFE, AIMKABGH@ACFE, W44 BH = 
CE « 

这 和 BD = CE *A#- JE 

因此 不 可 能 有 AB > AC. 

同样 ， 如 果 假 定 AB < 4AC， 那 么 也 会 产生 矛盾 ， 因 此 也 
不 可 能 有 AB< AC。 

这 样 就 证 明了 AB= AC. 

2. 利用 直接 证 法 

已 知 在 全 ABC 中 ， 内 分 角 线 BD 和 CE 相等 。 求 证 AB 
SACs 

证 明 : 命 人 ABC =2a, Z ACB =2B. 
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YE DF 14 “BDF = B, E BF 使 人 DBF = “CEB, WAI 
2s 


图 2 
it DF 5 BF XF F, WHEADBF 和 人 和 CEB P, BDF = 
ZECB, Z DBF = /CEB, H BD = EC, KR ADBF 2 
ACEB, Alt, Z BFD = ZEBC=2a, BF=EB. 
Z FBC = Z FBD + a = Z BEC + a =180° — (2a + B)+ a 
=180° — (a + f), 

Z CDF = ZCDB + 8 = 180° — (a + 28) + B = 180° - 
(a+ B), HH 2a+28<180", -a + B<90°, `- Z FBC = Z CDF 
>90°, X BC = DF, FC = CF, ~. A BCF2 A DFC( MAZE 
有 两 边 及 其 中 一 边 的 对 角 分 别 相 等 , 上 且 这 个 对 角 为 钝 角 , 则 两 三 
角形 全 等 )。.… BF = DC。 

又 因 BF= EB, 所 以 DC= EB。 又 DB=EC, BC=CB, 因 
WA DBCLA ECB. 

<. Z DCB = Z EBC, ~. AB = ACo 

3. 代数 证 法 

已 知 、 求 证 同 (1)、(2)。 设 BC、CA、AB 的 长 分 别 为 a、6、 
c。 则 由 内 分 角 线 的 长 的 公式 ,根据 BD = CE, 可 得 


2 _ Jacs(s— 6) = 2 Vabs(s— 6), (1) 
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其 中 s= 却 (a+6+c)。 
由 (1) 可 得 (a + b)*c(s—b)=(at+c)*b(s—c), 

化 简 , a?cs + 6? cs —2ab*c — b?c = abs + c? bs —2abc? — c*b, 

BN a*s(c— b)+ bcs(b6—-—c) —2abc(b -—c) — bc(b? - c*2) =9,~ 
(b -—c)(a?s — bcs + 2abe + b?c + bc?) =O, 
(b—c)Ca*s — bcs + abc + bc+2s) =0, 

(b—c)(a*s + abc + bcs) =0. (2) 
Bl a >0,.2>0,c>0,s>0, 故 (2) 式 左边 第 二 个 因 式 a*s+ 
abc + bcs >0o 
于 是 由 (2) 式 可 得 5 一 c==0, 即 信 ABC 为 等 腰 三 角形 。 


二 、 传 统 证 法 与 机 器 证 法 


上 市 我 们 提 到 了 一 个 命题 “等 腰 三 角形 两 个 底 角 的 内 分 角 
线 相等 "和 它 的 逆 命 题 “ 两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角 
形 ”"。 原 命题 容易 证 明 , 而 这 个 道 命 题 很 难 证 明 , 这 个 道 命题 成 
为 一 个 古老 问题 ,很 多 人 想 了 很 多 方法 加 以 证 明 。 

读者 们 也 许 都 有 这 个 经 验 , 用 传统 方法 证 明 每 一 个 稍 难 的 
初等 几何 命题 , 都 要 经 过 一 番 巧 思 。 有 的 要 添 这 样 的 辅助 线 ， 
有 的 要 添 那 样 的 辅助 线 。 不 同 的 命题 有 不 同 的 证 法 , 也 就 需 
要 不 同 的 巧 思 , 一 个 新 的 命题 需要 通过 新 的 巧 思 , 找到 新 的 证 
法 。 

下 面 我 们 粗略 介绍 利用 电子 计算 机 来 证 明 初 等 几何 命题 的 
方法 ,简称 机 如 证 法 。 这 种 方法 不 是 特殊 地 适用 于 个 别 的 命题 ， 
而 是 普遍 地 适用 于 初等 几何 的 所 有 命题 , 至 少 是 某 一 类 的 很 多 
命题 。 只 要 按照 这 种 方法 机 械 地 进行 , 在 有 限 步 之 后 , 就 可 对 这 
一 类 中 的 任何 初等 几何 命题 判定 它 是 真是 假 。 命 题 是 真 的 , 这 
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个 命题 就 得 到 了 证 明 ; 命 题 是 假 的 , 这 个 命题 就 得 到 了 否定 。 机 
器 证 明 只 需 机 械 地 进行 , 对 于 这 类 中 的 任何 命题 都 是 按照 同样 
的 步骤 进行 , 不 必 对 特殊 的 命题 运用 特殊 的 巧 思 。 

初等 几何 的 传统 证 明 与 机 器 证 明之 间 的 关系 , 就 象 应 用 题 
的 算术 解法 与 代数 解法 之 间 的 关系 。 

为 了 通俗 易 懂 , 本 文 只 能 对 机 器 证 明 介 绍 一 些 大 致 情况 , 读 
者 如 要 了 解 它 的 详细 情况 以 及 基本 原理 , 可 请 进一步 参阅 (几何 
定理 机 器 证 明 的 基本 原理 (初等 几何 部 分 )》( 科 学 出 版 社 出 版 ， 
吴 文俊 著 ) 等 书 。 


三 、 机 器 证 法 举例 


为 了 说 明 机 器 证 法 的 大 意 , 我们 先 举 一 个 极 简单 的 例子 。 
这 个 例子 用 传统 证 法 完全 可 以 轻易 地 解决 。 以 它 为 例 , 只 是 为 
了 说 明 机 器 证 法 的 大 致 情况 , 为 下 面 进 一 步 说 明 机 器 证 法 作 些 
准备 。 

求证 :平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 。 

设 ABCD 为 平行 四 边 形 ;求证 AC、BD 互相 平分 (如 图 3)。 


D(x, stiz) C(u, » U3) 


(O) A(0,0) B (ui, 0) 


x] 3 
ILAR WEIS RET IL fal J TAB O, 也 是 先 把 几何 问题 化 为 代 
2X [A] 
以 A 点 为 原点 O, 以 AB 为 横 轴 , 作成 直角 坐标 系 。 
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Rl A 点 的 坐标 为 (0,0)。 设 B 点 的 坐标 为 (ui,0),C 点 的 
坐标 为 (wz, us), D 点 的 坐标 为 (xi, us), SAR BD FAC 的 
交点 五 的 坐标 为 (zz, 23) 0 

这 里 uj, wu2, xs 是 独立 坐标 , 而 ris zz, zs 是 随 着 ui, uz, 
u, 而 确定 的 , 所 以 不 是 独立 坐标 。D 的 纵 坐 标 取得 和 C HA 
坐标 一 样 , 都 是 uz, 这 是 已 经 运用 了 DC / AB 的 条 件 。 在 这 
里 ,这 样 做 是 为 了 使 后 面 的 说 明 更 为 简化 而 采取 的 特殊 处 理 。 
实际 上 完全 可 以 不 必 运 用 DC / AB 的 条 件 ,而 把 DD 的 坐标 取 
VE(x1,22),E 的 坐标 取 作 (zx;3, z4), 后面 的 说 明 仍 能 完全 适用 ， 
不 过 上 略 繁 一 些 。 : | 

取 好 坐标 以 后 ,我 们 先 把 本 题 的 题 设 部 分 表示 成 代数 形式 。 


AD // BC 可 以 用 各 一 汪 表示 (斜率 相等 ), 但 在 机 


器 证 明 中 , 不 准许 用 分 式 , 而 把 AD/ BC 用 关于 整 式 的 等 式 来 


(u3—0)(u2- uy) — (xz, -0)Cu3-0) =0,~7 

Bp us3(uU2— uy) ~ xua =Q (1) 

要 注意 等 式 (1) 实 际 上 并 不 只 是 表示 一 般 的 几何 意义 下 的 
AD // BC, 而 是 表示 AD/ BC, 或 A 与 DD 重合 ,或 B 与 C HE, 
或 AD 与 BC 在 同一 条 直线 上 等 几 种 情况 。 这 样 做 , 虽然 好 
象 是 扩大 了 我 们 原来 关于 平行 的 概念 , 但 却 有 利于 研究 更 为 
普遍 的 情况 ,并 且 也 有 利于 找到 关于 机 器 证 明 的 一 个 一 般 步 
RR o | 

E 点 在 BD 上 ,在 机 器 证 明 中 可 以 用 下 面 关 于 整 式 的 等 式 
来 表示 : 


za3(zi 一 zi) 一 as(z 一 ai)=0。 (2) 
同样 ,五 SEAC 上 ,可 以 用 下 式 表示 : 
X3U2 — T2U3 = 0o (3) 
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(1)、(2)、(3) 三 式 表示 本 题 的 题 设 部 分 ( 题 设 DC/ AB 已 
在 取 坐 标 时 用 过 了 )。 

下 面 再 把 本 题 的 终结 部 分 表示 成 代数 形式 。 

EA = EC 就 是 (机 器 证 明 中 不 用 根 式 , 改 用 EA? = EC ,下 
辣 ) 

Z2 + x3=(u2- x2) + (us— z3), 

Ep us —2u,x + ux —2u373=0.6 (4) 

EB = ED 就 是 

(zx2— uy)? + x3 = (21 - £2) + (ws — 23)’, 

Bp — 2ux + ut — xr? +27, 2772 -— 14 +2u373=0. (5) 

现在 的 问题 就 是 怎样 从 本 题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 推 出 
本 题 的 终结 部 分 (4)、(5)。 

我 们 通常 的 做 法 是 , 从 (1)、(2)、(3) 中 解 出 xz1、z2、x3, 得 
到 , 在 wu, AO, uz AO WATE PF, 


X17 U27 Uls 
T37 uz/2o 


把 它们 代入 (4) 式 的 左边 ,得 
ui- 2u 5 + uh are 


这 个 式 子 恒 等 于 0, 所 以 (4) 式 成 立 。 
把 它们 代入 (5) 式 的 左边 ,得 


2 wu2 2 u 3 
> tut (uw) t+2(u2 u) 5 3+ 2us >, 


—2u,° 


* 从 图 3 可 以 看 到 , xi 天 0 的 几何 意义 是 B 点 与 A 点 不 相 重 合 ; u0 的 几何 意 
义 是 DC 与 AB 不 在 同一 条 直线 上 。 对 于 我 们 所 理解 的 平行 四 边 形 来 说 , 这 些 条 件 
显然 是 符合 的 。 
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这 个 式 子 也 恒 等 于 0, 所 以 (5) 式 也 成 立 。 

这 就 证 明了 在 wi 了 关 0, us HAO 的 条 件 下 ,本 题 中 的 命题 是 真 
的 。 

上 面 所 说 的 是 通 稼 的 做 法 , 还 不 是 机 器 证 明 。 

机 器 证 明 用 的 是 下 面 的 方法 。 虽 然 对 有 些 问题 机 俩 证 明 的 
方法 似乎 反而 比 通 笛 的 做 法 更 繁 , 但 是 因为 机 器 证 明 的 方法 有 
一 定 的 步骤 ,可 以 通过 一 定 的 程序 让 机 和 货 来 运行 ,而 且 对 于 较为 
复杂 的 问题 通常 的 做 法 很 难 进行 甚至 无 法 进行 , 而 机 器 证 法 则 
不 管 问题 是 简单 的 还 是 复杂 的 , 都 能 同样 按照 一 定 的 步骤 进行 ， 
所 以 机 策 证 明 所 用 的 下 面 的 方法 可 以 解决 通常 的 做 法 不 易 解 决 
或 无 法 解决 的 问题 。 


方法 如 下 。 

第 一 步 ” 先 对 命题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 , 即 
us(u2— U1) ~ Xius=0, (1) 
XT3(X1— U1) ~ uz3(z2- uı)=0, (2) 
X3U2—- L2U3=0 | (3) 


进行 整理 ,使 其 中 一 个 式 子 只 能 包含 一 个 z, 例如 zi, 一 个 式 子 
只 能 包含 这 个 zx MAP ox, PO zi 和 zz( 或 zl 和 x3), 而 一 
个 式 子 可 以 包含 三 个 x, 即 he oe es she 

对 于 这 里 的 (1), (2), (3), 这 是 很 容易 做 到 的 。 

(1) 式 中 本 来 只 含 zio Æ vs 天 0 的 条 件 下 , (1) 式 就 是 

uz — ui — x1 =00 

我 们 把 它 的 左边 (右边 是 零 , FEYU fi, RARA E E 
zx3 天 0 的 条 件 下 ) . 
f, = uz uu 2, =00 (1°) 

(2)、(3) 两 式 都 是 稀有 zz, 又 有 zs。 我 们 可 以 从 中 消去 
T20 由 (2) 式 减 去 (3) 式 , 即 得 
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Tal — uy ww) + uiu = Qo 


我 们 把 它 的 左边 叫做 户 , 就 得 


fo = 13021 —- uy — un) + uus=0o (2°) 
再 把 (3) 式 的 左边 叫做 户 , 就 得 
3= £3U2— TIU3 = 0o (3°) 


上 上面 的 (1 ) 只 含 21,02) RG zl 和 x3, (3 ) 含 zi, x2 和 
ZX3( 实 际 上 不 含 zl )。 这 就 达到 了 整理 的 目的 。 这 样 的 整理 叫 
做 三 角 化 ”。 意 思 就 是 化 成 


Tı T1 
T1» 2X3 上 Ti» T2 | 
Tis T2» T3 Tis T2 T3 


的 形式 。 
把 题 设 部 分 三 角 化 以 后 ,得 到 三 个 多 项 式 : 
fi =uz—ujy— zı, 
f2= 13021 — uy — u2) + ulus, 
f3 = 1342 ~ F230 
然后 进行 第 二 步 。 
第 二 步 ” 把 表示 题目 的 终结 部 分 的 等 式 的 左边 (右边 是 0) 
用 g 表示 。 例 如 把 (4) 式 的 左边 用 gi 表示 , 即 令 
gı = u3— 2uzz + us—2usrao 
(〈5) 却 的 远 边 用 g: 表示 , 以 后 再 说 。) 
再 把 gi BRU f3( 两 者 都 看 作 zo 的 多 项 式 ), 所 得 的 余 式 除 
以 fa( 两 者 都 看 作 zs 的 多 项 式 ), 又 一 次 所 得 的 余 式 除 以 f1( 两 
者 都 看 作 zi 的 多 项 式 ), 最 后 把 所 得 的 余 式 叫做 R, E R 是 不 
是 恒 等 于 零 。 


* 严格 说 来 , 三 角 化 还 有 其 他 一 些 要 求 ,这 里 从 略 。 
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实际 进行 如 下 。 
把 gi RW GOBR r: 的 多 项 式 )。 为 了 避免 分 式 , 我们 
用 xsgl BR LA fs, BD 
ne ee es gea e o oo 
a kan adi. 
—2uzu3z x + 2u? x3 
—2uix,—2u32,+ wfust u3 
这 就 得 到 
u3gı =2uzf3 + R3, (6) 
其 中 R= —2€u3 + ud) 23+ u3(ue+ uf). 
把 Rs BREA ORRE zs 的 多 项 式 ), 得 到 (除法 算式 从 略 ， 
下 同 ) 
(x; — u> u2)R3= -2(u?+ uj) fo + Ro, (7) 
其 中 R.=2u,u3(uz + u3) + u3(u3+ uZ)( 21 — ui- U2) 
再 把 R BREA Ff, ABATE zi 的 多 项 式 ), 得 到 
R= —u3(uz+ uz) fit R, (8) 
而 其 中 的 R 恒 等 于 0! 
这 就 说 明了 在 某 些 附加 条 件 下 , 从 本 题 的 题 设 部 分 (1)、 
(2) (3) 三 式 可 以 推出 本 题 的 终结 部 分 (4) 式 。 


这 是 因为 由 (6) 式 可 得 
u3( xı Ul ur) gi =2us(xi Tui ur) f3 十 (xı ~ 41 u2) R;, 
以 (7) 式 代入 ,得 


za3a(Z1 一 21 一 22) 
B= 2uz( 21 - uy — uz) f3—2( ud + u3) fo + Ro, 
再 以 (8) 式 代入 ,得 
z3(ZI- uy u2) 
8, = 2u2 x, -ui u2)f3 —2( uż + u3) fa 


458 


— uzl uż + uz) fi t+ Ro (9) 


(9) 式 可 以 写成 下 列 形式 : 
€10281= a, f3+ agfotazf3+ Ro (10) 
其 中 oc, =u3, Co £] uy u2, d=2ui(ri™ ul — u2), 
a= —2(u3+ uł), a3= — 43( up + uj). 


由 命题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 , AARE fi =o, f 
=0, 户 =0; 而 由 这 里 的 除法 计算 , 又 得 R=0。 因 此 ,由 (10) 式 
可 得 

CicC2g1 G41"0+a2:0+a3:0+0, 
Bh Cc1C281 = 0o 

由 此 可 知 , 只 要 c1 关 0, cp FO, 就 可 推 得 本 题 的 终结 部 分 

(4) 式 : 
£1=0. 

这 里 的 co, 40, c2 关 0 叫做 附加 条 件 。 

上 面 所 说 的 第 二 步 ,叫做 逐次 除法 。 本 题 第 二 步 逐 次 除法 
的 绪 果 , 得 到 恒 等 于 零 的 余 式 R。 这 就 可 以 断定 ,在 某 些 附 加 
RIFET, 由 本 题 的 题 设 部 分 (1)、(2)、(3) 三 式 可 以 推出 本 题 的 终 
结 部 分 (4) 式 。 

ci 天 0 就 是 xs 天 0, 它 的 几何 意义 就 是 DC 和 AB 不 在 同一 
直线 上 (如 图 3)。cs 关 0 就 是 zi - u- u20, MH fı =0 可 得 
zli=z2 一 ui 因此 c> 关 0 就 等 价 于 xi 天 0, 它 的 几何 意义 就 是 B 
点 不 与 A 点 重合 (图 )。 因 此 ,对 于 我 们 一 般 理 解 的 平行 四 边 形 
来 说 ,这 两 个 附加 条 件 c1 关 0 和 cz 天 0 是 成 立 的 , 由 此 本 题 的 终 
结 部 分 (4) 式 得 证 。((5) 式 的 证 明 见 后 ) 

从 上 面 的 例子 可 以 看 到 , 机 器 证 明 的 思路 是 : 先 把 几何 问题 
化 为 代数 问题 , 列 出 表示 命题 的 题 设 部 分 和 终结 部 分 的 只 含 整 
式 的 等 式 。 这 一 步 可 由 人 工 进 行 , 一 般 不 很 烦 难 (也 可 编 成 程 
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FF, 由 机 器 进行 )。 然 后 进行 三 角 化 和 逐次 相 除 , 这 两 步 可 以 由 
机 嫩 按 一 定 的 程序 进行 。 虽然 我 们 用 人 工 进行 这 两 步 觉 得 较 
过 ,但 是 机 器 进行 却 是 不 怕 繁 的 。 即 使 余 式 多 达 几 十 项 、 几 百 
项 , 它 都 不 怕 。 如 果 最 后 得 到 的 余 式 恒 等 于 零 , 那 就 说 明 在 某 些 
附加 条 件 下 , 从 命题 的 题 设 部 分 可 以 推出 终结 部 分 , 也 就 是 说 ， 
在 某 些 附加 条 件 下 , 命题 已 经 得 到 证 明 。 


四 、 机 器 证 法 大 意 


上 上 节 我 们 举 了 机 器 证 明 初 等 几何 命题 的 一 个 例子 。 本 节 借 
助 这 个 例子 来 说 明 机 器 证 明 的 大 意 。 

通过 上 节 的 例子 可 以 看 到 ， 机 器 证 明 初 等 几何 命题 ， 首 先 
要 把 几何 问题 化 成 代数 形式 ， 用 关于 整 式 的 等 式 写 出 命题 的 题 
设 部 分 和 终结 部 分 。 这 是 可 由 人 工 或 机 器 进行 的 。 

适当 选择 坐标 系 ， 即 选取 图 形 中 适当 的 点 作为 原点 ， 适 当 
的 直线 作为 坐标 轴 ， 往 往 可 使 后 面 的 各 个 步骤 以 及 问题 的 解决 
得 到 很 大 的 简化 。 

选 定 坐 标 系 后 ， 我 们 可 以 把 独立 的 各 点 〈 即 它们 的 位 置 是 
可 以 任意 选取 的 ) 的 坐标 用 (ui, uz), ( u3, u4) 等 表示 。 
而 把 不 独立 的 各 点 〈 即 它们 的 位 置 是 由 其 他 点 的 位 置 所 确定 
的 ) 的 坐标 用 (xi, x2), (x3, x4) 等 表示 。 哪 些 点 是 独立 
点 ， 哪 些 点 不 是 独立 点 ， 往 往 不 是 固定 的 。 如 果 取 某 些 点 为 独 
立 点 ， 那 么 其 他 点 就 不 是 独立 点 ; 如 果 取 另 一 些 点 为 独立 点 ， 
那么 其 他 的 点 就 不 是 独立 点 。 但 在 同一 个 问题 中 ， 独 立 坐 标的 
个 数 则 是 确定 的 。 当 然 ， 独 立 点 的 坐标 和 不 独立 点 的 坐标 并 不 
一 定 要 用 u Alc 来 区 分 ， 但 是 这 样 区 分 一 下 ， 可 以 使 后 面 的 
说 明 得 到 方便 。 | 

确定 了 点 的 坐标 以 后 ， 初 等 几何 中 的 一 些 关 系 (ARES 
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设 中 ， 或 在 终结 中 ) 可 以 化 成 代数 形式 如 下 。 
1. 线段 相等 
如 图 4, 线段 AB 的 长 度 ( 即 A、B 两 点 的 距离 ) 的 平方 为 


Sa ae 
C(x, sTo ) 


D(x, Tg) 


图 4 
(zı — z3) + (a xr4)*o 
线段 CD 的 长 度 为 >, 可 以 表示 为 
(ea) (0 

线段 AB 与 CD 相等 ,可 以 改 用 它们 的 长 度 的 平方 相等 表 
示 为 | 

(zı a a Co ee (xs— 27)? Gres xg) =0. 

2. 一 点 是 两 点 的 中 点 

如 图 5,B 是 A、C 的 中 点 , 可 以 表示 为 


ACTi 2) B(xrssre) CCTsZ6) 
, | 
图 5 


22437 xı ` 45 =0, 
aed 
上 面 的 两 个 等 式 在 一 起 实际 上 表示 “B 是 A、C 的 中 点 "或 
“A、B、C 三 点 重合 ”。 
3. 两 线 平行 
如 图 6, AB// CD 可 以 表示 为 
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(人 =Car, CE) - 05 


(Zs S a 


Ar, sTo) 


图 6 

这 个 等 式 可 从 AB 与 CD 的 斜率 相等 导出 ,但 这 个 等 式 所 

表示 的 实际 上 是 :“AB/ CD”, XA SBHSG”, R“CSDE 
合 ” ,或 “4B 与 CD 在 同一 条 直线 上 ”。 


4. Pee EB C4598) 
如 图 7, AB LCD 可 以 表示 为 B(xs ,Xx4) 


ala ee D( x1 +28) 


+ (23-41) ( 27-25) =06 
3 1 7 5 PT Ky 


这 个 等 式 可 从 AB 与 CD 的 斜 
率 互 为 负 倒数 导出 ,但 这 个 等 式 所 图 7 
表示 的 实际 上 是 :“ AB | CD”, 或 
“A SBER”, RC 与 D 重合 ”。 

5. 三 点 共 线 

如 图 8, A,B,C 三 点 共 线 可 以 
表示 为 


(ag Z6) xı ~ x5) B (x3— z5) 


(zz2 一 Z6)=0。 图 8 
这 个 等 式 可 以 从 BC 与 AC 的 
斜率 相等 导出 ,但 这 个 等 式 所 表示 的 实际 上 是 :“A、B、C 三 点 
共 线 ”, 或 “其 中 有 两 点 重合 ,或 “三 点 重合 ”。 
熟悉 行列 式 的 读者 可 以 看 到 ,上面 的 等 式 与 下 面 关 于 行列 
式 的 等 式 是 一 样 的 : 
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. 三 线 共 点 

aa 9, AB、CD、EF 三 条 直线 都 经 过 G 点 ,可 以 用 三 个 等 
式 来 表示 , 这 三 个 等 式 分 别 表示 A 、B、G ae C.D.G= 
Ai, WR E, F.G 三 点 共 线 。 


Gri Tia) 
Fai »Zi2) 


ECX, sTio) 


B(xz; ,ZX 


7. 两 角 相 等 

如 图 10, 两 角 ABC 和 DEF 相等 ,不 但 需要 它们 的 度数 相 
等 ,而 且 需 要 它们 从 始 边 (BA、ED ) 旋 转 到 终 边 (BC, EF ) 的 方 
各 也 相同 (都 是 逆 时 针 方 向 ,或 都 是 顺 时 针 方 向 )。 


Br E 


pur? 


图 10 
如 采 一 个 角 从 始 边 旋 转 到 终 边 的 方向 是 逆 时 针 方 向 , 那么 
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Sax — Sx 
Sx 4 < 
这 个 角 的 正切 但 是 1 Sa Sw 


始 边 和 终 边 的 斜率 。 
按 此 ,图 10 中 的 人 ABC = Z DEF ( Z ABC 的 始 边 为 BA， 
终 边 为 BC, 其 他 同 ) 可 以 表示 为 


tage xa)€x, sate oO te (xa 4) Care = a3) Cay E to) (25> 


£5) + (x127 T10)(£8— tioli [ (x12 — X10)(X7— z9) 一 《人 Z8 一 
£10) (£1 z xo) (zs 一 X3) (x1 — x3) + (£6 = x4) (T2 = 4)] = 
0。 

这 个 等 式 所 表示 的 实际 上 是 : 


Crs, re) 


BT 24) e 
inea s£) 


D 


图 11 

“A 与 B 重合 ”", 或 “C 与 B 重合 ”, 或 “D 与 重合 ”, 或 “FF 
5E 重合 ”, 或 “ABC 与 了 人 DEF 度数 相同 且 旋 转 方向 相同 ” 
(如 图 10), BR“ A ABC 与 人 DEF 度数 相 补 且 旋 转 方向 相反 ”( 如 
图 11)。 

8. 点 在 分 角 线 上 

如 图 12, P 点 在 一 ABC 的 分 角 线 上 , 可 以 表示 为 
[(Czg 一 Za)(Czl 一 2Z3) (xX2— aa) ae TX3)1[(xs ~ xz3) (x7— 
za) tlre a4) lego 2a) lo as eg) A es) ae ee) 
(zs— x3) UC 27 - 3) (41 ~ 23) + (rg - 24) (22-24) 1] = 06 
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PUT 
B(x, T4) ACX, sT) 


IZ] 12 
这 个 等 式 可 从 考虑 人 ABP 的 正切 与 了 PBC 的 正切 相等 而 
得 出 。 它 所 表示 的 实际 上 是 “A 与 B 重合 ”, 或 “C 与 B 重合 ”， 
或 “A 与 C 重合 ,或 “P 在 人 ABC 的 分 角 线 上 ”, RP E 
L ABC 的 邻 补 角 的 分 角 线 上 ”。 
9. 线段 的 比 相 等 
如 图 13, 线段 AB 与 CD 的 (长 度 的 ) 比 等 于 ,可 以 表示 为 


) 
nt” pia 
p 


PAN cue 


Elas) Cott) Gis +416) 
Fin sy 
图 13 ` 
(ay > 13)? T(r - 24)? r [ (a5 - 27)? + (26 — zg)? ] = 0. 
这 个 等 式 实际 上 也 表示 “A 与 B 重合 且 C 与 D 重合 ”的 情形 。 
又 线段 AB 与 CD 的 比 等 于 线段 EF 与 GH 的 比 ( 即 线段 
AB, CD, EF, GH 成 比例 ), 可 以 表示 为 
Cary = 3) T(E a) | ae ie ia ae) | 
过 
这 个 等 式 就 是 表示 线段 AB 与 GH 的 积 等 于 线段 CD 与 EF 的 
R, 实际 上 也 表示 “A 与 B 重合 且 C 与 D 重合 ,或 ‘A 与 B 重 
合 且 EE 与 下 重合 ,或 “G 与 五 重合 且 C 与 D 重合 ”, 或 “.G SH 
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{aH ESFE SRE. 

10. 一 点 分 两 点 成 定 比 

如 图 14, P 点 分 A、B 两 点 成 定 比 >, 是 指 书 在 A、 如 所 在 的 
直线 上 , 且 有 向 线段 AP 与 有 向 线段 PB 的 比 是 r+。 因此 ,P A 
在 A、B 之 间 时 r 为 正 ( 如 图 14 的 上 图 ),P 点 在 A、B 之 外 时 r 
为 负 ( 如 图 14 的 下 图 )。 

P 点 分 A、B 成 定 比 r, 可 以 表示 为 


s 
Te 
Be 
P T 
; 
Ft 
AG 


ACZ 626s) 人 Plxrs, re) 


图 14 
Ts— Xi1—r(z3— Xs)=0, 
人 r(xz4— 2x6) =0. 
这 两 个 等 式 在 一 起 实际 上 表示 :“P 分 ALB MEH”, RNA, 
BP 三 点 重合 ”, 或 “A 与 B 重合 且 P TRSA, BER”. 
11， 一 点 在 一 图 上 
如 图 1$, P 点 在 以 O 为 圆心 ,以 > 为 半径 的 圆 上 ,可 以 表示 
为 
(a=) 
当 r 为 零 时 , 这 个 等 式 表示 PP 与 O 重合 。 


ok D(x et ) Cars ots? 
Petit) TE 


r 
Ox aTe) O( 2X, ,io )》 
SR ` ALT: ,zz ) 
Bx ee? 
图 15 图 16 
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12. UATE 
如 图 16, 四 点 A、B、C、D 共 圆 ,可 以 设 这 个 圆 的 圆心 为 
O ,半径 为 r, 而 把 这 四 点 共 圆 表示 为 
(ar a Flr ao e r 
(xXx3— z9) + (24-210)? =r’, 
(a5—29)* Fire 2x19)? =r’, 
(ai=) (a awo) ra 
th, Ay A ARDERE D e RASA AK, FE p a SE A 
本 节 “7. 两 角 相 等 ”中 表示 两 角 相 等 的 式 子 来 表示 。 例 如 在 图 
16 中 A、B、C、D 四 点 这 样 的 位 置 情况 下 , Z ABD 与 人 ACD 旋 
转 方 向 相同 旦 度数 相等 , ABC 与 人 APC 旋转 方向 相反 且 度 
数 相 补 。 
上 面 我 们 举 出 了 把 几何 关系 用 代数 形式 来 表示 的 几 种 情 
况 。 这 里 已 经 基本 上 包括 了 通常 遇 到 的 一 些 几何 关系 。 如 果 男 
外 过 到 这 里 没有 提 太 的 几何 关系 时 ,也 可 仿照 这 里 的 方法 ,把 它 
们 化 成 代数 形式 。 
当 要 证 明 一 个 命题 时 , 可 以 先 把 这 个 命题 的 题 设 部 分 和 终 
结 部 分 分 别 化 成 代数 形式 。 这 个 工作 可 由 人 工 或 机 器 来 进行 。 
然后 可 以 利用 机 终 按 照 一 定 的 程序 进行 下 面 两 步 工 作 。 
第 一 步 : 三 角 化 
把 表示 命题 的 题 设 部 分 的 式 子 进行 整理 , 得 到 一 组 关于 整 
式 的 等 式 : 
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其 中 各 个 f;(i1=1,2,3,…, nn) 都 可 以 含有 独立 坐标 ui, uz, 
但 ti 只 含有 一 个 不 独立 坐标 Z1» f2 只 含有 Tı 和 另 一 个 不 独立 
坐标 zx2, fs 只 含有 zi, zz 和 另 一 个 不 独立 坐标 £3, fa PIRA ` 
含有 所 有 的 不 独立 坐标 ( 设 有 ?个 )。 当 然 上 面 所 说 的 不 独立 
坐标 不 一 定 按 zi, 225 za …，zn 的 排列 次 序 , 而 是 可 以 按 任 何 
其 他 的 排列 次 序 。 
第 二 步 :逐次 除法 
把 表示 命题 的 终结 部 分 的 式 子 写成 
g 三 0。 
把 g BRU fa BEIE x, 的 多 项 式 ), 得 
cjg=aif,+R,3 
再 把 R, RU SF, -1( 都 看 作 x, _ 1 的 多 项 式 ), 得 
c2R, = az Jest T Razis 
再 把 R,-iBREA f,-2( 都 看 作 z。> 的 多 项 式 ), 得 


‘ c3R,-i1=as fa-2 t R,-2; 


同样 进行 ,最 后 得 
enea Ra a aai Rs 
c,R3=a, fit Ro 
70 Eta aS SR SAFE co, 再 把 第 二 式 代 入 , 得 
C128 = a1 C2fa + a2 fa-1t Ra-15 
再 把 这 个 式 子 乘 以 c 然后 把 第 三 式 代入 ,得 
C102038 = a1 62¢3f, + a2 ¢3f,-1 + a3 fn-2 t R,-23 

依 此 进行 ,最 后 得 

人 (1) 

土 面 的 第 一 步 三 角 化 和 第 二 步 逐 次 除法 是 可 以 通过 计算 机 
来 完成 的 。 就 是 说 ， 
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输入 表示 题 设 的 等 式 
和 表示 终结 的 等 式 4 = 0 


三 角 化 ,把 表示 题 设 的 等 式 
[化 为 fi1=0,f:= 人 *。。， fa=0 


tA h ge FO Cree Cag 
ae +a fı +R 

这 个 过 程 ,可 以 由 计算 机 来 完成 , 而 且 是 切实 可 行 的 。 就 是 
说 , 不 必 动 用 大 型 的 或 超级 的 计算 机 , 不 必 经 年 累 月 ,耗费 大 量 
时 间 , 即使 对 于 一 般 认 为 是 初等 几何 中 的 难题 , 只 要 利用 普通 的 
微型 计算 机 , 在 合理 的 时 间 ( 例 如 几 小 时 ) 以 内 就 可 完成 。 

从 输出 的 结果 (1) 式 ,可 以 看 到 ,如 果 最 后 所 得 的 余 式 OR 恒 
等 于 0, 那么 在 题 设 条 件 广 =0, 户 =0,… 廊 =0 以 及 附加 条 件 
c1 天 0, c20, ,cs 天 0 下 ,一 定 可 以 得 到 终结 条 件 g =0。 这 就 
是 说 ,在 c10, c20, ,cs 天 0 的 附加 条 件 下 , 命题 已 经 得 到 
EFA, RZ, 如 果 没 有 得 出 余 式 R 恒 等 于 0, 那么 命题 的 成 立 与 
否 还 不 一 定 , 就 是 说 ,命题 还 在 存疑 之 中 。 

以 上 只 是 介绍 了 机 竟 证 法 的 一 个 梗概 。 就 是 说 , 利用 传统 
方法 需要 里 思 吉 想 才 能 得 到 证 明 的 一 些 初等 几何 命题 , 可 以 利 
用 机 盔 , 通 过 一 定 的 程序 加 以 证 明 。 
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五 、 机 器 证 法 再 举例 


上 节 通 过 第 三 节 的 举例 , 说 明了 机 器 证 法 的 大 意 。 现 在 再 
举 一 些 例子 如 下 。 下 面 一 些 例 子 , 有 的 实际 上 根本 用 不 到 机 器 ， 
只 用 人 工 就 能 解决 ,但 是 所 用 的 方法 则 是 机 器 证 明 所 用 的 方法 。 
有 的 昌 要 借助 于 一 些 机 器 计算 , 但 也 是 比较 简单 的 。 

先 举 一 个 十 分 简单 的 例子 。 

例 1 求证 :三 角形 的 三 条 高 线 共 点 。 

如 图 17, 选取 坐标 系 , 以 全 ABC 的 AB 边 所 在 的 直线 为 横 
轴 , 过 C 点 的 高 线 为 纵 轴 。 设 过 A 点 的 高 线 与 过 C 点 的 高 线 
相交 于 五 , 且 设 各 点 的 坐标 为 ACu,,0), BCu2,0), C(O, u3), H 
(0, zl )。 

只 要 证 明 BH LAC, 本 题 即 可 
得 证 。 

FH ARI AH | BC, 得 

fi =(x,-0)(Cu3-0) + 

(0— u,)(0- uz) =0.0 
而 终结 BH AC, Bl 
g=(2,—-0)(u;—-0)+ (0 图 17 
= u2) (0— u) = 0。 

可 见 fi 与 g 完全 相同 。 

因此 , g RUS, 所 得 的 余 式 R 当然 为 0, 本 题 中 的 命题 已 
被 证 明 。 

例 2 证 明 第 三 节 中 的 (5) 式 。 

这 就 是 , 从 


万 三 zx 一 &I 一 1 一 0， 
f2=x3(T1— ul— u2)+ uius= 0, 
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f3= 23uU2— ©2u3=0 
推出 
52 三 一 2xizz+tui 一 1+2ziz2=-23+2xaxd=0。 
把 g2 BRU 户 ( 都 看 作 r: 的 多 项 式 ), 得 
uzg = ~(—2u,+227;)f3+ R3, 
其 中 
R,=(-2u,u,+2u22,+2u3)23+ utus— usr?— 


3 
Wo 


再 把 Rs BRU 户 ( 都 看 作 zs 的 多 项 式 ), 得 
(XT1— uu) Rs3=(—2uus +2u ri t+2u3) fo+ Ro, 
R2 = — uius(—2uu +2usr1 +2u3) 


+ (ay ur uz) uius usri u3) 


| 


— uzx} + (uiu3+ uzu3) 2} 
+ (-2u,u2u;+ utus— u3) xy 
+ (— ujuzt ujuzuz— uu3t uzu3)o 

最 后 把 R. BRA AREE zi 的 多 项 式 ), 得 

R»= (u3z7 —2u,u32,+ u uztu) +R, 

其 中 REFF 0. 

于 是 在 ws3 关 0 及 x 一 ui 一 u +O 的 附加 条 件 下 (5) 式 得 
证 。z3 天 0 X xri- uy 一 un. FO 的 意义 可 见 第 三 节 徘 近 末 尾 的 
部 分 。 

例 3 求证 :菱形 对 角 线 互相 垂直 。 

选取 坐标 系 , 使 获 形 的 一 个 顶点 A 为 原点 , 一 条 边 所 在 的 
直线 为 横 轴 , 如 图 18。 

KALB 的 坐标 分 别 为 A(0,0), BC u,,0). H AB 与 BC 
的 长 度 应 相等 , 故 C 点 的 坐标 只 能 有 一 个 为 独立 坐标 , 设 C 点 
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HEEN u zi)。 万 点 的 两 个 坐标 都 不 独立 , 且 由 AB V DC, 
D 点 的 纵 标 与 C 点 的 纵 标 相同 , 设 D 点 的 坐标 为 (zx,, zl)。 


| Dr, ,I1) C (us, X) 


A(O.0) Blu 07 
lx] 18 
由 AD // BC, ,得 
TI(U2— uy) 一 Z2 x, =96 (1) 
由 AB = AD, 44 
ui — (25+ x7) bs (2) 


(1) 式 中 zi 关 0( 否 则 DC FAB 在 同一 直线 上 ), 故 可 把 
(1)、(2) 两 式 三 角 化 如 下 : 
fı= —xzı+ (u~ u,) =0, 
f2= ~ (rit 23) + ui= 0o 
终结 ACLBD 为 
g=zizli+a2z (22-41) =00 
把 g 除 以 fo, 18 
gi Job R, 
其 中 Ry = — x5 + uz£2— uju, + uio 
再 把 R 除 以 fi, 18 
R,=(22- 4,)f, +R, 
其 中 R 恒 等 于 零 。 于 是 命题 得 证 。 
例 4 求证 :等 腰 梯 形 底 角 相 等 。 
如 图 19, 选取 坐标 系 并 设 A、B、C、D 各 点 的 坐标 。 
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由 AD = BC, 得 
fy = xi t+ u3-Cu2- u) - us 
= (2, + uz— u,) (x, 7 ut u,)=00 

HA AD 与 BC 不 平行 ( 梯 

形 的 定义 ), 故 
uz’ (uz— u1) — z1 2U3 天 0。 

因此 zi + wi 一 u0, 而 上 面 的 
f1=0 成 为 

f2= 21+ uz- ui=0。 

由 第 四 节 中 的 “7. 两 角 相 AER 
等 ", REZ BAD = Z CBA 可 以 表示 为 


g =uui[l ui(u 41) ]-uzu,(ziu,) 


| 
D(xisus) Ctr sts) 


Blur.0) 


= — u? uzl xı + us — u}=0。 
因 xi 天 0(B 与 A AHA), vs 天 0(DC 与 AB 不 在 同一 条 
直线 上 ), 故 由 f,=0 可 以 推 得 g =0, 而 命题 得 证 。 
BS 求证 :三 角形 两 条 中 线 的 交点 ,分 顶点 与 对 边 中 所 成 
213 
选取 两 条 中 线 的 顶点 所 在 的 直线 为 横 轴 , 其 中 一 个 顶点 为 
原点 ,并 设 顶点 A、B、C 的 坐标 如 图 20。 由 第 四 节 中 的 “2. 一 
点 是 两 点 的 中 点 "可 得 BC 边 的 中 点 D 和 AC 边 的 中 点 EE 的 坐 
标 。 
it AD 和 BE 的 交点 是 G。 则 由 A、G、D 共 线 和 B、G、E 
共 线 可 得 
x(u, +t uz) — rius=0, 
XUu2— 2uU1)— (ri 2u1)us = 0o 
三 角 化 得 
f, = u,u3[321—2( 4, + u2)]=0, 
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f2= 22° (+ ug) ~ x1 u3=00 


CC2as<2u3) 


Duta. a2) 


BC2u, ,0) 


图 20 

由 第 四 节 中 的 “10. 一 点 分 两 点 成 定 比 ,终结 G 分 A、D 成 

2:1 和 G 分 B\E 成 2:1 可 以 表示 为 
g1= ZX1~2(u1t+ uz— x1)=0, 
at a 
£3 = ©1—-2u,—2( uz. — 7x1)=0, 
earners 

因 wi1 关 0(B 与 A 不 重合 ), xs 天 0(C 点 不 在 4B BRE), 
故 由 f1=0 可 以 推 得 gl=0, g3=0。 

g2 二 0 和 gy4=0 都 是 g=3zx, 一 2u3==0。o 

把 g RU fa, 45 

(Cui + u2)g =3fi t Ro, 
其 中 
Ry = u3(32,~2(u, + u2) |. 

再 把 R, BREW 方 ,得 

uw,R,=fitk, 
其 中 R HST 0. 

因 u,;A0, 于 是 在 xi + xz 天 0 的 条 件 下 , 命题 得 证 。 

Æ xi+zz=0, 则 三 角 化 以 前 的 题 设 成 为 
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Si = —uz3xı =Q, 


f= —3u4, 22 —- urit2uius = 0o 


2,=32,=90, 
{3 ano, 
Ca on 
g4 73r- 2u3= Qo 
又 因 uu, £0, MARR fi = 0, f.=0 EAA gi =O, g 
=0, g3=0, g4=0. 
例 6 求证 :直角 三 角形 斜 边 上 的 高 是 斜 边 上 两 线段 的 比 
例 中 项 。 
选取 坐标 系 及 A、B、C、D 各 点 的 坐标 如 图 21, 其 中 AD 是 
直角 三 角形 ABC 斜 边 BC 上 的 高 。 
由 AD_L BC, 可 得 
x22 + xıl- ui)=0。 
由 B、D、C 三 点 共 线 , 可 得 


ma (= ui) 一 (1 一 ui)’ uz 


Blu,» 


ff, = urub ~ (uj + ud) x, =0, 


图 21 


f2= ©2U2- 11;u,=00 
终结 AD* = BD: DC 可 以 表示 为 
pa Cry = iy) Ps Le t aau) ) = aaa) 08 
把 g 除 以 户 ( 都 看 作 zz 的 多 项 式 ), 得 
u3g={-2u3x3+ (uz 4uu rt ujur) x2 
+ (Sujuzx, —4ujay + uix, —2uzzy— 2uju3z) }f2 + Ro, 
EP R2= 一 4ui(ut+ ud) ait Cul t+ 6ujuzt uZ) zi 
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一 2xlx2(xi+ u2) rit+ uiu?o 
再 把 R, BR fi 48 
R, =[4u;x}— (u? t+ ut)z, + ujuż]fi+R, 

其 中 R fa SF 00 

于 是 在 us 关 0(C SA 不 重合 ) 的 附加 条 件 下 ,命题 得 证 。 

例 7 求证 :从 三 角形 外 接 圆 上 一 点 到 三 角形 三 边 所 作 垂 
线 的 垂 足 共 线 (这 线 称 为 西 摩 松 线 :Simson line). 

取 公 ABC 的 A 点 为 原点 , AB 边 所 在 的 直线 为 横 轴 。 设 它 
的 外 接 圆 的 圆心 为 O, 半径 为 r+。 设 P 为 外 接 圆 上 一 点 , 它 到 
A ABC 三 边 AB、BC、CA 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 地 .AM、N。 并 
设 各 点 的 坐标 如 图 22。 

由 B、C、P EM LG 


|Z] 22 


(u1 — z1)? + 23 = zi + 23, 


(uz— x1) + (us3~ x2) = xi + z3, 
(u4— x1)? + (243-22) = x{ + zło 
由 PMLBC, PN AC, 得 
(XT3— x5)u3+ (us— x4) (un -— u,) =9,~ 
(23-27) uz + (ug -— x6) U2 =00 
H M 在 BC 上 ,NN 在 CA 上 ,得 
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x5(u2— uy) — u3(x4 ~ uy) =0, 
T142 — Xo6us3 = 0o 
经 过 三 角 化 ,得 
fı=2u;xı -ui =O, 
f2=2usr2t+2usr1— uz — u3=0, 
f3 = z3 — 2x223 -2ugzx, + u4=0, 
Jas u3( x4— U1)— z3u3(uz— uy) + (Ta u4)( u2- 
一 0， 
fs=25Cu2-— u,)— uz3(x4— uy) =O, 
fo= — 16( uz + u3) + r3u2Uu3+ uiua= 0, 
f7 = X7U2~ Xeus3=0o 
终结 L、M、N 共 线 可 以 表示 为 
g= 1X7 x4- ug) — (re— ug) a5 =0. 
把 g BRA SACRE z: 的 多 项 式 ), 余 式 为 (在 某 些 条 件 下 , 下 
同 ) 
R= 16 u3( x47 u4)— uzxs(£6™ U4)o 
把 R 除 以 fe( 都 看 作 x6 的 多 项 式 ), 余 式 为 
Re = U2£3£5 — U3zU4L5 — U3ZL3T4 
一 M22M44 十 232U4Z3 十 12 
把 Re 除 以 f;( 都 看 作 zs BEMA), RAX 
Rs = uy uz ug rg — U5 Ug ry — usuarat uy 23 工 3 工 4 
— U1, U2U3Z7L3— U{U3ZU4 T3 t UQUZU4Z3 
+ UŻU uw uti ulusuao 
把 Rs 除 以 f( 都 看 作 x, 的 多 项 式 ), 余 式 为 
R, = (uus— uus) rs+ (uus ~ uuz- uł + uju? 
— UzU3) T3 + U2U3ZU4 — ULU3ZU4 T UJU2U3ZU4 
+ UZ U3U4o 
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把 R, 除 以 户 (都 看 作 zs 的 多 项 式 ), 余 式 为 
R, = (2u2.u3273-2u,u3r3) 22+ (2unu3u,—-2u,u3u,) TI 
+2u,uzr3— Ujurxr3— urs3t uusz3 
A U2 UST3 一 Ulu uuat UT U3U4o 
把 R; 除 以 fo ABATE zz WEAR), RAN 
R,= (2u,u2x3—-2ugz,+2u,u3u,—-2u,uzua) rt 
+ u,Usx4 = UT UZT? — UjUuzUu3zuą + UT U3U4o 

再 把 R BRU fi RAN 0. 

考察 过 程 中 所 需 的 条 件 , 都 能 成 立 。 因 此 命题 得 证 。 

例 7 因 比较 复杂 ,是 借助 于 电子 计算 机 而 得 到 解决 的 。 

通过 上 面 的 一 些 例子 ,可 以 看 到 机 器 证 法 的 大 致 情况 。 这 
些 例子 , 有 的 十 分 简单 ,用 人 工 就 可 解决 ,有 的 略为 复 秩 ,由 机 器 
帮助 解决 。 这 些 例 子 的 机 器 证 法 ,虽然 看 起 来 反而 比 传统 证 法 
更 为 复杂 ,但 是 如 前 所 述 ,机 器 证 法 是 按 一 定 的 步骤 进行 的 , 不 
象 传统 证 法 没有 一 定 的 规律 可 循 , 对 于 每 一 个 不 同 的 问题 都 要 
FAR EBS. 

机 器 证 法 有 一 定 的 步骤 ,不怕 复杂 ,所 以 可 以 用 机 器 证 法 解 
决 许多 难题 。 这 些 难 题 ,用 传统 的 综合 方法 来 证 , 因为 不 易 找到 
思路 , 所 以 十 分 困难 。 

例如 ,有 一 个 著名 难题 ,叫做 Morley 定理 ,是 说 任意 三 角形 
ABC 中 , 一 个 角 的 一 条 三 等 分 线 , 与 和 它 相 邻 的 角 的 三 等 分 线 
相交 , 象 这 样 所 得 的 交点 P、Q、R 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 
(如 图 23)。 

用 传统 方法 证 明 Morley 定理 , SEAR XE. FAL as JT IA EAA 
Morley 定理 , 跟 证 明 其 他 定理 一 样 , 有 一 定 的 步 又, 只 要 按 步 进 
行 就 可 以 了 。 

进一步 的 研究 表明 ,任意 三 角形 中 ,一 个 角 的 三 等 分 线 , 与 
和 它 相 邻 的 角 的 三 等 分 线 相 交 , 按 一 定 的 规则 选取 交 氮 , 共 可 组 
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成 27 个 三 角形 ,在 这 27 个 三 角形 中 ， 一 定 有 18 个 三 角形 是 正 
三 角形 。* 


图 23 
用 机 器 方法 同样 容易 证 明 这 个 更 一 般 的 Morley 定理 。 在 
证 明 过 程 中 ,不 止 一 次 地 出 现 了 关于 12 个 变量 的 含有 一 干 多 项 
(ANA 1960 项 ) 的 多 项 式 。 和 象 这 样 的 问题 ,不 用 机 妖 而 用 人 工 
处 理 , 当然 是 非常 困难 的 。 


* 27 个 三 角形 的 组 成 如 下 。 
设 三 角形 的 三 边 为 Li, l2,ls0 FAL, (RAR L, dh 所 成 的 角 ( 要 考虑 旋转 方 
E), 我 们 规定 能 使 3 和 (1:, LF Zl. 1), MEF Z Clo, L) + 180°, REF 
Z (la, 11) + 360° 2 为 这 个 角 的 主 三 等 分 线 。 这 样 的 主 三 等 分 线 有 三 条 。 
对 于 每 一 条 主 三 等 分 线 :, 有 一 条 相应 的 能 使 
Zlat = Z(t, 1; A = BR to 
Z (ls l, BOFE--#% $= FFB, F212, La) 
的 任 一 条 主 三 等 分 线 的 相应 副 三 等 分 线 相交 , 得 pa 
Ae Z (l t 3) 的 这 条 主 三 等 分 线 与 了 (23， Zi) \ 
的 任 一 条 主 三 等 分 线 的 相应 副 三 等 分 线 相交 , 得 € fi t \4s 
一 交点 , 芝 (43, 11) 的 这 条 主 三 等 分 线 与 人 (1, 2) t 
的 所 取 的 主 三 等 分 线 相应 的 副 三 等 分 线 相交 , 得 7. 
一 交点 。 三 个 交点 组 成 一 个 三 角形 。 这 样 共 组 成 l 
27 个 三 角形 。 
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六 、 回 到 前 面 的 古老 问 题 


说 明了 机 器 证 法 的 大 致 情况 并 举 了 一 些 例 子 以 后 ， 我 们 再 
回 到 第 一 节 所 说 的 古老 问题 : 

求证 : 两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 看 看 怎 
样 用 机 器 证 法 来 证 明 这 个 命题 。 

但 是 ， 对 于 这 个 古老 问题 来 说 ， 上 面 所 说 的 方法 还 不 够 
用 ， 需 要 另外 想 一 些 办 法 。 

这 是 因为 ， 上 面 所 说 的 方法 ， 适 用 于 能 把 命题 的 题 设 部 分 
和 终结 部 分 都 化 为 等 式 的 情况 ， 而 不 能 用 于 化 为 不 等 式 的 情 
况 。 

在 这 个 古老 问题 中 ， 按 照 第 四 
节 “8. 点 在 分 角 线 上 ”所 列 的 等 
式 ， 只 能 确定 一 点 是 在 全 CAB 的 
ZCAB 的 分 角 线 上 ， 而 不 能 确定 
究竟 是 在 内 分 角 线 上 还 是 在 外 分 角 
线 上 。 但 这 个 古老 问题 是 要 证 明 两 
条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 图 24 
角形 ， 而 对 于 两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 来 说 ， 情 况 就 大 不 一 
样 ，( 见 下 节 )。 因 此 ， 在 这 个 古老 问题 中 ， 一 点 究竟 在 内 分 角 
线 上 ， 还 是 在 外 分 角 线 上 ， 有 着 决定 性 的 重要 关系 。 但 是 这 一 
点 却 不 能 单独 用 第 四 节 “8. 点 在 分 角 线 上 ”所 列 的 等 式 来 表 
示 ， 而 需要 另外 添加 一 个 不 等 式 。 

幸好 ， 在 这 个 古老 问题 中 ， 所 要 添加 的 不 等 式 是 在 题 设 部 
分 ， 而 不 是 在 终结 部 分 。 这 样 ， 上 面 所 说 的 机 器 证 法 只 要 稍 加 
改进 ， 就 仍然 能 够 适用 。 如 果 一 个 命题 ， 在 它 的 终结 部 分 ， 需 
要 用 不 等 式 来 表示 ， 那 么 上 面 所 说 的 机 器 证 法 就 无 能 为 力 了 。 
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这 就 是 说 ， 上 面 所 说 的 机 器 证 法 ， 不 能 适用 于 终结 部 分 需要 用 
不 等 式 来 表示 的 命题 (也 就 是 涉及 希 尔 伯 脱 Hilbert 公理 体系 
中 有 关 次 序 公 理 的 问题 )。 例 如 ， 上 面 所 说 的 机 妖 证 法 ， 不 能 
用 来 证 明 象 下 面 这 类 的 命题 : “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ”; 
“在 一 个 三 角形 中 ， 大 和 角 所 对 的 边 也 大 ”; 等 等 。 

现在 我 们 来 看 怎样 改进 一 下 上 面 所 说 的 机 器 证 明 方 法 ， 可 
以 用 来 证 明 这 个 古老 问题 。 

如 图 25， 取 AB 的 中 点 为 CCT Ti) 
原点 ，AB MEAR ABH, H 
以 AB 的 长 度 的 一 半 为 单位 长 
度 , 则 A,B 的 坐标 为 A( 一 1,0)， 
B (1, 0). | 

设 分 角 线 AD 和 BE 相交 于 
1, 并 设 了 的 坐标 为 1(xzi, zz)。 设 图 25 
两 条 分 角 线 AD, BE 的 和 斜率 分 别 为 zr3、xz4， 兮 ABC 的 两 边 
ACBC 的 斜率 分 别 为 zx;、 T6» E 点 的 坐标 为 五 (x7, £g), D 
点 的 坐标 为 D (29. ziw), C 点 的 坐标 为 C (zu, x12) 

由 AI 的 斜率 为 za， 可 得 


Z3 十 TI1Z3 一 2 三 0。 (1) 
由 BI 的 斜率 为 zx4， 可 得 
ta 2i as 0e (2) 


由 AB 旋转 到 AT 所 成 的 角 等 于 AT 旋转 到 AC 所 成 的 角 ， 
可 得 
Z5 一 Z3zs 一 2z3=0。 (3) 
由 BA 旋转 到 BI 所 成 的 角 等 于 BI 旋转 到 BC 所 成 的 角 ， 
可 得 
6 2 二 27z4 三 0。 (4) 
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由 AE 和 AcC 的 斜率 都 等 于 zs， 可 得 


Xg- X5X7—- X5=0, (5) 
ti asru FT5=Vo0 (6) 
由 BD 和 BC 的 斜率 都 等 于 ze， 可 得 

x19 - zerogt+ xp =0, (7) 
Z12 一 6Z11 二 6 三 0。 (8) 

HA. I, DSR, FG 
Tio + X{Xig T £2297 X2= Do (9) 

H B, I, E 共 线 ， 可 得 
£g — rizTgs + X27X7— X22 = 0o (10) 

此 外 ， 又 由 分 角 线 AD 与 BE 相等 ， 可 得 

Xio + £9 t+2r9— xh ~ x7 +227=0, (11) 


上 面 所 列 的 等 式 (3)、 (4)， 只 能 表示 D EZCAB 的 分 
角 线 上 ,五 在 二 CBA 的 分 角 线 上 ， 而 不 能 表示 AD, BE 究竟 
是 内 分 角 线 还 是 外 分 角 线 。 

为 了 表示 AD, BE 都 是 内 分 角 线 ， 我 们 添 设 两 个 条 件 : 

1. AD 和 BE 的 斜率 的 符号 相反 ， 这 说 明 AD 和 BE 同 是 
内 分 角 线 或 同 是 外 分 角 线 。 

2. AD 和 BE 的 交点 1 与 C 点 在 AB 的 同 侧 。 

这 两 个 条 件 合 起 来 就 可 确定 分 角 线 AD 和 BE 同 是 内 分 角 
线 。 

条 件 1 用 式 子 表 示 就 是 
Ts3T4<0。 | 
为 了 用 等 式 而 不 是 用 不 等 式 来 表示 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 设 一 个 
实数 un， 而 把 上 面 的 不 等 式 写 成 下 面 的 等 式 : 

XI3I4= — Uo (12) 
条 件 2 可 以 表示 为 
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Z2 X12 700 (13) 


本 题 的 终结 部 分 原来 应 是 AC = BC。 但是， 为 了 简便 ， 


可 以 用 “I 在 纵 轴 上 ”来 代替 。 这 是 因为 ,，I 在 AB WM PH 


上 ， 


MW IA = IB, ZAIAB=ZIBA, EIA CAB = 人 CBA， 


从 而 AC = BC。 因此， 终结 部 分 可 以 表示 为 


(1) 


zı” 0o (14) 
我 们 先 把 条 件 C13) 暂且 不 管 ， 留 作 以 后 讨论 时 用 ， 而 把 
~ (12) 式 三 角 化 如 下 〈 利 用 机 器 ) : 
fi= -uz (1L-z) fo=0, 

其 中 fo= (u*?-1)? (wu’-2) (1—-x1) -4; 
f= u? + uz? 0; 
5 
万 三 ZiZ4 一 并 一 7 一 0 
fs=(1+ zx)((1+r -ut+u ri)'rs—2r) =0; 
fe = 2} zo — 2226+ T6- U ret ux axe ~ 22122 +27x =0; 
fy = 3.0207 ~ 1307074 £3- 3x} r+ 2212217 
— u xix + u xirygcy —221,224+ u’ xr- ur? xix, =0; 
fs = tg ~ æt; ~ t;=0; 
fo = X74 22X9 — 32229 - 327 x> + TXT2+2r1T2T9 + U TTo 
一 zz1z2zo 十 2. 十 2027， 一 ux?r2 =Q; 
fio= Tio Tote + T_=O0; 
fir= x21 - zt) Can — wu)- 21 (1 + u?))=0; 
fiz = 242 — X5( 21, +1) = 0. 


下面 我 们 实际 上 不 必 继 续 进 行 ， 因 为 在 fi 中 已 经 含有 因 


式 zi， 而 廊 等 于 零 。 如 果 我 们 能 够 利用 这 些 题 设 条 件 ， 加 上 
题 设 条 件 (13)， 证 明 fi 中 的 其 他 因 式 都 不 等 于 零 ， 那 么 就 能 
得 出 终结 -zi;=0。 
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在 fi FP, AR- ut, x1, (1- x1), UK fo= lu? -1y 
(u? =2)(1— 27) =4. 

我 们 来 考察 除了 zi 以 外 的 其 他 因 式 能 否 为 零 ， 如 果 除 了 
zl 以 外 的 其 他 因 式 都 不 能 为 零 ， 那 么 由 f= 二 0 就 可 推出 我 们 
希望 得 到 的 终结 zl =0。 

由 (12)，Zz3x4 三 一 w*， 而 x3, xq 分 别 是 分 角 线 AD 和 
BE 的 斜率 (如 图 25)， 所 以 232440, Ait wu 关 0。 | 

又 在 图 25 PF, r: 表示 两 条 分 角 线 AD 和 BE 的 交点 1 的 
HER, PEL z,A-1, xy H+1, BIA 角 或 B 角 就 将 成 为 
180" 而 不 能 构成 人 ABC。 从 而 可 得 1 一 x? 了 关 0。 


z3 


由 户 =0， 可 得 1-xzi= 一 ， 因 此 ，1- zi1>0。 
u 


2X2 
= 0， 1 + x; 尖 0， 可 得 要 
由 fs 因 X] AF Xs ] , EEI 


又 由 fi, =0, E zz 天 0 (z: 是 分 角 线 AD 的 BE 的 交点 工 的 纵 


zı (1+u) 


ABER), 1-2740, WH zi = 代入 fiz =0, BẸ 


1— u? i 
‘ LE F 2x2 
时 xi 从 而 可 得 L949 一 oe 
u 1—u 


但 由 条 件 (13), xox. >0, FRB 1- u?’ >00, B u? 
<1。 

综 上 所 述 ， 在 条 件 (12)、 (13) 成 立 的 情况 下 ， 即 在 
AD, BE 都 是 内 分 角 线 的 情况 下 ， 户 中 的 除了 zi 以 外 的 其 
AÈ- u0, (1 一 x1)* 关 0, H fp= (Cu*-1)? (zx 一 2) 
(1-27) -4<0 (u*-1)*>0, (1-27) >0, u?-2<1-2 
<0)， 即 恒 为 负 值 而 fo 了 关 0， 因 此 由 fı —0 可 以 得 到 x,=0. 

这 样 就 证 明了 我 们 所 要 证 明 的 古老 问题 : 

两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 

484 


七 、“ 两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 是 
等 腰 三 角形 ”, 这 个 猜想 成 立 吗 ? 


上 节 证 明了 古老 问题 :“ 两 条 内 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 
= fate.” 

由 此 很 容易 引起 我 们 产生 下 面 的 猜想 : “两 条 外 分 角 线 相等 
的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ”。 这 个 猜想 能 不 能 成 芯 呢 ? 

举 一 个 反例 * ,就 可 证 明 这 个 猿 想 不 能 成 并 1 

设 在 图 26 的 和 人 ABC #, ZA = 132°, ZB =12°, 7C = 36’. 
外 和 角 CAF 的 分 角 线 AD 与 对 边 BC 交 于 DD, 外 角 ABG 的 分 角 
线 BE 与 对 边 AC 交 于 五 ,那么 


图 26 


CAD= 5 (180° ~ 132°) = 24°, 
ACD = 180° — 36° = 144°, 
ZD=12’. 


* 见 《 数 学 通报 》,1983 年 1 月 号 问题 及 解答 。 
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x 一 ABE= 广 (180 ~ 12°) = 84", 
Z BAE = 180° — 132 = 48°, 

x ZE=48", 

因此 AD=AB, AB= BE。 

就 是 说 , 人 ABC 的 两 条 外 分 角 线 AD 和 BE 相等 , 而 
A ABC 并 不 是 等 腰 三 角形 。 

再 从 更 一 般 的 情况 来 作 直 观 的 考察 。 

iA ABC H AB 边 固定 , BC 边 所 在 的 射线 也 固定 (二 ABC 
是 小 于 60" 的 一 个 定 角 a), 如 图 27。 但 C 点 的 位 置 并 不 固定 ， 
可 以 在 这 条 射线 上 移动 ,我 们 研究 C 点 在 这 条 射线 上 移动 时 所 
产生 的 情况 。 BC 所 在 的 射线 既 已 固定 ,那么 外 角 ABG 的 分 和 角 
线 BE( 直 线 ) 也 就 确定 了 。 


图 27 图 28 
如 果 C 点 接近 B 点 ,如 图 28 中 的 C1, 那么 外 分 角 线 BE, 
接近 于 零 ,而 外 分 角 线 AD’ 接近 于 ADo, Do 是 从 A PE AB 
的 垂 线 与 BC 的 交点 。 因 此 ,在 这 个 情况 下 , AD, > BEi。 设 过 
A 所 作 BE 的 平行 线 与 BC 交 于 互 , 那 么 当 C 点 接近 于 互 点 时 ， 
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如 图 中 的 Co, 外 分 角 线 BE, ARIKE FAEH), 而 外 分 角 
线 AD, 接近 于 AK, K BSA HAF 的 分 角 线 与 BC 的 交点 。 


HZ KAF = > ZHAF sL |a + 5080- a) | =45 +220 
(H a #60), 所 以 AK 不 平行 于 BC, 因而 AD, BARA. A 


此 , 在 这 个 情况 下 , AD. < BE,。 

由 此 可 见 ,C AM B 到 万 连续 
运动 时 , 由 AD, > BE, 连续 变化 到 
AD2< BE,, 中 间 应 至 少 有 一 处 能 
使 AD = BE。 

C 点 超过 HH 而 接近 于 互 时 ,如 
前 所 说 , 仍 有 AD < BE,。 如 图 
29, 作 AM / BC, HÝ AF 对 于 
AM 的 对 称 线 AN, 交 BC FN. A 
Z FAN = 2a, Z FAH = 180° - a, 
H a < 60°, “FAN < “FAH. 
就 是 说 , NASB AEH 点 的 异 
侧 。 当 C 点 接近 N 点 时 , 如 图 中 的 


图 29 


C3,ACs 就 不 与 AH 接近 , 外 分 角 线 BE; 是 有 限 值 。 而 
L CAF 的 分 角 线 接近 于 AM, 因而 外 分 角 线 AD, 无 限 增 大 
(A Paz A). Alt, xX MBF, AD, > BE;。 

由 此 可 见 ,C 点 从 五 到 六 连续 运动 时 , 由 AD, < BE, 连续 
变化 到 AD, > BE;, 中间 应 至 少 有 一 处 能 使 AD = BE. 

综 上 所 述 , 在 AB 边 固 定 且 ABC 固定 (小 于 OOM ATE 
下 ,至 少 有 两 个 C 点 (一 在 B、 之 间 , 一 在 HIN 之 间 ) 能 使 
4 ABC 的 外 分 角 线 AD 与 BE 相等, 而 不 是 只 有 唯一 的 一 个 C 
点 (AB ØF RERS BC 的 交点 )。 由 此 得 出 结论 ,两 条 外 分 角 线 
相等 的 三 角形 不 一 定 是 等 腰 三 角形 。 这 就 说 明 我 们 原来 的 猜想 
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“两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 "不 能 成 立 。 
MATTE PLES HE SRA, 上 节 关 于 两 条 内 分 角 线 所 列 的 (1) 
一 (12) 式 以 及 由 此 推出 的 f=0, fo= 0,…, fz = 0 等 式 都 能 适 
用 于 本 节 关 于 两 条 外 分 角 线 的 情况 , 所 不 同 的 只 是 要 把 原来 的 
(13) 式 zzi>0 改 为 
L2°X42<0.6 (13°) 


2x3 .D2 | 
于 是 , 由 re = 5, 5 <0, Bw? > 1, Ai 


fi PAIR fo=(u? -1)?(u? -2) 1 - 2?) -4( 8 Pl -zt= 
2 
地 >0) 就 不 一 定 恒 为 负 值 , 而 可 能 为 0。 这 时 , 由 fı =0 就 不 能 
推出 2, 一 定 为 0, 就 是 说 ,和 人 ABC 不 一 定 是 等 腰 三 角形 。 
2 
T2 


2 
由 于 1 好 = 到, 即 u? = 所 以 


doe 
1 “4 


fo= (u?~1)*(u? ~2)(1- 27) -4=0 


可 以 改写 为 
a8 —-423(1 — 27) +522(1- 2x?) 
-2(1 — x) —-4(1— 2?) =0.0 (zi<1) 

我 们 知道 , (zi, zz) 是 分 角 线 AD 与 BE 的 交点 工 的 坐标 。 
当 工 点 的 坐标 满足 上 述 方 程 时 ,了 工 点 在 某 一 个 轨迹 上 。 因 此 , 从 
方 = 一 wz 六 Po=0 可 以 得 出 :或 者 zl=0, 即 人 ABC 
为 等 腰 三 角形 ;或 者 fo =0, 即 分 角 线 AD 与 BE WRI x, 
ZX2) 在 上 述 方程 所 表示 的 轨迹 上 。 

这 就 说 明了 ,以 AB 为 一 边 , 可 以 有 无 数 个 人 ABC , 其 中 
ACH BC, 而 外 分 角 线 AD 等 于 外 分 和 角 线 BE。 这 些 三 角形 中 ， 
外 分 角 线 AD 与 BE 的 交点 1 的 轨迹 是 一 个 近似 于 椭圆 的 图 形 
(如 图 30), 与 过 A 而 垂直 于 AB 的 直线 相 切 ,又 与 过 B 而 垂直 
FAB 的 直线 相 切 , 它 的 最 高 点 与 ALB 两 点 恰好 组 成 一 个 正三 
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角形 。 按 通常 理解 的 三 角形 来 说 , 这 个 轨迹 要 除去 ALB 两 点 
以 及 AB 的 中 垂 线 与 轨迹 相交 的 两 点 。 


图 30 
本 书 封面 上 用 实 线 画 出 的 一 个 三 角形 , 不 是 等 腰 三 角形 ,但 
它 的 两 条 外 分 角 线 (也 用 实 线 画 出 ) 相 等 。 这 两 条 外 分 角 线 所 在 
直线 的 交点 就 在 这 样 的 轨迹 上 。 
最 后 , 再 说 一 下 一 条 内 分 角 线 与 一 条 外 分 角 线 相等 的 三 角 
形 。 人 研究 结果 表明 ,这 样 的 三 角形 也 不 一 定 是 等 腰 三 角形 。 5 
两 条 外 分 角 线 相等 的 三 角形 的 情况 相仿 , 也 有 下 面 的 情况 :以 
AB 为 一 边 , 可 以 有 无 数 个 人 ABC, 其 中 AC 关 BC, 而 内 分 角 线 
AD 等 于 外 分 角 线 BE (或 外 分 角 线 AD 等 于 内 分 角 线 BE)。 这 
些 三 角形 中 , AD 与 BE 的 交点 I(zi, zz) 的 轨迹 是 一 个 近似 于 
椭圆 的 图 形 , 如 图 31 中 的 右 图 (或 左 图 ), 它 的 方程 是 
XI+4zx4( xi—1)+S5Srs(r?—1) 
+2(27? -1)? -—4(27-1)?=0.0. (>l r<-1) 
这 个 图 形 , 与 过 B 及 过 P 而 垂直 于 AB 的 直线 相 切 于 B 及 P( 或 
与 过 A 及 过 Q 而 垂直 于 AB 的 直线 相 切 于 A RQ), HH PORK 
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Q) 是 在 AB( 或 BA) 的 延长 线 上 且 与 AB MHARE AB 的 
点 。 按 通常 理解 的 三 角形 来 说 , 轨迹 上 也 应 除去 一 些 特 殊 的 点 。 


图 31 
通过 上 面 所 说 ,不 难看 到 ,机 器 证 明 有 一 定 的 优越 性 。 本 文 
只 介绍 一 些 大 意 和 具体 问题 ,不 能 过 多 谈 到 理论 性 问题 。 当 然 ， 
这 个 问题 还 处 在 开创 阶段 ,有待 于 进一步 的 发 展 与 完善 。 


490 


HEJ FEAT SOLVER 
软件 系统 概述 


方程 求解 ， 无 疑 是 数学 通 向 实际 应 用 为 经 济 建设 服务 的 主 
要 途径 之 一 。 不 仅 如 此 ， 方 程 求解 又 是 推动 数学 发 展 的 巨大 动 
力 ， 举 例 来 说 ， 线 性 联 立 方程 组 的 求解 导致 了 正 负数 概念 的 引 
入 以 及 和 矩阵、 线性 变换 、 线 性 空间 等 理论 的 建立 。 高 次 方程 求 
解 又 导致 了 复数 概念 的 引入 以 及 能 和 否 用 根 式 求解 的 Galois 理论 
以 至 有 关 群 论 的 创立 。 至 于 高 次 联 立 方程 组 的 求解 ， 更 与 当代 
办 支 发 展 中 的 代数 几何 关系 密切 。 事 实 上 代数 几何 研究 的 主要 
对 象 代数 艇 ， 无 非 是 高 次 联 立 方程 组 的 全 体 解 答 所 构成 的 图 象 
而 已 . 
方程 求解 是 我 国 古 代数 学 的 传统 中 心 内 容 之 一 ， 两 干 多 年 
来 的 成 就 为 世界 数学 的 发 展 作 出 不 可 磨灭 的 贡献 。 在 西汉 早年 
即 已 出 现 的 《 九 章 算 术 》， 其 中 第 八 章 方程 ， 即 是 线性 联 立 方 
程 组 的 解法 ， 并 包括 了 正 负 数 的 概念 与 移 项 运算 等 法 则 。 依 据 
魏 普 时 期 刘 微 的 《 九 章 注 ;>， 解 法 用 各 种 消去 法 ， 当 时 在 筹 算 
板 上 的 运算 过 程 ， 实 质 上 与 现代 用 和 矩阵 逐步 进行 计算 的 过 程 无 
异 ， 这 种 消去 法 ， 直 至 1828 年 才 重 见于 Gauss 的 著作 ， 现 在 
通称 为 Gauss 消去 法 ， 参 阅 [WUS] 中 的 文献 [G]. BFE 


* 本 文摘 自 《 数 学 的 实践 与 认识 》，1986 年 第 2 期 。 
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次 方程 解法 ， 则 自 《 九 章 》 中 即 已 出 现 的 开平 方 、 开 立方 、 与 
开 带 从 平方 〈 即 解 二 次 方程 )， 到 唐 初 王 孝 通 的 开 带 从 立方 
( 即 解 三 次 方程 )， 以 迄 宋 代 1247 年 秦 九 韶 的 《数学 九 章 》， 已 
可 求 任意 高 次 方程 的 数值 解 ， 其 方法 基本 上 与 1819 年 出 现 的 
Horner 法 相同 。 在 宋 元 时 期 ， 又 创立 了 天 元 术 ， 相 伴 而 生 的 
是 多 项 式 概念 ， 表 达 方 法 ， 运 算法 则 以 及 一 般 消 去 法 的 建立 ， 
到 元 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 )》， 已 可 解 多 至 四 个 未 知 数 的 高 次 联 
立方 程 组 。 只 是 由 于 我 国 古 代 不 用 笔算 而 用 筹 算 ， 计 算 须 在 筹 
算 板 上 进行 ， 才 只 能 局 限于 四 个 未 知 数 。 就 其 理论 与 方法 的 实 
质 而 论 ， 应 是 可 以 推行 于 任意 高 次 联 立 方程 组 的 。 元 代 以 后 ， 
我 国 古 代数 学 的 发 展 榨 然 中 断 ， 经 上 典 文献 也 散失 者 多 保存 者 
少 。 但 即使 从 幸存 至 今 的 文献 来 看 ， 方 程 求解 的 发 展 过 程 ， 还 
是 脉络 分 明 ， 有 书 可 移 的 。 

在 数学 中 ， 线 性 联 立 方程 组 的 求解 是 一 种 线性 问题 ， 而 高 
次 联 立 方程 组 的 求解 则 是 一 种 非 线 性 的 问题 ， 两 者 难 易 之 差 何 
审 霄 壤 。 前 者 在 数学 中 已 相当 成 熟 ， 而 后 者 则 不 论 是 理论 (如 
代数 几何 ) 或 是 具体 求解 ， 国 外 似乎 都 还 在 初期 的 探索 阶段 。 
就 作者 初步 的 调查 所 知 ， 国 外 解 高 次 联 立方 程 组 的 方法 ， 或 则 
失 之 于 实际 上 难以 实施 ， 或 则 失 之 于 理论 上 的 缺陷 ， 不 能 保证 
求 得 解答 的 全 体 ， 甚 至 在 方法 上 也 有 根本 可 疑 之 处 。 与 之 相 
反 ， 作 者 遵循 我 国 古 代数 学 传统 的 思想 与 方法 ， 结 合 现代 数学 
中 的 某 些 理论 (主要 是 Ritt 的 理论 ， 参 阅 文献 [R1，2])， 提 
出 了 Ritt 原理 并 提炼 成 多 项 式 组 的 零点 分 解 定理 ( 见 文献 
[WU2，4])， 据 之 以 得 出 了 彻底 解决 高 次 联 立 方程 组 求解 的 
方法 。 我 们 的 方法 ， 在 理论 上 可 以 确切 判断 一 个 高 次 联 立 方程 
组 有 无 解答 ， 有 否 无 穷 多 解 ， 以 及 在 恰 有 有 限 多 个 解答 时 ， 求 
出 这 些 解 答 的 全 部 而 无 增 无 漏 。 在 实际 上 ， 这 一 方法 又 是 切实 
可 行 的 ， 我 们 已 在 Dual System83/20 高 档 微 型 机 上 ， 用 for- 
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tran 77 编 成 程序 ， 并 用 之 以 解决 从 实际 与 理论 中 出 现 的 者 干 
形形色色 的 问题 。 这 些 实例 的 具体 计算 过 程 ， 以 及 相应 的 程序 
与 说 明 书 ， 统 称 之 为 本 文 标题 所 示 的 解 方程 器 或 SOLVER 软 
件 系 统 ， 并 已 灌 制 在 一 片 Dysan 的 8 软磁盘 中 。 使 用 者 可 据 
之 以 移植 到 其 他 类 型 的 机 器 ， 或 用 他 种 语言 (basic， pascal 
等 ) 译 写 ， 并 以 之 解决 实际 与 理论 中 出 现 的 多 方面 的 问题 。 
由 于 本 软件 系统 的 理论 依据 在 作者 关于 机 器 证 明 的 多 篇 论 
著 中 已 有 所 阐述 CL [WUI1 一 4])， 故 本 文 对 此 将 只 作 一 些 概 
括 叙 述 ， 而 着 重 于 程序 的 编写 与 使 用 方法 上 。 至 于 各 种 实例 的 
说 明 与 具体 计算 ， 则 将 在 另 一 文 〈 [WUS5]) 中 详细 叙述 。 

在 作者 使 用 机 器 以 建立 这 一 软件 系统 时 ， 曾 经 得 到 许多 同 
志 的 无 私 帮 助 。 其 中 特别 应 该 提 到 夏 启 圣 同 志 ， 以 及 计算 所 八 
室 胡 增 炎 、 文 逸 等 同志 ， 与 计算 中 心 的 李 平 、 唐 友 三 同志 等 ， 

作者 谨 向 他 们 表 以 深切 谢意 . 


二 、 方 法 概述 


所 有 多 项 式 的 变量 ， 将 固定 为 zi, o, ns AR Hf eA 
是 整数 ， 实 数 或 复数 . 

对 于 一 个 多 项 式 A， 其 中 真正 出 现 的 x; 的 最 大 下 标 i 称 
为 A 的 类 数 ， 记 作 cls (A). 在 A 为 一 个 非 .0 常数 时 ， 类 数 
“HO, Bl cls (A) =0。 若 cls (A) =c>0, WA Pa #8 
最 高 次 数 简称 为 A 的 次 数 ， 记 作 deg (A). CA 的 项 数 为 上 
真正 出 现 的 变量 个 数 为 vu。 将 A 依 通 常 形式 写 出 时 ， 将 其 中 
的 变量 按 其 出 现 次 序 排 成 一 个 数组 记 为 var (A) 时， 其 中 zx。 
的 位 置 设 为 p»， 则 A 附 有 一 个 数组 

ind(A)=[t v c d pl], 
这 里 v Æ var(A) 的 个 数 , c=cls(A), d = deg(A)。 一 个 多 项 
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x A, Se oe era 一 个 一 维 数组 varl A), 一 个 二 
维 数组 expl A), 其 中 第 i 77 列 的 元 素 为 A 中 第 i Wz) 
的 次 数 , 以 及 一 个 一 维 数组 cof(A), 其 中 第 i 个 元 素 为 A 中 第 
i 项 的 系数 。 

多 项 式 A 的 这 一 表达 形式 ,将 称 为 A 的 矩阵 形式 , 显然 这 
种 形式 与 A 以 通常 方式 写 出 时 的 形式 有 关 。 

在 cls(A)=c>0,deg(A)=4 It, A 的 系数 本 身 是 一 
个 多 项 式 , 称 为 A 的 初 式 , 记 作 init(A)。 这 一 概念 在 整个 方法 
中 扮演 着 重要 的 角色 。 

考虑 一 个 由 有 限 多 个 非 0 多 项 式 A; 所 成 的 多 项 式 组 

(PS)A,, Ao,°, A, 

HA, =0,i=1,-",7 所 构成 的 方程 组 将 简 记 为 (PS )=0。 这 
一 方程 组 的 所 有 复数 值 解 或 (PS ) 的 零点 构成 复 n 维 线性 空间 
C” 中 的 一 个 集合 , 记 作 Zero PS)。 如 果 另 有 一 非 0 多 项 式 G， 

WY Zero( PS) PE GAO 的 部 分 将 记 作 Zero( PS/G)。 

所 请 方程 求解 , 意 指 给 定 一 个 方程 组 A = 0, 将 其 左边 的 多 
项 式 A, 构成 一 个 多 项 式 组 (PS ) 时 , 求 出 Zero( PS ) 即 须 判 明 
Zero( PS ) 是否 是 空 集 ( 原 方程 组 无 解 )， 非 空 时 是 否 是 有 限 
集 ， 在 无 限 集 时 求 得 这 些 解 的 参数 及 其 依赖 情况 ， 以 及 有 限 集 
时 给 出 这 些 解 或 零点 的 全 体 。 

我 们 的 解法 实质 上 与 《 九 章 算术 》 方程 术 OR COLE 
注 》 给 出 了 三 种 不 同 的 消去 法 ) 或 近世 所 称 Gauss 消去 法 无 
异 ， 即 设法 将 原来 的 方程 组 化 成 下 面 的 三 角 阵 形式 : 

E,(€2,) =0, 
E2(21, 242) =9 9 


E,, (21, %2,°, £a) =0, 
于 是 可 以 逐个 地 依次 解 出 His 之 2 和， “""y Tno 自然 ， 这 里 的 消 
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去 过 程 远 比 线性 的 情况 要 复杂 ， 而 且 也 可 以 出 现 几 种 不 同 的 情 
形 (这 在 线性 时 也 是 一 样 的 )， 即 
情形 一 ”化 得 一 个 常数 多 项 式 五 o=0。 
情形 二 ”化 得 若干 个 E; (xio, zx;) = 0, 但 并 非 每 一 
E,; 都 出 现 。 不 论 何 时 ， 我 们 将 改写 E; =0 为 下 面 的 形式 : 
Citas sea) = 0; 


C2( 271; mrs ap “ery Tp) =0, 


C (zi， his gee “+, ty ) =0, 
FL clsC, = pi,0<pi<p2s<…< pro MATER <i, Ca, 
的 最 高 次 数 都 少 于 degC, BI C; 中 re 的 最 高 次 数 ， 简称 为 
(HJE P) Wo, WCMMRAIL, J ABL WFR. Lis 
C: 所 构成 的 多 项 式 组 为 《CS) WN, A 
Zero (PS) = Zero( CS/J) + Sum; Zero( PS; ), (Z) 
其 中 (PS; ) 为 将 LIRA (PS) 所 得 扩大 了 的 多 项 式 组 ， + 与 
Sum 指 集 合 的 并 。 
在 情形 一 中 ， 记 单个 常数 多 项 式 Eo 所 成 的 多 项 式 组 为 
(CS), Wha 
Zero (PS) =Zero (CS) =Z, 
可 视 为 公式 (Z) 的 一 个 特例 ， 不 论 何 时 多 项 式 组 (CS) 都 称 
为 (PS) 的 特征 组 。 
M (Z) 式 出 发 继续 进行 ， 可 获得 更 一 般 的 公式 : 
Zero (PS) =Sum, (AS;,/R,), (Z)* 
其 中 每 一 (AS,) 都 是 一 多 项 式 组 ， 有 着 类 似 于 CCS) 的 那 
种 形式 ， 并 满足 性 质 P， 而 Ri 是 一 非 0 ZMA, AH (Z) 
与 (Z)* 中 的 那些 多 项 式 与 多 项 式 组 都 可 从 原来 的 (PS) 依 确 
定 步骤 得 出 。 
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上 面 这 些 结 果 我 们 称 之 为 Ritt 原理 与 零点 分 解 定 理 ， 其 
证 明 将 从 略 ， 读 者 可 参阅 文 未 所 附 Ritt 与 作者 的 有 关 文 献 。 
对 我 们 重要 的 是 从 多 项 式 组 (PS) 求 得 特征 组 (CS) 的 
具体 过 程 ， 如 下 面 的 格式 所 示 : 
CPS) = ES i) (PS tS) 


U U U 
(BS)=(BS,) (BS,) (BS,, ) (SCH) 
(RS1) (RS,) (RS,, ) 


在 这 一 格式 中 ， 每 一 (BS) 都 是 (PS) 的 一 个 最 大 可 
能 的 子 组 ， 具 有 类 似 于 (CS) 的 形式 并 满足 性 质 〈《P)。 每 一 
(RS;) 为 (PS;) 中 除去 (BS;) 后 的 多 项 式 对 (BS;) 中 多 项 
式 依 x; 的 相反 次 序 逐 个 相 除 所 得 余 式 凡 非 0 者 所 成 的 多 项 式 
组 ， 又 每 一 (PS) 为 将 前 面 所 得 RS;_1 添 入 (PS;_1) 后 所 
得 扩大 了 的 多 项 式 组 ， 即 

(PS,)= (PS;) + (RS,), j=i-—1. (PR) 
这 一 过 程 必然 终止 于 某 一 m， 使 相应 的 (RS,;,)〉 为 空 集 。 于 是 
(BS,) 即 为 所 求 的 (CS )。 这 些 (BS;) 各 称 为 (PS;) 的 基 
组 。 
在 具体 计算 的 过 程 中 ， 即 使 原来 的 (PS) 只 有 很 少 几 个 
多 项 式 ， 每 个 多 项 式 只 有 很 少 几 项 ， 也 可 能 迅速 膨胀 ， 使 多 项 
式 的 项 数 增 至 几 千 甚至 一 二 万 以 上 上。 特别 是 在 上 面 的 格式 
(SCH) 中 ，(PS;) 中 多 项 式 的 个 数 都 逐步 增加 ， 这 种 膨胀 更 
容易 发 生 ， 为 了 尽 可 能 避免 或 至 少 延 缓 这 种 过 份 膨胀 的 发 生 ， 
我 们 对 上 面 引 入 的 概念 与 过 程 略 作 修改 ， 而 不 致 影响 最 后 的 结 
果 。 

第 一 种 修改 是 关于 基本 概念 方面 的 。 在 原来 关于 (CS) 
的 定义 中 ， 要 求 具 有 性 质 CP), BOR (P) 的 要 求 减弱 为 

(P") 对 任意 7<<i， 只 须 xp; 真正 出 现在 C; 的 初 式 中 ， 
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Ci 对 zp 的 最 高 次 数 即 小 于 deg Cj。 

RAE (P*) 的 《CS) 将 称 为 弱 型 的 ， 原 来 具有 性 质 
(P) 的 (CS) 称 为 强 型 的 。 同 样 对 于 基 组 ， 特 征 组 等 的 类 似 
概念 都 将 以 弱 型 或 强 型 来 区 别 其 所 具有 的 相应 性 质 。 

第 二 种 修改 是 关于 格式 (SCH) 的 。 原 来 要 求 (PS;) W 
(PR) 一 式 来 作出 ， 这 样 (PS;) 中 的 多 项 式 个 数 将 越 来 越 
多 ， 容 易 超 出 机 器 可 以 容纳 的 范围 。 为 此 可 以 把 CPS) 的 作 
法 改 为 以 下 二 者 之 一 : 


| (PS;) = (PS) + (RS;),j=i-1, (PR*) 
或 (PS,)=(BSi)+(RS),7=i 一 1。 (BR) 
依据 这 种 修改 形式 后 所 得 的 (CS)， 将 称 为 原来 (PS) 的 


半 特 征 组 。 

第 三 种 修改 是 关于 计算 中 出 现 的 各 个 基 组 (BS;) 的 。 原 
来 关于 零点 分 解 定 理 的 严格 理论 ， 要 求 对 诸 (CS) 中 的 多 项 
式 进 行 因 子 分 解 。 因 子 分 解 本 来 是 计算 机 科学 中 的 一 个 困难 问 
题 ， 特 别 是 在 我 们 考虑 的 场合 需要 在 某 些 代数 扩 域 中 来 进行 时 
更 是 如 此 ， 尽 管理 论 上 完全 可 以 做 到 (BRM [WU4]), E 
将 为 此 而 增加 许多 计算 量 。 事 实 上 ， 对 于 方程 求解 来 说 ， 因 子 
分 解 并 不 是 必要 的 。 但 为 了 尽 可 能 减少 计算 中 出 现 的 多 项 式 ， 
我 们 采取 了 下 面 的 修改 方式 : 对 于 在 格式 (SCH) 中 出 现 的 任 
一 基 组 (BS) 中 的 任 一 多 项 式 ， 如 果 其 类 为 ce， 即将 这 一 多 
项 式 中 各 r 的 系数 (本 身 也 是 多 项 式 ) 的 最 大 公约 式 约 去 。 
注意 最 大 公约 式 的 求法 与 因子 分 解 不 同 ， 是 容易 进行 的 。 

至 此 ， 可 以 概括 所 得 为 下 面 的 形式 : 

Zero (PS) = Zero( CS/J) + Sum Zero( PS ',) 
+ Sum Zero( PS”), 

式 中 出 现 的 符号 解释 如 下 。 

(CS) 是 (PS) 的 强 型 或 弱 型 的 特征 组 或 半 特 征 组 。 
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(PS) 是 将 多 项 式 1, BA (PS) 后 的 多 项 式 组 ， 这 里 I} 
与 SuM’ 跑 遍 多 项 式 组 (IS) 中 的 各 个 非常 数 与 不 重复 的 多 项 
x, Mm CIS) Æ (CS) 中 各 多 项 式 的 初 式 的 集体 ， 在 格式 
(SCH) 中 采用 (BR) 一 式 时 ， 更 包含 了 历次 (BS;) 中 多 项 
式 的 各 个 初 式 。(PS”,) 则 是 将 多 项 式 F, RA (PS) 后 的 多 
项 式 组 ， 其 中 F 与 Sum’ 跑 遍 多 项 式 组 (FS) 中 的 各 个 非常 
数 与 不 重复 的 多 项 式 ， 而 (FS) 是 在 格式 (SCH) FB 
(BS;) 的 各 个 多 项 式 系数 的 最 大 公约 式 。 至 于 J WERE, 
与 Fi 的 乘积 . 

整个 计算 过 程 ， 则 可 概述 如 下 。 

设 所 给 多 项 式 组 为 (PS), XE (PS) =0 为 需要 求解 的 
方程 式 组 . 

依据 预定 的 选择 按照 格式 (SCH) M (PS) 定 出 三 个 多 
项 式 组 : (CS), CIS) 与 (FS)。 

WR (CS) 由 一 个 常数 多 项 式 所 组 成 ， 则 CPS) 无 解 。 
否则 如 果 (CS) 中 多 项 式 的 个 数 少 于 变量 zi 的 个 数 xn， 则 在 
不 可 约 情形 时 (PS) 有 无 穷 多 解 ， 这 时 工作 即 停止 进行 ， 见 
文 [WU4]。 

在 (CS) 恰 有 n 个 多 项 式 时 , 可 依 通常 方法 将 (CS ) =0 的 
解 全 部 求 出 ,并 检查 其 是 否 使 了 =0, 而 将 J] 关 0 者 挑 出 。 

其 次 将 每 一 (PS) 5 (PS ) 作为 新 的 CPS) Ki 
进行 计算 。 

整个 进程 在 有 限 步 后 必然 停止 。 

至 此 已 可 判断 原来 所 给 的 方程 组 CPS) =0 是否 无 解 或 
有 无 穷 多 解 。 而 在 至 多 有 有 限 多 解 的 情形 下 给 出 全 部 解答 而 无 
增 无 漏 。 如 果 需 要 的 只 是 〈 视 所 给 问题 而 定 ) 整数 解 或 实数 
解 ， 在 解 (CS) =0 时 即 可 用 只 求 整数 解 或 实数 解 的 通常 方 
法 ， 例 如 对 实数 解 时 可 用 我 国 宋 代 的 解 方 程 法 。 
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三 、 程 序 编制 


依据 上 节 的 原理 与 方法 ， 我 们 编制 了 和 奋 干 程序 、 并 在 一 人 台 
以 UNIX 为 操作 系统 的 高 档 微型 机 Dual83/20 上 就 多 种 理论 与 
应 用 上 的 问题 进行 试 算 。 这 些 程序 ， 包 括 方法 说 明 以 及 实例 运 
算 过 程 ， 都 录制 在 一 片 DYSAN8” 软 磁盘 上 ， 形 成 一 个 软件 包 ， 
EPR ZA NEA) BK (SOLUER). 

实际 应 用 中 出 现 的 多 项 式 一 般 是 实 系数 的 ， 但 实 系数 通过 
逼近 、 通 分 等 手段 在 机 器 中 易于 改 为 用 整 系数 来 代 奉 。 另 一 
面 ， 不 少 理论 上 的 问题 (例如 定理 证 明 ) 出 现 的 多 项 式 必 须 是 
整 型 的 ， 为 了 包括 各 种 可 能 的 应 用 ， 我 们 的 程序 都 以 整 系数 多 
项 式 的 方式 来 编写 。 这 样 每 一 多 项 式 都 相应 有 4 个 整 型 的 数组 
来 作息 阵 形 式 的 表示 : ind, ivar, texp, icof, 其 意义 见 前 
节 。 如 有 需要 ， 将 程序 中 的 系数 数组 ico 由 整 型 改 为 实 型 ， 
是 容易 的 。 

程序 共有 3 个 ， 列 表 如 下 。 

由 于 多 项 式 在 运算 时 须 用 和 抢 阵 形式 ， 而 作为 原始 数据 输入 
或 作为 结果 观察 分 析 时 有 时 又 以 通常 的 文字 形式 为 便 ， 故 上 表 
中 的 两 程序 1，3 即 作 为 这 两 种 形式 互相 转换 之 用 。 

使 用 这 些 程序 时 ， 先 将 原始 数据 多 项 式 组 (PS) Wh iS 
文字 形式 存放 在 文件 “polgms ”中 ， 然 后 用 程序 1 = solv- 
pmat. for 转变 成 文件 “atrices ”中 的 矩阵 形式 。 其 次 将 
“matrices ”中 的 多 项 式 组 复制 并 存放 在 文件 “ polset” 中 ， 青 
用 程序 2 = solu-chrst. for 获得 文件 “char-set” 中 的 ( 半 ) 
特征 组 (CS)， 文 件 “init-fcir-set” 中 的 初 式 组 CIS) BA 
因子 组 (FS)， 以 及 记录 具体 计算 过 程 的 文件 “procedure'。 
根据 需要 可 用 程序 3= solu-mpol. fo N 将 存放 在 “cher- set” 
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与 “init fectr-set ”中 的 多 项 式 组 (CS), (IS) 与 (FS) 等 
转变 成 通常 文字 形式 。 依 据 所 得 (CS) 可 以 判断 原 方程 组 
(PS) =0 是 否 无 解 ， 有 无 穷 解 ， 或 否 ， 并 确定 是 否 应 将 
(IS), (FS) 中 的 多 项 式 逐 个 添 入 (PS) 而 再 用 以 上 程序 继 
续 进 行 。 


i 


V 
生生 省 | 以 逢 阵 形式 存放 在 通 | 将 一 通常 形式 的 
solv- pmat . for ars 中 的 多 nen matrices’ 中 | 多 项 式 组 变 成 矩 


1 B = » Ed = 
solu-chrst . for f A : 
页 - fetr - 
Ñ #6 = T 
中 的 具体 计算 过 程 


以 矩阵 形式 存放 | 以 通常 形式 存放 在 通 | 将 一 矩阵 形式 的 
ee ee iene p p RA = “polyms "中 的 
多 项 式 组 多 项 式 组 


在 每 次 所 得 的 ( 半 ) 特征 组 (CS) 中 多 项 式 的 个 数 恰 等 
于 变量 r; 的 个 数 n 时 ， 即 可 逐一 依次 解 出 zt，zz，…， 
以 获得 全 部 解答 ， 并 挑 出 其 中 不 使 任 一 初 式 与 因 式 =0 的 部 
分 。 这 需要 另 一 个 解 方程 的 程序 ， 由 于 这 样 的 程序 在 通常 的 软 
件 包 中 往往 有 现成 的 可 用 ， 而 且 有 多 种 不 同 的 方法 可 供 选 用 ， 
加 此 在 我 们 的 软件 包 《 解 方程 器 》 中 不 再 列 入 。 

在 程序 运行 中 出 现 的 各 种 文件 ， 可 以 以 一 定 的 格式 作为 永 
久 性 的 文件 保存 起 来 。 在 [WU5] 所 举 的 一 些 实例 中 ， 我 们 
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采用 了 下 面 的 方式 。 | 

文件 x x * x x* . pol， 存 放 通 常 文字 形式 的 原始 数据 多 
项 式 组 (PS)， 即 程序 14H ‘polyms’. 

文件 x x * * x . mat， 存 放 和 矩阵 形式 的 原始 数据 多 项 式 
组 (PS)， 即 程序 1 中 的 “matrices” 或 程序 2 FAY ‘ polset’. 

文件 x xxx, chr Bw x KKK: inf, BI FER 2 所 
得 的 “char-set” +3 ‘init-fatr-set ’ « 

文件 x x x x x . pre, 即 程序 2 所 得 文件 “ procedure’ . 

三 个 程序 中 ， 程 序 2 = solu-chrst. for 是 最 主要 也 是 最 繁 
难 的 一 个 。 为 此 须 作 较 详 的 说 明 如 下 。 

首先 ， 由 于 计算 方式 以 及 打印 方式 有 多 种 不 同 的 方案 可 供 
选择 ， 因 此 我 们 引入 一 些 控制 变量 ， 其 值 由 使 用 者 依据 他 的 预 
定 要 求 在 键盘 上 输入 ， 这 些 控制 变量 有 : 
确定 打印 部 件 ，=0 指 显 示 ，= 1 指 打 印 机 ，=& 
指 文件 #k& (k>1). 

igt 确定 多 项 式 的 打印 方式 ，<0 指 不 打印 ，=0 指 打 
印 成 通常 文字 形式 ，>0 指 打 印 成 某 种 容易 阅读 的 矩阵 形式 。 

np 一 一 确定 在 iqt =O 时 打印 出 多 项 式 的 限制 行 数 。 


Twi 


ips 确定 在 相应 处 是 否 暂 停 。 

ired 确定 所 需 CE) 特征 组 是 弱 型 的 (=1) 还 是 强 
型 的 《=2)。 

init mE (O 0) E (=0) 将 初 式 存 入 相应 文件 。 

ifctr 确定 是 ( 0) E (=0) 须 将 每 一 基 组 中 各 多 


项 式 系 数 的 公 因 子 除去 。 

在 已 编 成 的 软件 包 中 ， 我 们 并 没有 考虑 一 般 的 系数 公 因 
子 ， 而 只 考虑 了 单项 式 的 系数 公 因 子 。 因 之 在 文件 #5= 
“init-fctr-set ”中 的 公 因 子 组 ， 不 是 一 个 多 项 式 组 ， 而 是 一 个 
一 维 数组 jfctr， 其 个 数 等 于 xz; 的 虚拟 个 数 。 如 果 zx; 曾 作 为 
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系数 的 公 因 子 约 去 ， 则 jfctr (i) =1， 否 则 =0。 

在 大 多 数 的 问题 中 ， 是 否 应 约 去 系数 公 因 子 ， 是 可 以 任意 
的 ， 可 祝 是 否 需 要 将 计算 过 程 有 较 大 简化 而 定 ， 但 在 某 些 问题 
中 ， 系 数 公 因 子 必须 约 去 ， 又 在 另 一 些 问题 中 ， 系 数 公 因子 又 
不 允许 约 去 ， 须 视 问 题 的 性 质 而 定 。 因 而 对 于 控制 变量 ifctr 
在 盘面 输入 时 应 作 何 种 选择 ， 使 用 者 须 事先 有 一 估计 。 

其 他 控制 变量 的 输入 也 须 预 有 计划 。 

在 程序 2 的 运算 过 程 中 有 两 套 多 项 式 组 反复 出 现 ， 其 一 相 
当 于 格式 (SCH) 中 的 诸多 项 式 组 (PSs;)， 在 程序 中 用 a K 
Ro AA F (SCH) 中 的 诺 基 组 (BS;)， 在 程序 中 用 b 
表示 。 因 此 ， 与 a 相应 有 数组 iaind, iavar, iaexp 与 iacof, 
程序 中 又 把 同一 多 项 式 组 中 的 诸多 项 式 a 合 在 一 起 ， 相 应 的 
数组 各 记 为 jaind, javar, jaexp 与 Jaecofr， 对 于 多 项 式 b 同 
样 也 有 数组 ibind, jbind 等 。 

在 程序 1 与 3 中 ， 所 出 现 的 多 项 式 并 不 经 过 任何 变化 ， 因 
而 诸 iexp 都 用 二 维 数 组 表示 ， 但 在 程序 2 中 ， 诺 多 项 式 在 不 
断 运算 变化 之 中 ， 其 出 现 的 变量 个 数 时 多 时 少 ， 项 数 也 时 多 时 
少 。 为 了 减少 存储 量 ， 这 些 多 项 式 的 iaerp，ibexrp 等 都 改 用 
了 一 维 数 组 。 因 而 ， 多 项 式 a 的 第 i 项 与 iavar 中 第 7 个 数 相 
当 的 变量 的 指数 将 占据 着 iaerp 中 第 (i 一 1) x iva +7 个 
位 置 ， 这 里 iavar 是 a 中 实际 出 现 的 变量 sc HTM. RA 
推 。 l 

程序 2 的 运算 过 程 大 致 如 下 。 

第 1 步 从 键盘 上 读 入 各 个 控制 变量 。 

第 2 步 从 文件 #3= “polset” 读 入 原始 数据 ， 作 为 诸多 
MI ao 

第 3 步 从 诸 a 所 成 多 项 式 组 中 选取 一 部 分 作为 多 项 式 
6。 相 当 于 前 面 a 多 项 式 组 的 基 组 ， 诸 8 的 个 数 记 为 ia， 只 
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将 诸 5 存 入 文件 #4= “chnar-set '。 这 通过 子 程序 baset 来 完 
成 。 | 

S476 ”依据 控制 变量 init 与 ifctr 确定 是 否 须 定 出 诸多 
项 式 的 初 式 与 系数 公 因 子 并 存 入 文件 间 5= S init- fetr-set’ Fo 
这 由 子 程序 inset 与 factr 来 完成 。 


程序 主体 
J 
adjon 
OPP initl 
remdr 
ideg 
e4var reduc a 
. delet 
m pol factr —— prime 
gcd 
图 1 


第 5 步 ”将 诸 a 中 不 在 6 多 项 式 组 者 对 8 逐个 求 余 式 ， 
将 余 式 不 为 0 者 添 入 诸 bo MIE b 的 个 数 为 inb1。 

如 果 inb1= inb, MWR 3 步 所 得 6 多 项 式 组 已 是 所 求 的 
CE) 特征 组 而 程序 中 止 。 否 则 进入 下 一 步 。 

这 一 步 由 子 程序 adjon 与 remdr 来 完成 。 

第 6 步 将 5b 改作 为 a， 返 回 第 3 步 并 继续 进行 。 

在 第 5 步 中 ， 须 不 断 将 某 一 a 多 项 式 对 某 一 6 多 项 式 相 
除 以 求 余 式 ， 而 a 与 5 中 实际 出 现 的 变量 一 般 并 不 相同 。 为 
此 须 将 两 组 变量 合并 为 一 并 相应 改变 数组 taexp = ibexp 等 再 
行 求 余 。 这 些 通 过 子 程序 eqvar 与 reduc 来 进行 。 

503 


种子 程序 间 的 相互 关系， 略 如 图 1 所 示 其 中 箭头 指 
call o 


作者 已 将 以 上 软件 程序 应 用 之 于 理论 上 与 实际 中 经 常 出 现 
的 多 种 类 型 的 问题 ， 其 情况 见 另 文 LWU5S5]。 从 这 些 实 践 得 
知 ， 这 些 程序 有 相当 高 的 效率 ， 但 也 有 许多 潜力 可 控 ， 上 证 所 
说 约 去 多 项 式 系 数 的 公 因子 尚未 写 入 以 上 程序 中 ， 即 是 有 待 发 
挥 的 潜力 之 一 。 在 使 用 部 门 根据 使 用 经 验 提出 各 种 看 法 意见 
后 ， 将 再 统一 考虑 作 软 件 包 的 改进 型 。 实 践 是 检验 真理 的 唯一 
标准 ， 一 切 当 视 实践 效果 如 何 而 定 。 
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解 方程 器 或 SOLVER 软件 
系统 应 用 举例 


mil 


4 


前 文 [WU6] 介绍 了 解 方程 器 或 SOLVER 软件 系统 的 基 
本 原理 与 方法 , 以 及 程序 的 编制 与 使 用 。 本 文 将 介绍 使 用 这 些 程 
序 对 理论 上 与 应 用 上 提出 的 若干 实例 在 一 台 微 型 机 Dual83/20 
上 实施 的 经 过 情况 。 在 这 些 实例 中 ， 有 的 是 纯 理 论 性 的 ， 包 括 
以 三 角形 面积 与 四 面体 体积 为 说 明 的 未 知 公式 探求 方法 ， 以 及 
受到 Gauss 注意 过 的 一 条 著名 初等 几何 定理 的 证 明 。 在 应 用 
上 ， 则 除 一 般 的 解 高 次 联 立 方程 组 外 ， 还 举 出 求 特 征 值 、 控 制 
论 中 的 反馈 稳定 与 机 械 设计 中 出 现 的 某 些 实例 ， 读 者 可 以 将 我 
们 的 方法 与 已 有 的 各 种 方法 作 一 比较 ， 我 们 的 方法 是 带 有 普遍 
性 的 ， 最 后 都 归结 为 高 次 联 立方 程 组 的 求解 ， 其 应 用 范围 让 处 
皆 有 ， 读 者 举一反三 ， 尽 可 能 在 其 自己 的 工作 范围 内 找到 合适 
的 应 用 课题 ， 并 据 此 以 判断 〈 解 方程 器 》 的 效率 。 

现 再 提出 两 点 作为 补充 说 明 。 

第 一 ， 我 们 的 方法 基本 上 是 线性 联 立 方程 组 化 成 三 角 阵 式 
的 方法 及 其 在 高 次 联 立 方程 组 的 推广 ， 这 在 国外 通称 为 Gauss 
消去 法 ， 有 时 也 称 为 Gauss-Seidel 方法 。 但 Seidel 事实 上 与 此 
无 关 ， 而 Gauss 引入 此 法 是 在 1826 年 的 关于 天 文 观察 计算 的 


* 本 文摘 自 《数学 的 实践 与 认识 )，1986 年 第 3 期 。 
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论文 中 ， 其 中 只 有 带 对 称 性 线性 联 立 方程 组 的 实例 见 [G1]. 
实质 上 这 种 消去 法 早已 见于 西汉 早期 的 我 国 古 代 经 典 著作 Ju 
章 算术 )， 而 且 方 法 上 还 完整 得 多 。 在 高 次 联 立 方程 组 上 的 推 
M, GERTLER, BIR. RRS CHARS 
作 中 见 其 和 雏形。 我 们 现在 的 方法 。 其 发 现 过 程 受 到 这 些 闭 作 中 
所 蕴含 的 思想 、 方 法 、 体 系 等 的 影响 与 启发 ， 是 有 决定 性 的 。 
因 之 ， 作 者 一 直 自 己 认 为 ， 目 前 的 工作 以 及 过 去 的 机 需 证 明 工 
作 ， 都 是 我 国 古 代数 学 传统 的 直接 继承 。 此 其 一 。 

第 二 ， 在 作者 对 于 本 文中 提出 的 一 些 实例 以 及 其 他 一 些 实 
例 使 用 〈 解 方程 器 》 具体 进行 计算 时 ， 发 现 目前 的 程序 还 有 许 
多 不 足 之 处 或 其 潜力 尚未 得 到 充分 发 挥 。 例 如 ， 由 于 在 程序 中 
我 们 没有 考虑 到 将 多 项 式 中 系数 的 公 因 子 (文献 中 流行 名 称 是 
Content) 约 去 ， 因 而 所 得 的 多 项 式 次 数 往往 较 应 有 者 为 高 ， 
也 因而 增加 了 不 必要 的 计算 量 与 存储 量 ， 例 如 参阅 下 面 的 例 
子 。 此 外 也 可 能 还 有 许多 弱点 未 被 作者 所 发 现 或 考虑 。 总 之 ， 
实践 是 检验 真理 的 唯一 标准 。 根 据 各 界 在 使 用 〈 解 方程 器 〉 解 
决 理论 上 与 应 用 上 各 种 具体 问题 时 的 实践 经 验 ， 考 其 得 失 与 有 
效 或 不 足 之 处 ， 当 在 将 来 再 在 总 结 经 验 的 基础 上 作出 相应 改 
进 。 此 其 二 。 

例 1 方程 组 求解 。 

与 解 线 性 联 立 方程 组 类 似 ， 解 高 次 联 立 方程 组 也 有 两 种 一 
般 的 方法 ; BARBIES WA. AFR REE 
上 似乎 还 没有 一 般 的 准则 ， 后 者 就 作者 所 知 ， 有 两 种 较 通用 的 
方法 ， 为 法 国 Lazard 与 奥地利 Buchberger 所 创立 ， 例 如 见 
[LZ1], [BU1], AR [BU1] 中 Buchberger 所 举 一 例 说 明 如 
Fe 

Buchberger 考虑 了 方程 组 A; =0, i=1, 2, 3. HP A, 
各 为 多 项 式 
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A, =223- 27-23, 
A2 = 24123 —-2273+ 2122, 
A3 = x? — £20 

按照 Lazard 的 方法 ， 需 要 引进 4 个 新 变量 uy, ui, uz, 
us， 并 考虑 一 个 由 u 等 所 构成 的 和 矩阵， 其 行 数 与 列 数 各 为 
35 与 50。 从 @ 算 出 一 个 35 行 的 非 0 行列 式 ， 其 本 身 为 u; 的 
多 项 式 。 将 此 多 项 式 分 解 为 u 线性 式 的 因子 乘积 ， 即 得 出 原 
方程 组 包括 在 无 穷 远 处 的 解答 。 显 然 这 一 方法 不 是 切实 可 行 
的 。 

Buchberger 所 用 方法 在 于 先 将 诸多 项 式 构 成 一 个 理想 a = 
(A1，A，，A3)， 由 此 得 出 一 组 所 谓 Grobner 基 ， 在 本 例 中 由 
6 个 多 项 式 组 成 

G= a$- Sat- jea 

G2 = X17T3 2273+ 2122, 

G3 = x1 — T2, 

G4 = 24235472122 +2r2+6zx3-— 16x3, 

Gs = 12434 23422122 -423, 

Go = x3 — 1227, — 2923 + 6423 -—2421220 
由 此 得 出 商 代数 R [xi 22, 23] /a 的 一 组 基 

l, 21, T2, Z3, T12, To 


从 Gröbner 基 可 定 出 这 些 基 之 间 在 商 代 数 中 的 乘法 关系 ， 例 
如 ， 


x3 * Tz3= — 18 2122+ 4823 — 822-2175. 
据 这 些 乘法 关系 再 定 出 21, xc. 等 所 满足 的 一 些 方程 ， zi(zi) 
=0, p2(zi,zz)=0,…。 解 出 这 些 方程 即 得 到 原 方程 的 解答 ， 
但 不 能 保证 并 无 增 根 。 在 理论 上 似乎 也 还 没有 解决 如 何 求 出 全 
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部 解答 而 无 增 无 漏 的 问题 。 
我 们 的 方法 如 下 : 
将 所 给 多 项 式 A, Ar, As 所 构成 的 多 项 式 组 (PS) fF 
为 原始 数据 输入 解 方 程 咽 ， 得 出 历次 基 组 如 次 。 
第 一 次 基 组 (BS1) 包括 两 个 多 项 式 : 
Bl = x1- 22, 
Bl: = xXx1ix3-2r3+ 21220 
第 二 次 基 组 (BS2) 包括 3 个 多 项 式 : 
B2,= 21 -527+42,-4+42}, 
B2, = x? — 2; 
B23 = £1 £3 72x2 + 11220 
这 一 基 组 已 是 所 求 的 半 特 征 组 (CS)， 其 中 3 个 多 项 式 是 
C;=B2;，i=1，2，3， 在 计算 过 程 中 出 现 的 非常 数 初 式 只 
一 个 T= x1 一 2。 约 去 过 的 因子 也 只 有 一 个 F= zro 
依据 一 般 原 理 ( 见 前 一 文 [WU6])， 应 有 
Zero( PS ) = Zero( CS/ IF ) + Zero( PS1) + Zero( PS2), 这 里 
(PS1), (PS2) 各 为 将 I 与 下 添 入 (PS) 后 所 得 的 多 项 式 组 。 
方程 组 (CS) = 0 已 是 标准 的 三 角 化 形式 , 可 以 逐个 对 zi， 
X2, 23 依次 求解 ,得 到 4 个 解答 ,但 其 中 一 个 使 I=0, 因 而 必须 
除去 。 余 下 3 个 解答 都 是 (PS)=0 的 真正 解答 。 
其 次 试 考虑 Zero( PS1), X #(PS1) PRAT A,, Ad, 
Az 外 ， 又 加 入 了 A,=1: 
A4=2%,7-—2.0 
与 前 同 法 得 到 半 特 征 组 由 一 个 常数 多 项 式 所 组 成 ， 因 而 是 矛盾 
组 而 无 解答 。 至 于 (PS2) 无 解答 更 甚 显然 。 因 而 所 给 方程 的 
全 部 解答 即 是 前 面 所 得 3 个 而 无 增 无 漏 。 
所 有 计算 过 程 都 有 打印 记录 。 这 些 记录 以 及 其 他 有 关 文 件 
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都 以 Buchberger 与 Buchberg! 命名 而 作为 软件 包 的 一 部 分 存 入 
fe Ty FE ts P o 
要 求 得 无 穷 远 处 的 解答 是 容易 的 。 因 为 这 些 无 穷 远 处 的 解 
答 相 当 于 只 保留 所 给 多 项 式 的 最 高 次 部 分 所 得 方程 组 的 解答 ， 
即 考 虑 以 下 方程 组 的 解答 : 
Ajo =2273 -— x? — x3, 
Azo = 4173+ Lit 
Ajo = 22 
这 上 比 所 给 方程 式 组 显然 更 容易 求 得 所 有 解答 。 
例 2 求 特征 值 与 特征 根 。 
和 矩阵 求 特征 值 与 特征 根 是 实际 应 用 中 广泛 出 现 的 问题 。 现 
在 通行 的 办 法 往往 依据 问题 的 不 同类 型 ( 实 或 复 ， 对 称 或 非 对 
称 ， 广 义 或 非 广 义 形 式 等 等 ) 有 着 种 种 不 同 的 处 理 ， 极 为 复 
杂 ， 例 如 参阅 [RW1] 与 [ 郭 1] 等 书 。 我 们 的 方法 则 对 任意 
类 型 都 可 作 统 一 处 理 。 现 据 [ 郭 1] 书 中 8 13.1.11 中 的 一 例 
作为 说 明 如 下 。 
该 例 要 求 矩 阵 方程 
AX = eX 
的 特征 值 e 与 特征 根 X= (21, °°, 26), 这里， 
S bee ez 5 
1 6-3 2 0 6 
S23: Bi >: 6. 0 
0 2-5 5 1-2] 
-2 0-6 1 6-3 
5 6 0-2-3 8 
我 们 的 方法 在 于 将 e 作为 另 一 未 知 变量 xy 引入 ， 于 是 原 
Fa ETT FAR A 7 个 未 知 量 zo，…，<6 的 方程 组 (PS) =0, 
510 


A= 


而 (PS) 由 6 个 多 项 式 4A;,，i=1，2，…，6 组 成 ， 例 如 
A,=52,+ 42-2273-225+5276—- cori, 
将 (PS) 输入 解 方程 器 ， 计 算 结 果 第 4 个 基 组 为 所 求 半 
特征 组 (CS)， 由 6 个 多 项 式 Ci, 0e, Cs 所 组 成 如 下 。 
Cl=325z6—277zxo— Slx8—1495+2zxt, 
C2 = —2300x, — 7802x921, + 380 x62, + 33352 | 
+1131 xox. — 551 xp x2 — 20x92, +2912 x2, 
C3 = 292, —1822,—-1323+2273279) —627,;279+52229, 
C4 = — 6922+ 166273 — 14527, —582,+ 23279 
+1227, r9+ 302x420, 
Cs = —22, —329+8273-—S52,-6275—-— x32); 
Co=S521+ 22-223 -225+ 576-2176 
由 此 可 以 先 从 Cl = 0 解 出 ro 共有 4 个 值 可 作为 可 能 的 特征 
值 ， 依 次 代入 C, = 0，…，Ce =0 可 得 相应 的 riirii re 
即 相 应 可 能 的 特征 根 。 
在 计算 过 程 中 出 现 唯一 约 去 的 因子 为 zj， 非 常数 的 初 式 
有 3 个 如 下 : | 
I, = 3335 + 113129 ~ 551.23 + 2928, 
1, =2zx- 13, 
I4=6x0— 296 p 
必须 除去 C1=0 中 使 某 一 因子 Fi =r 或 初 式 I;=0 的 
fE, XPA AAR Fi, LSC, 有 和 否 公 因子 的 方法 来 检查 。 在 本 
例 ， 可 以 检查 得 知 Cl 与 1, AABAF 225-13, H Ci/B3= 2x3 
= 1926 十 39 x9 tl 其 次 须 将 Pas Íi, Ip, I; 逐一 - 添 入 原 
来 的 多 项 式 组 (PS) 并 如 前 处 理 ， 但 并 不 能 获得 其 他 解答 。 
因而 特征 解 即 为 
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C1/13=0 
所 给 出 的 3 个 ， 特 征 根 也 有 相应 的 3 组 ， 以 zi:zz:…:z6 的 
形式 给 出 。 读 者 可 以 与 [ 郭 1] 书 中 给 出 特征 值 的 解答 对 照 : 
A, = A> = —0.1598734292,1, 
A3 = A, =0.4455989638,01, 
As = Ag = 0.16142744691020 
作者 还 以 同 法 计算 了 该 书 8 13.1.11 的 一 个 AX = eBX 的 
例子 。 方 法 完全 与 上 面 一 样 ， 不 过 最 后 得 一 zo 的 16 次 方程 ， 
须 同 上 面 那 样 把 不 需要 的 解答 除去 。 次 数 出 现 过 高 是 因为 在 程 
序 中 未 考虑 约 去 一 般 的 公 因 子 之 故 ， 当 于 以 后 加 以 改进 。 
例 3 自动 控制 问题 。 
控制 论 中 不 少 问题 ， 如 极点 配置 ， 反 馈 稳 定 等 ， 都 自然 地 
导致 高 次 联 立 方程 组 的 求解 问题 。 下 例 取 自 [ASI] 一 文 ， 读 
者 可 与 它 对 照 。 
考虑 一 个 线性 系统 


1 0 0 
z=)]0 0 -| 0 g 
13 0 1 


i aes 
pe Lee eg Sel 


现在 要 求 确 定 一 个 反馈 控制 
u=ky, k= [vw], 
使 系统 达到 稳定 ， 依 据 控制 论 一 般 原 理 ， 应 选取 v, w 实 值 ， 
使 以 下 诸 不 等 式 成 立 : 
pifv, w)=wlv—1)—- v(5v+13)>0, 
p2(v,w)=v>0,7 
p3(v, w) = w>0o 
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这 些 不 等 式 相 当 于 有 实 值 t, 使 
t?f;(v, w) -1'=0,7=1,2, 3. 
这 样 须 求 5 个 未 知 数 1; Sv, we 3 个 方程 。 
在 无 数 可 供 选 择 的 不 同方 案 中 ， [AS1] 的 作者 提出 要 求 
某 一 目标 函数 
J: = Say 0,07 + (x =r) 
达到 极 小 , 并 指出 必 有 r;, 8 能 使 满足 要 求 的 解答 只 有 有 限 多 
个 。 特 别 对 上 例 将 导致 下 面 的 一 个 方程 组 : 
t?(-S5v*+ wv—-13v-w)-1=0, 
tsv-1=0, 


tiw—-1=0, 


(8, - v) -ri a) - 100+ w — 13) 


1 
一 5 #20 r2 — t2)=0, 


(82—w) Fry = 2) (v1) 
-Feil ts) =0。 
[AS1] 一 文选 取 r; = 5,=0, 消去 t; 后 得 两 个 方程 。 
gilv, w)=a2(v)w*ta,(v) wt ap(v) =0, 
go(v, w)=bs5(v) wet b4(v) w' + 63( 0) ww? 
+ bo(v) w*+ b,Cv) wt bol(v)=0, 
其 中 a, b; 都 是 以 小 数 为 系数 的 v 的 多 项 式 。 这 一 步 似 乎 由 于 
算 作 出 , 某 些 系数 有 明显 的 错误 。[AS1i] 作 者 用 结 式 方法 消去 
w 而 得 一 oz 的 31 次 多 项 式 方 程 ,系数 是 复杂 的 小 数 ,由 此 得 所 
需 的 解 。 
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我 们 也 用 解 方 程 器 进行 了 试 算 。 先 将 诸 变 量 (w, w, 1/41， 
1/t2, 1/t3) KÆ H (xi, zz …，Zz5), 得 多 项 式 组 (PS ): 
Ai= 一 Sz1+ 2122-132, ~ x2 - x3, 
Ao=217 25, 
Arean as, 
A4 = —227324921— 102742, + rir2 — 137x4+ 23, 
As = —2rpa$22+ rizi- r: + zł. 
所 求 者 为 Zero (PS/zsz4z5s) 中 的 实数 解 ， 而 x3, £4, xs 都 
不 应 为 0， 计算 至 第 4 个 基 组 即 所 求 半 特征 组 (CS)， 其 第 一 
个 多 项 式 Cl 是 z, BI v 的 一 个 47 次 多 项 式 。 这 里 所 得 的 多 
项 式 次 数 较 [AS1j 一 文 者 为 高 ， 其 原因 是 在 计算 过 程 中 某 些 
多 项 式 的 系数 公 因 子 未 曾 约 去 所 致 ， 而 这 种 公 因 子 的 必然 出 现 
是 在 理论 上 可 以 证 明 的 。 这 在 今后 的 程序 中 应 当 加 以 考虑 改 
写 ， 据 估计 改写 后 计算 将 较 【AS1] 者 为 简单 。 而 且 ， 国 外 所 
使 用 结 式 方法 一 般 说 来 是 难以 实现 的 ， 而 我 们 的 方法 运用 范围 
似 更 广 。 
例 4 机 构 综合 设计 。 
机 构 的 综合 设计 ， 往 往 导 致 高 次 联 立 方程 组 的 求解 问题 ， 
下 面 是 一 个 摇 杆 请 块 的 设计 问题 ， 许 多 问题 都 可 仿 此 求解 。 
设 要 求 设 计 一 个 摇 杆 滑 块 装置 O.AB， 其 摇 杆 的 转动 中 心 
O, 固定 在 原点 ， 滑 块 在 一 平行 于 横 轴 的 一 个 槽 上 上 滑动， 设计 
要 求 是 对 于 3 个 已 知 的 摇 杆 OA 对 横 轴 的 倾斜 角度 9;,， 滑 块 
B 与 纵 轴 有 已 知 的 距离 S;，;i =1，2，3。 
通常 的 解决 办 法 有 两 种 ， 一 -种 是 几何 作 图 法 ， 另 一 是 代数 
方法 ， 前 者 难以 精确 且 作 图 复杂 ， 后 者 会 引入 许多 三 角 函 数 也 
有 颇 大 的 计算 量 。 我 们 的 方法 则 可 避免 使 用 三 角 函 数 ， 而 在 多 
项 式 的 非 数 值 运算 间 进 行 ， 至 最 后 再 引入 原始 数值 数据 而 对 方 
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程 求 数值 解 ， 方 法 是 一 般 性 的 ， 对 于 多 连 杆 或 其 他 更 复杂 的 机 
构 设 计 也 同样 矣 用. 


[<I 4 
对 于 上 举 简单 实例 来 说 ， 我 们 引入 变量 


X11 ~” tan Le, = tan LA OX, 


Tiz = tan 1a, = tan 5 ZAOX, 


7 X13 — tan 5 03 = tan FLAz0X 


这 里 O,AB 是 装置 的 三 个 不 同位 置 ， 于 是 sin’, cos, 都 是 
zil，Zzl2，z13 的 有 理 函 数 ， 取 A;，B; 不 同位 置 的 坐标 各 为 
Ay = (x20, £21), A2 = (£22, £23), A3 = (T24, £25), 
By = (x14, £29), Bz = (215, 229), B3 = Cr 16, £29) 0 
其 中 ayy, ris, rip MR B 对 纵 轴 的 已 知 距 离 ;J，s，,，53， 
但 我 们 不 必 将 Si 的 已 知 具体 数值 代入 ， 而 将 Tig» L155 zi6 作 
为 不 定量 来 处 理 ， 对 xli1，Xx1i2，ZXAis 亦 然 。 
其 次 取 摇 杆 O.A SÆ AB 的 长 度 为 xig 与 x30o。 于 是 设 
计 的 要 求 是 从 zi1，…，zi6 的 具体 所 给 数值 求 得 O,A，AB FF 
的 长 度 zig, ta A RRA RR EE 2x29. 
1X HA ae FB AE ee A 15 个 : 
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ils H125 T139 Lids T153 X16 T185 
X20> T21» £229 £23» L249 £25» X29» L300 
其 中 Tis s Zio» T17» L199 4269 “”， Z28 并 不 出 现 。 这 并 
无 任何 关系 ， 重 要 的 是 这 些 z 出 现 的 次 序 。 我 们 把 实际 已 知 
的 变量 排 在 最 前 (zt，…，xzli6)， 其 次 是 zig, KFA AIR 
出 OLA 的 长 度 zis， 再 依次 求 出 其 他 诸 z。 
依 题 意 立 方程 ， 得 相应 的 多 项 式 组 CPS) 并 应 用 解 方程 
器 程序 进行 计算 时 ， 计 算 过 程 中 将 迅速 出 现 几 千 项 的 多 项 式 ， 
其 原因 是 我 们 目前 所 编程 序 并 没有 考虑 到 将 必然 会 出 现 的 某 些 
多 项 式 公 共 因 子 (在 本 例 是 1+ ris, 1+ x 与 1+ zx?3) HH 
之 故 。 为 避免 将 程序 作 较 大 更 动 而 使 项 数 过 多 的 多 项 式 不 致 出 
现 ， 我 们 采取 了 下 面 的 权宜 办 法 。 为 此 引入 新 变量 zi, z2, 
Zz3， 使 
Ty ta ltr ta l rise 
于 是 与 依 题 意 立方 程 所 得 相应 的 多 项 式 组 (PS) 系 由 以 下 12 
个 多 项 式 所 组 成 : 


A, =1+4+ 2},-21; 

A,=1+ xj2- x2, 

A3=1+ 213-23, 

A4= T122 — T18 + 1 18> 

As = Xi1T21 T 22312185 

A6= 222m -Xigt T2218 

Aq = ©2223 一 之 工 12 工 18， 

Ag = X37X24 7 Lig t X13X18, 

Ag = ©3225 T 22132 18> 

A10 = (229 — £14)? + (221 — 229)? — x30, 
Att = (£227 215)" + (223 — x29)? 一 工 30， 
A12 = (x24 - X16) + (x25 — 229)” — T300 

用 解 方 程 器 计算 至 第 4 个 基 组 即 为 所 求 半 特征 组 (CS ), 其 
中 前 三 个 多 项 式 Cy, C2, Cs 即 原来 的 Al, A2, As, 而 第 4 个 多 
MA Cs 是 一 只 有 18 项 的 zig 的 一 次 多 项 式 : 

XT14( £1 ~ 2) 002413 — ©3442) 
2xig| + 215€ 22-2) (43211 — 21213) 
+ x16€ 23-2) C2122 7 £2711) 
X1T14( T2713 — ©3212) 
一 | + za2zis(Zz3zil 一 工 IZ13) 

+ x3x}6(21 212 ~ 2211) 

最 后 的 两 个 多 项 式 Cl 是 zz 的 一 次 多 项 式 ， 项 数 为 103, 
而 Cliz 即 原来 的 多 项 式 Aio。 

由 于 Ti» 二 2， T3» Til» `» x16 都 是 已 知 的 ， 将 这 些 数 
代入 C: 后 ， 即 可 从 C, =0 解 出 zis， 又 逐个 代入 C =0, v, 
Ciz=0 以 最 后 解 出 zz，<zso， 即 得 所 求 的 一 个 设计 方案 。 
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ÆR (CS) 的 计算 过 程 中 所 出 现 的 初 式 与 约 去 的 公共 因 

子 为 
Tis 42s T3, 4189 XIX12 #2£110 

由 于 21, 22, z3 Ca, sn ÆC MRM, RNA RK x, 
x2，ZX3，XIX12 一 2X11 都 不 为 0。 事 实 上 zl =1+ zh 等 也 不 
可 能 为 0。 至 于 rese 0 的 不 合理 是 显然 的 ， 因 此 一 般 说 来 已 
不 必 再 将 这 些 初 式 或 公共 因子 添 入 CPS) 的 进一步 考虑 
(PS ) 与 (PSL”)， 这 时 只 有 一 个 装置 可 供 采 用 ， 由 于 

Z1Z12 ~ XIX = (1+z11)zx12- (1 + x12) il 


= (xXx12 — T11)(1 a 11Z12) 


= (tan 40, — tan 30) 


1 1 
(1 — tan 5 @itan HAL 


故 rizi z:x1 =0 Bt, A 0, t0 = xx( 设 91> 9,>0)。 如 果 原 
始 数据 中 的 O, 符合 这 种 特殊 情况 , 则 也 可 将 rix- X22 RA 
(PS ) 并 用 解 方程 右 求 得 相应 的 特殊 装置 。 

As 面积 与 体积 。 

解 方 程 右 不 仅 可 用 于 各 种 实际 应 用 问题， 也 可 用 于 纯 理 论 
的 探索 ， 本 例 关 于 公式 或 关系 的 探求 以 及 下 例 关于 定理 的 证 明 
与 发 明 都 属 此 类 。 现 就 三 角形 的 面积 与 四 面体 的 体积 公式 作 一 
说 明 。 

设 三 角形 的 三 边 之 长 为 a，8，c， 面 积 为 人， 则 西方 有 
所 谓 海 化 公式 

A=Vs (s-a) (s-6b) (sc)， 

其 中 = 去 (atbte)o 


ERE, 则 秦 九 韶 在 ( 数 书 九 章 ) (1247) 中 ， 给 出 了 公 
Á 
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ye alae = (AI, 


其 中 大、 中 、 小 为 三 边 之 长 ， 即 a，6，c。 现 存 所 谓 海伦 公 
式 的 证 明 是 极其 迁 通 曲折 难以 知 其 思路 的 ， 这 无 异 于 说 明海 伦 
FLA HEE LUE ABE IAN HA, POAT SE. AE AS RK 
古代 经 典 《 九 章 算 术 》 与 刘 徽 《 九 章 注 》 的 传统 方法 补 上 了 一 
个 秦 九 阁 公 式 的 证 明 ， 最 后 自然 地 导致 厅 九 部 公式 ， 而 无 雕琢 
eck, Bh] [WU7]。 
不 论 是 海伦 的 证 明 或 是 作者 对 于 秦 九 韶 公 式 的 证 明 ， 都 须 
要 比较 巧妙 而 特殊 的 思考 ， 特 别 是 前 者 。 如 果 事 先 不 知道 所 要 
证 明 的 公式 ， 更 不 知 从 何 下 手 。 只 要 想像 一 下 如 何 从 四 面体 6 
个 悉 的 长 度 求 得 其 体积 的 问题 就 可 知 其 困难 程度 。 然 而 解 方程 
器 却 提供 了 一 种 方法 ， 可 以 不 经 过 艰苦 的 思考 ， 轻 易 地 得 出 未 
知 的 公式 并 包括 所 需 的 证 明 。 下 面 以 三 角形 面积 公式 的 探求 来 
加 以 说 明 ， 这 个 方法 是 极为 一 般 的 ， 可 以 适用 于 多 种 纯 数 学 理 
论 中 出 现 的 问题 。 | 
为 简化 计算 起 见 ， 将 取 三 角形 ay, aj, a2 的 一 个 顶点 ao 
(ERR, aja, 为 横 轴 ， 取 变量 r; WF: 
长 aga; = xı, E a0a2 = 22, 长 ajaz= T3, 
面积 a0a142 = T4, 
a, = (25,0), a2= (26,27) 0 
这 里 zx; 取 法 的 先后 次 序 极 其 重要 。 我 们 把 三 个 边 的 已 知 长 度 
作为 最 先 出 现 的 zl，zz，Zzs3， 其 次 就 是 所 求 的 面积 zx4， 最 后 
ay, a, 的 坐标 用 zs，ze，z7y 表示 ， 是 无 足 轻重 的 。 计 算 所 
BW CE 特征 组 将 首先 给 出 xs 与 zl，zz，xza 的 关系 ， 即 
将 是 所 求 的 面积 公式 。 
今 依 题 意 立 方程 ， 得 由 4 个 多 项 式 组 成 的 多 项 式 组 ， 各 相 
当 于 面积 与 边 长 的 表示 式 : 
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Ay= 224-2527; 
Ag hs 215 
A3= 27 — 26> T}, 
Ag= x3 — xe —- xe + 2xr6r5- T30 
用 解 方程 器 计算 至 第 3 个 基 组 即 为 所 求 半 特征 组 (CS), 
其 第 一 个 多 项 式 为 
Ci =22¢273 ~ 23 4+2237% - eh —- att+22i23 - 1622. 
依据 一 般 理 论 COL [TIWU6j)， 原 多 项 式 组 的 零点 也 是 
(CS) 的 零点 ， 即 每 一 符合 假设 的 几何 图 象 (在 本 例 是 边 长 为 
Tis T29 T3 的 三 角形 )。 必然 满足 公式 Ci =.0 等 。 这 就 给 出 
了 事先 并 不 知道 而 在 计算 过 程 中 自然 得 出 的 公式 C1 =0， 即 秦 
九 韶 -海伦 的 面积 公式 ， 计 算 过 程 同 时 也 就 是 这 一 公式 的 证 明 
过 程 。 
局 样 的 方法 也 给 出 了 四 面体 体积 用 六 秋 之 长 来 表达 的 公 
式 : 设 四 面体 CQC0Q1C2C3 By Be te A AVA; = LAQ; = Litj+is ts 
j=1, 2, 3, MARA x7 Witham 
144.22 = ~ (x7r + rtre+ cox t+ xixrs+ x3rtt+ x4r?) 
+ rz2x3( XI + x3+ x4+ 6) 
triage x3 Pas aa Pas) 
Ges eg ep as tas tag 
(WIN t+ x5 x3x3 + x5 2326 + 2425 2G) 0 
顺便 指出 ，Cayley 曾 利 用 行列 式 的 巧妙 计算 得 出 上 面 的 公式 ， 
但 我 们 的 推导 不 仅 不 需要 巧 思 ， 甚 至 几乎 不 加 思索 。 而 且 ， 同 
样 的 方法 也 可 用 于 求 其 他 类 似 的 公式 。 例 如 ， 在 双 曲 型 非 欧 平 
面 中 ， 三 角形 的 面积 是 三 角形 之 和 与 x 之 差 ， 但 如 何 将 面积 
用 三 边 之 长 表示 出 来 ， 一 般 不 为 人 知 ， 用 我 们 的 方法 也 可 自然 
地 导出 。 通 种 非 欧 几 何 要 广泛 使 用 三 角 天 数 与 双 曲 函数 等 超越 
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郴 数 ， 是 完全 可 以 避免 的 ， 参 阅 [WU3] 一 书 。 

例 6 定理 证 明 。 

作者 以 及 周 感 青 、 王 东明 、 胡 森 等 同志 都 编 有 专用 的 机 器 
证 明 程 序 ， 并 用 以 证 明 并 发 明 (= 发 明 + 证 明 ) 了 许多 定理 。 
但 如 果 只 用 解 方程 器 ， 虽 效果 或 不 如 专用 程序 ， 但 也 提供 了 证 
明 与 发 明定 理 的 有 效 手段 ， 其 方法 与 原理 犹如 下 述 。 将 所 要 求 
证 的 定理 的 假设 部 分 表达 为 (PS) =O 的 形式 ， 这 里 (PS) 
是 用 适当 坐标 表达 下 的 多 项 式 组 。 现 在 引入 一 新 变量 dn on 
较 已 出 现 c; 的 下 指标 i 都 大 。 记 所 需求 证 的 结论 为 R=0。 作 
多 项 式 r,- R UA (RS) 以 得 新 多 项 式 组 (PS)。 对 
(PS ) 用 解 方程 部 进行 运算 ， 如 果 最 后 所 得 CE) 特征 组 
(CS) 中 有 一 多 项 式 作 形式 Inen XE L, 是 相应 初 式 ， 其 中 
RA zx 之 前 的 变量 z;， 即 可 得 出 结论 ， 在 1, 关 0 的 这 一 非 退 
化 条 件 下 ， 定 理 r, =O M R=0 MI. 

这 个 方法 是 一 般 性 的 ， 也 可 用 以 发 明 新 定理 。 现 举 一 具 体 
实例 如 次 。 

平面 中 任意 四 条 直线 构成 一 个 所 谓 完 全 四 边 形 〈 假 设 无 平 
行 与 三 线 共 点 )。 四 直线 的 六 个 交点 称 为 顶点 ， 其 中 任 两 直线 
的 交点 与 另 两 直线 的 交点 称 为 一 组 对 顶点 。 其 联 线 称 为 对 角 
线 。 这 样 的 对 角 线 有 三 。 一 个 著名 的 定理 是 说 : 

完全 四 边 形 的 三 个 对 角 线 的 三 个 中 点 位 于 一 直线 上 。 

我 们 将 称 这 一 直线 为 完全 四 边 形 的 中 点 线 。 在 连 杆 机 构 综 
合 设计 的 几何 理论 中 ， 中 点 线 有 着 一 定 的 实际 意义 。 

FAA E, Gauss 在 一 篇 1810 年 的 论文 [G2] 中 ， 指 出 了 
这 一 定理 。Gauss 论文 的 目的 在 求 与 四 直线 都 相 切 的 椭圆 面积 
的 最 大 值 。 在 解决 这 一 问题 的 过 程 中 ;，Gauss 指出 与 四 直线 相 
切 的 所 有 二 次 曲线 的 中 心 都 在 一 直线 上 上， 特别 当 二 次 曲线 退化 
为 相应 完全 四 边 形 的 一 组 对 顶点 时 ， 其 中 心 即 为 相应 对 角 线 的 
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中 点 ， 因 此 作为 特例 ， 三 个 对 角 线 的 中 点 位 于 一 直线 上 ， 即 上 
面 的 中 点 线 定 理 。 

Gauss 对 这 一 结果 作 了 一 个 说 明 : 

这 一 对 任意 四 边 形 都 成 立 的 一 般 性 质 ， 就 我 《Gauss K 
称 ) 所 知 还 没有 人 注意 过 。 因 此 在 下 面 我 将 给 出 一 个 简单 的 直 
接 证 明 。 

除了 Gauss 在 文 末 给 出 的 简单 证 明 外 ， 也 还 有 其 他 的 多 种 
证 明 。 但 在 Gauss 之 前 是 否 早 已 有 人 发 现 过 这 一 定理 ， 则 有 待 
查考 。 

用 解 方程 锅 证 明 这 一 定理 的 方法 如 次 。 

设 所 给 四 直线 为 L!,，…，L4。 为 计算 简单 起 见 ， 将 其 中 
Li, L 作为 斜 坐标 轴 ， 命 诸 交 点 的 坐标 为 | 
ag=L,AL,=(0,0),a,=L,AL3=(2;,90), 
ag=L,ALs= (22,0), a3 = L2 A L= (0, x3), 
a= LA L,= (0, zx4),as= LsAL4= (rxs, re)o 

记 对 角 线 caoaji,aiai, 42a, 的 中 点 为 mi, mi, m3, 并 设 


mi= (247,283), m2 = (£9, T10), m3= (xu, X12)0 
于 是 与 假设 相应 的 多 项 式 组 由 以 下 8 个 多 项 式 所 组 成 : 
ASit Pers ej wes 


Ag = tyty TIL” RIL 
Aag= a 25; 
Ag Ltg Tis 
As=2%9-— 21; 
Ag =2219— T3, 
Az=22x44,- x2, 
Ag = 2212 ~ Lao 
需要 证 明 的 结论 mi, m2, m3 在 一 直线 上 相当 于 
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Z8gZil 十 ZI7IZlio 十 ToZzl2 一 8zo9 一 ioZzll 一 Z7Zl1l2 二 0， 
其 左边 也 是 三 角形 m m m3 的 面积 。 为 此 引入 变量 zz。 以 代 
表 这 一 三 角形 面积 , 并 将 

Ag = 2220 7 Tg8Ti “27719 Fotis + Tere + Tioti t T7232 
添 入 前 一 多 项 式 组 ,我 们 的 目的 是 在 于 证 明 在 某 些 非 退 化 条 件 
Ts 
X29 = Qo 

用 解 方 程 器 进行 计算 至 第 4 个 基 组 为 所 求 半 特 征 组 , 系 由 

9 个 多 项 式 组 成 ,最 后 一 个 为 
Cy=(— xixz3+27rIrar2r3 — T1T4T2) 2290 
在 计算 过 程 中 出 现 的 诸 非 常数 初 式 都 是 因子 
Lis T1 T3 X24 
等 的 乘积 。 由 此 知 在 非 退 化 条 件 
Z1 天 0, ziza 一 并 4 天 0 

下 zzo=0, 而 定理 成 芯 。 

这 两 非 退 化 条 件 的 几何 意义 是 显然 的 。 前 者 指 a, Fay, 
BE Li, Lo, L; 不 经 过 同一 点 ， 后 者 指 La, La 不 相 平 行 。 因 
而 可 以 得 出 结论 : 定理 普遍 成 立 。 

王 东 明 应 用 他 与 胡 森 同志 合 编 的 机 器 证 明 程 序 ， 发 现 并 证 
明 也 就 是 发 明了 下 面 有 趣 的 定理 : 

王 东明 - 胡 森 定理 任 给 5 条 直线 ， 任 取 其 中 4 条 所 得 完 
全 四 边 形 的 5 条 中 心 线 必 经 过 同一 点 。 

自然 用 解 方程 器 而 不 用 专门 的 证 明 程 序 也 可 以 证 明 (但 已 
不 是 发 明 ) 这 一 定理 。 
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解 方程 器 软件 包 (EQNS 一 SOLVER)’ 


解 方程 器 软件 包 (EQNS- SOLVER) 的 目标 是 给 出 整 系 
数 多 项 式 方 程 的 实数 或 复数 解 。 这 里 我 们 假定 有 n RAX 
Zi, ce ; z, Mr 个 方程 


Ag Cap, S XxX») =0 
A> (zy, mens x,) =0 

(EQN-A) 
Py. Gata. 88028 » Ln) 一 0。 | 


我 们 将 方程 组 EQA-A 左边 的 多 项 式 组 成 的 集合 记 为 PS- 
A， 而 将 EQN-A 方程 组 的 全 部 复数 解 记 为 Zero (PS-A)， 如 果 
给 出 另 一 个 多 项 式 G， 则 对 应 于 G < >0 这 个 条 件 的 EQN-A 
全 部 复数 解 记 为 Zero (PS-A/G)。 

解 方程 句 软 件 包 将 精确 地 回答 Zero (PS-A) ein 
否 是 一 个 空 集 、 无 限 集 、 或 者 是 有 限 集 。 换 言 之 ， 给 出 这 
ER 
后 一 种 情况 ， 软 件 包 将 给 出 全 部 解 。 

在 实际 运用 中 ， 给 定 系 统 的 方程 组 的 系数 一 般 是 实数 而 非 
整数 。 我 们 假定 ， 实 系数 中 的 小 数 部 分 的 长 度 是 有 限 的 ， 并 将 


* 本 文摘 自 《 上 海 交通 大 学 学 报 》)，1986 年 第 4 期 。 
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其 化 为 整数 。 这 样 ， 就 可 以 借助 于 本 软件 包 ， 用 解 整 系数 方程 
的 方法 来 解 给 定 的 方程 组 。 我 们 之 所 以 将 我 们 的 工作 限于 解 整 
系数 方程 ， 是 基于 如 下 的 理由 。 

当 给 定 系 统 的 方程 系数 为 整数 而 非 实数 时 ， 软 件 包 除 了 解 
方程 之 外 ， 还 可 用 于 包括 几何 定理 机 器 证 明 、 有 几何 关 系 的 目 动 
发 现 、 多 项 式 同 关系 之 关系 的 判定 等 多 种 用 途 。 我 们 将 详细 说 
BAIL BF 


二 、 原 理 和 方法 


1. 多 项 式 和 多 项 式 集合 

除非 特别 指明 ， 以 下 所 提 到 的 多 项 式 由 变量 zx1，…… 
x, 和 整 系数 组 成 。 

一 个 多 项 式 AS, Ba, 在 A 中 确实 出 现 ， 但 对 任意 的 e 
>c, r: ARR, WA BCH, WA: cls (A) =co GA 
非 0 而 每 个 zx; 都 不 出 现 ， 例 如 A 是 一 个 非 0 常数 ， 则 A 在 类 
0 中 ， 记 为 cls (A) =0。 

多 项 式 A Pr, HRMd 记 为 多 项 式 A 的 次 数 : deg (A) 
= deo 

在 cls (A) =c>0 H deg (A) =d 的 情况 下 ，xza 的 系 
数 本 身 是 一 个 多 项 式 T，T 和 天 0。 这 个 多 项 式 称 为 A 的 初 式 ， 记 
X init (A) = Io 

给 定 两 个 多 项 式 A MB, OR, cls (A) <cls (B), 或 
者 cls (A) =cls (B) >0, 但 deg (A) <deg (B), WFK A 
的 秩 低 于 B 的 秩 ， 或 者 称 B 的 秩 高 于 A 的 秩 ， 记 为 A 委 B 或 
BEA. 

E A 的 秩 不 低 于 B 的 秩 且 B 的 秩 亦 不 低 于 A DR WA 
和 和 B 为 同 秩 ， 或 者 说 两 者 等 价 ， 记 为 ASB. 
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iA: cls (A) =c>0 H deg (A) =d, EZMA BH 
x. 的 次 数 (不 是 deg (B)) NF d, WIIK B 对 A 已 约 化 。 

HA: cls (A) =c>0 H deg (A) =d, init (A) =I, 
对 任意 一 个 多 项 式 B， 可 决定 唯一 的 、 最 小 的 整数 so, 1E 
下 面 关 系 成 立 : 

rx B=Q*AtR, (REM) 

其 中 Q 和 R 都 是 多 项 式 ， 而 R 对 A 已 约 化 。 多 项 式 R KA 
B 对 于 A 的 余 式 ， 公 式 (REM) 称 为 余 式 公式 ， 整 个 求 尺 的 
过 程 称 为 B 对 A 约 化 的 过 程 。 

非 0 多 项 式 序 列 Ay, cee ，AA,;， 记 为 (ASC-A)。 若 条 件 
(a) X (b) 成 立 : 

(a) r=1 Hels (A,) =0; 

(b) O<cls (A,) <cls (A2) <…<cls (Ar) 日 对 于 Yj; 
>i XÍA; A; 2940. WRK ASC-A 是 升 列 。 

对 (a) 这 种 情况 ，(ASC-A) RAF ER, Xt (b) 这 种 
情况 称 普通 的 。 

假定 给 出 第 二 个 升 列 (ASC-B): Bl，…，B,。 若 ASC-A 
与 ASC-B 适合 条 件 (a) 或 Cb)’ 

(a)'r<s HAj<r, 1E A; <B, MV i<j HA ASB, 

(b)r>s HEVi<s WA AiSBi 
则 称 ASC-A 的 秩 低 于 ASC-B 的 秩 ， 或 者 说 ASC-B 的 秩 高 于 
ASC-A 的 秩 ， 记 为 (ASC-A) < (ASC-B) 或 (ASC-B) > 
(ASC-A)。 

若 (ASC-A) 的 秩 不 高 于 (ASC-B) WR, iii (ASC-B) 
的 秩 亦 不 高 于 (ASC-A) 的 秩 ， 则 称 两 者 同 秩 或 等 价 ， 记 为 : 
(ASC-A) & (ASC-B). 

在 一 个 多 项 式 R 对 任意 一 个 普通 升 列 ASC-A 中 的 多 项 式 
A; 都 已 约 化 ， 则 称 多 项 式 对 ASC-A 已 约 化 。 
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对 任 一 普通 升 列 ASC-A (wE) 和 任意 的 多 项 式 P, Ñ 

过 对 序列 A,，…，A，，Ai 的 约 化 ， 可 得 到 下 面 的 表达 式 
J * P=Sum Qi * A;+R, REM-A 

其 中 : J 是 多 项 式 A; 的 初始 多 项 式 /; HR, Q 和 R 都 是 多 
项 式 而 尺 对 ASC-A 已 约 化 ，Sum BX i=1, 2, =, 7 RAM 
的 意思 。 多 项 式 R RAP 对 于 ASC-A WAH. AA REM-A 
是 相应 的 余 式 公式 ， 求 R 的 过 程 称 为 P 对 升 列 ASC-A 的 约 
化 。 
一 个 有 限 的 多 项 式 集合 称 为 POL-SET (PS)。 对 于 一 个 给 
ZENS PS 集 ， 可 构造 一 些 由 PS 集中 多 项 式 构成 的 最 低 秩 升 列 。 
所 有 这 些 升 列 都 是 等 价 的 ， 其 中 任意 一 个 都 称 为 PS 的 基本 
Ro MRES RETER, W PS 本 身 也 称 为 矛盾 的 。 

2. 基本 原理 

下 面 仅 叙述 解 方 程 系统 的 方法 。 对 下 述 原理 的 证 明 可 参 
p[i] L6] 。 

现在 考虑 引言 中 的 方程 集合 EQN-A， 并 用 PS-A 来 记 方 程 
左边 的 多 项 式 集 合 。 本 方法 要 从 PS-A 中 推出 一 个 升 列 ASC- 
C，ASC-C 或 者 是 矛盾 的 ， 或 者 是 一 个 普通 的 : 

Ci, C2, FEE ， C6 

在 了 矛盾 的 情况 中 ， 给 定 的 (PS) = (PS-A), ER Zero (PS-A) 为 
空 集 ， 而 在 普通 的 情况 中 有 

Zero (ASC-C/J) — <Zero (PS) — <Zero (ASC-C) 
其 中 J 是 ASC-C 中 的 C 初 式 之 积 ，> -表示 包含 ， 一 过 被 包 
CE 

不 论 是 哪 一 种 情形 ， 升 列 ASC-C 都 称 为 PS 的 特征 集 ， 记 
为 Char (PS). 

在 普通 的 情况 下 ， 用 (Char) 表示 Char (PS-A)， 对 每 个 
i, i=1, 2, =, S, X L=init (CG) 添加 到 (PS 一 A) 中 得 
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到 的 多 项 式 集 记 为 (PS;)， 有 
Zero (PS) = Zero (Char/Ro) + Sum Zero (PS,), 
(Zero ) 
其 中 Sum 是 对 z=1，2，…，S 求 和 ，Ro 是 了 对 (Char) 的 
余 式 。 现 在 我 们 轮流 处 理 每 个 有 限 集 (PS;) 如 前 ， 并 除去 所 
有 的 牙 盾 集合 ， 这 样 就 可 在 有 限 步 内 得 如 下 形式 的 分 解 
Zero (PS) = Sum Zero (ASC,/R;) 
HRED (ASC) 都 是 升 列 ， 尺 是 一 些 对 ASCi 已 约 化 的 非 堆 
多 项 式 。Sum 是 对 某 些 ; 求 和 。 | 
在 (PS-A) 矛盾 的 情况 下 ， 方 程 系统 (EQN-A) 无 解 。 
否则 ， 有 人 解 必 被 分 解 公式 (Zero) 描述 : 如 果 在 (Zero) 中 出 
PLA FP (CASC) 的 多 项 式 数 目 少 于 (EQN-A) 的 变量 数 ， 
则 (EQN-A) 有 无 限 多 个 解 。 相 反 的 情况 是 每 个 (ASC;) 包 
含 正好 ”个 多 项 式 Ajo cs Aj» 且 每 个 A; 是 由 xz” 组 
成 的 多 项 式 ， 但 不 包含 任何 rn (mk), M r 确实 在 A; 中 
出 现 。 我 们 可 以 用 下 述 方法 得 到 (EQN-A) 的 有 限 个 解 集 。 
用 任何 已 知 的 方法 解 下 列 方程 
A; (x1) = 0, 
Aj (21,42) =0, 


A; (tis eng Tp) =0, 


依次 解 出 xz!:，…，xza， 并 从 中 选 出 Rj 隆 0 的 解 。 如 只 需要 实 
数 解 ， 可 用 我 国 古 代 的 解法 。 
3. 过 程 


我 们 现 已 知道 如 何 解 (EQN-A) 方程 了 。 解 法 基于 2 中 
的 分 解 公 式 (Zero * )。 
解 方程 (EQN-A) 的 过 程 S : 
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第 1 步 : 形成 有 限 集 (PS-A) = (PS) 的 特征 集 (char), 
(PS) 45 (EQN-A) 相当 。 

45 (Char) 是 牙 盾 的 ， 则 (EQN-A) 无 解 ， 过 程 终止 。 

4 (Char) 是 普通 的 ， 和 多项式 的 个 数 小 于 n, WHE 
(EON-A) 有 无 限 多 个 解 ， 过 程 终止 。 

否则 进入 下 一 步 。 

第 2 步 : 设 (Char) 为 


(人 
其 中 C 是 由 zi，…，xzi 组 成 的 多 项 式 ，x; 确实 出 现 。 
解 方程 C,=0, i=1, 2, =, n, WREE 21, °°, Tno È 


查 一 下 这 些 解 是 否 使 某 个 C; RH, 为 0， 保留 那些 
不 使 任何 L 为 0 的 解 。 

第 3 步 : 仪 考虑 那些 不 为 常数 的 I;， 将 I; 加 入 到 有 限 集 
(PS) 中 ， 得 到 一 新 的 有 限 集 (PS;,)， 返 回 第 一 步 ， 将 PS; 当 
作 PS 进行 处 理 。 

整个 过 程 必定 在 有 限 步 内 完成 。 

上 述 过 程 S 中 ， 最 困难 的 是 第 一 步 中 形成 CPS) 的 特征 
集 (Char)。 这 一 步 的 做 法 如 下 : 

过 程 C 形成 (Char) = Char (PS): 

第 1 步 : 形成 有 限 集 (PS) 的 基本 和 集 (BS). 

第 2 步 : 形成 在 (PS) 中， 但 不 在 (BS) 中 的 多 项 式 的 
余 式 R。 

第 3 步 : FERADH O, MWAZI (PS) 中 ， 将 扩大 后 
hy (PS) 仍 称 (PS) 集 ， 返 回 第 一 步 。 

第 4 步 : 若 所 有 从 第 2 步 产 生 的 余 式 均 为 0， 则 基本 集 就 
是 要 找 的 特征 集 ， 过 程 终止 。 

过 程 C 中 最 困难 的 是 第 1 步 ， 做 法 如 下 。 

KK (PS) 形成 基本 集 (BS) 的 过 程 B: 
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第 1 步 : MERE (PS) 中 找 一 个 秩 最 低 的 多 项 式 By. 

第 2 步 : Æ Bi 是 常数 多 项 式 ， 则 Bi 单独 形成 基本 集 ， 
过 程 终 止 ， 有 限 集 (PS) 是 矛盾 的 。 

第 3 步 : 设 Bl|，…，Bk 是 一 个 已 从 (PS) 中 选 出 的 升 列 
(ASC)， 然 后 测试 一 下 在 (PS) 中 是 否 还 有 对 (ASC) 已 约 化 
MAZE (ASC) 中 的 多 项 式 存 在 ， 契 没有 ， 则 (ASC) 就 是 所 
需 的 基本 集 (BS)， 过 程 终止 。 否 则 ， 进 入 下 一 步 。 

第 4 步 : 从 CPS) 中 选 出 不 在 (ASC) FAX (ASC) 已 
约 化 而 秩 最 低 的 多 项 式 ， 将 该 多 项 式 加 入 (ASC)， 并 重新 命 
名 所 得 升 列 为 (ASC)。 返 回 第 3 步 。 

整个 过 程 必 在 有 限 步 内 终止 。 

4. 修改 

Ris, eM ARS (PS) 中 仅 少 数 几 个 多 项 式 ， 
且 每 个 多 项 式 的 项 数 却 很 少 ， 但 在 过 程 中 ， 多 项 式 的 项 数 和 多 
项 式 的 个 数 增 加 极 快 ， 使 普通 的 计算 机 不 能 胜任 所 需 的 运算 。 
为 了 避免 这 个 问题 ， 我 们 对 某 些 概念 作 如 下 修改 : 

(1) 在 升 列 的 定义 中 ， 条 件 (b) IEI: A; 仅 对 那些 A， 
(i<j) 已 约 化 ， 其 中 xz。(Ci=cls (A;)) 在 A; 的 初 式 中 出 
现 。 我 们 来 区 别 一 下 这 两 个 概念 ， 前 者 是 升 列 的 强 定义 ， 后 者 
是 弱 定 义 。 对 于 以 升 列 概念 为 基础 的 基本 和 集 和 特征 集 概念 ， 也 
采用 同样 的 定义 。 

(2) 不 论 是 强 升 列 定义 或 弱 升 列 定 义 ， 有 限 集 (PS) 的 
特征 集 (Char) 基本 上 都 是 遵循 下 面 的 模式 求 得 的 

CPS) = (PS, ) 一 (PS ) 一 …… 一 (PS，) 
(BS) = (BS, )-> (BS, )—>-++++->(BS,, ) (SCH) 
CRS; )—> CRS, )— +++ ++ > (RS,, ) 
”在 模式 中 每 个 (BS) 是 有 限 集 (PS) 的 基本 集 ， 每 个 
(RS,) 是 (PS;) 的 但 不 在 (BS) 中 的 ， 对 BS; 的 非 零 余 式 
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集 ; 每 个 (PS) 是 有 限 集 (PSs;,) 与 (RS,)，7=i=-1 的 并 
集 。 换 言 之 ， 
(PS;) = (PS,) + (RS;), 7 =i-1. 
整个 过 程 在 (RS ) = 空 集 时 终止 ，(BS;) 是 所 需 的 特 
征集 (Char). 
在 这 个 模式 中 ， 有 限 集 (PS) 将 逐步 增 大 ， (RS) HE 
式 也 很 复杂 。 为 了 避免 这 个 困难 ， 我 们 对 模式 进行 如 下 修改 。 
我 们 仅 将 每 个 (PS;) 的 求法 改变 ， 即 
(PS,) = (BS,;) + (RS,), ;=i-—1, 
过 程 仍 在 (RS,,〉 为 空 集 时 终止 ， 相 应 的 BS;, 称 为 半 特 征集 。 
将 (BS;, ) 加 入 原来 的 有 限 集 (PS)， 得 到 新 的 有 限 集 ， 仍 记 
为 (PS)， 即 \ 
(PS) = (PS) + (BS,, )。 
然后 重复 同一 过 程 如 前 ， 直 至 我 们 得 到 mx = 1， 这 时 过 程 
终止 ， 最 后 的 基本 集 (BS) 是 所 需 的 特征 集 。 
我 们 还 可 以 在 过 程 S 的 第 一 步 中 用 半 特 征集 替代 特征 集 ， 
从 而 进一步 简化 过 程 S$。 我 们 的 程序 设计 是 基本 简化 和 修改 后 
的 过 程 。 


三 、 程 序 设计 


1. 总 体 描述 


共 4 个 程序 ， 表 格 中 给 出 了 各 程序 的 说 明 。 


Solv-pmat. for 


Solv-mpol . for 


Solv-Chrst . for 


字符 串 形 式 的 
有 限 集 , 放 在 文件 
+ 3 = ‘ polyms’ 中 


We RFE kW A 
限 集 , 放 在 文件 : 


+ 3 = ‘matrices’ 


甜 阵 形式 的 有 
限 集 放 在 文件 : 
+ 3 = ‘polset’ 中 


FE REJE KY FH 
列 在 文件 #3= 


é kd 
asc-set 


形式 存放 在 文件 : 
#4 = ‘ matrices’ 


中 


字符 串 形 式 的 | AAR Se A 
有 限 集 , 放 在 文件 | 阵 形 式 转换 成 字 
#4=“ polyms 中 | 符 串 形式 


特征 集 在 文件 : 
+ 4 = ‘Charset’ 
因子 集 在 文件 : 


#5 = ‘init ~ fctr- 


从 (PS) P å 
定 : F TE 集 
Char, Y] 4 init 
以 及 因子 集 fetr 


set 

初 式 集 亦 在 文件 
#5 

过 程 在 文件 : 

# 6 = ‘Procedure’ 


给 出 阶梯 形式 
方程 组 的 解 


在 上 表 中 ， 文 件 “initrfctr-set ”中 包含 特征 集 的 初 式 ， 前 
者 在 文件 “Charset” 中 。 另 外 还 包含 一 个 因子 集 Factor-set， 
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此 因子 集 系 在 解 的 过 程 中 ， 为 了 避免 过 于 复杂 而 消去 的 系数 公 
因子 zk 组 成 。 因 有 可 能 ， 在 zk 为 0 的 情况 下 ， 委 失 一 些 解 ， 
故 必须 在 下 述 过 程 中 重新 检验 。 
用 这 些 程 序 解 一 个 给 定 方 程 系 统 (EQN-A) 的 过 程 如 下 : 
首先 从 一 个 给 定 的 方程 系统 (EQN-A) 中 形成 有 限 集 
(PS-A)， 将 (PS-A) 放 入 文件 “polyms”， 作 为 程序 Solv- 
pmat. for 的 输入 ， 输 出 在 文件 “matrices” 中 ， 再 放 入 文件 
“polset ”中 ， 作 为 程序 Solv-Chrst. for 的 输入 。 阁 输出 的 文件 
Charset” 中 仅 一 个 常数 多 项 式 或 者 多 项 式 的 个 数 少 于 变量 的 
个 数 ， 则 我 们 将 不 再 考虑 而 过 程 停止 。 否 则 ， 将 结果 放 入 文件 
“asc-set” 作为 程序 Solv-eqns. for 的 输入 。 输 出 是 CEQN-A) 
的 有 限 个 解 。 者 有 非常 数 的 初 式 ， 例 如 不 ， 在 文件 “init-fctr- 
set” 中 出 现 ， 我 们 将 每 个 Ik 添加 到 (PS-A)， 从 而 得 到 一 个 
新 的 有 限 集 ， 仍 记 作 (PS-A)。 我 们 将 重新 进行 上 述 过 程 ， 进 
一步 求 得 原来 (EQN-A) 更 多 的 解 。 如 果 在 “init-fctr-set” 有 
某 一 xk， 则 添加 入 (PS-A)， 命 所 得 新 的 有 限 集 仍 记 为 (PS- 
A) 而 如 前 进行 。 这 时 我 们 就 求 出 了 zk = 0 的 (EQN-A) 的 
所 有 的 可 能 的 解 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 结果 ，(EQN-A) 是 否 
无 解 、 无 穷 多 解 、 或 者 有 限 个 解 。 对 最 后 一 种 情况 ， 给 出 
EQN-A 的 全 部 解 。 
2. 多 项 表达 式 
多 项 式 可 用 字符 串 形 式 或 矩阵 形式 表示 。 
矩阵 形式 的 多 项 式 可 用 4 个 整数 数组 表示 : 
iind, ivar, iexp, icof。 
iind=5 个 整数 (it, iv, ic, id, ip) 的 索引 集 ， 
it 三 多 项 式 中 实际 项 数 ， 
iv = 多 项 式 中 的 实际 变量 数 ， 
ic= AH, PSA xc. 实际 出 现 的 最 大 < fA, 
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id= 多项式 的 ze 的 阶 ， 
ip 三 多 项 式 表 示 数 组 ivar P x. 出 现 的 位 置 。 

ivar 二 多项式 中 实际 出 现 的 变量 xi 的 集合 ， 次 序 是 随意 
的 ， 但 一 经 确定 就 不 变 。 

iexp = 多 项 式 相 继 各 项 的 ivar 的 变量 的 指标 集合 。. 

icof = 多 项 式 相 继 各 项 的 系数 集合 。 

3. 变量 、 数 组 和 控制 参数 

在 程序 中 用 了 一 些 全 局 性 的 标记 。 

(1) 变量 

np 三 各 有 限 集 多 项 式 的 虚拟 个 数 ， 

nt 三 各 有 限 集 的 多 项 式 各 项 的 个 数 ， 

nv 三 各 有 限 集 的 变量 的 各 项 的 个 数 ， 

kp= 各 有 限 集 多 项 式 的 实际 个 数 ， 

kv = 各 有 限 集 变 量 的 实际 个 数 。 

(2) 数组 

jind (np, 5) =np 多 项 式 的 ind 集合， 

jvar (np, nv) =np 多 项 式 的 ivar 集合 ， 

jexp = np 多 项 式 的 iexp 集合 ， 

jeof = np 多 项 式 的 icof 集合 。 

iexp 数组 是 2 维 数 组 ，nt 行 nv 列 ， 这 是 在 Solv-pmat. for 
程序 中 的 情况 ， 但 在 Solv-chrst. for 程序 中 ， 用 的 是 1 维 数 
组 ， 以 节约 空间 。 这 时 ，iexp 中 对 应 多 项 式 第 i 项 ，ivar 中 第 
7 个 变量 位 置 是 ( (i 一 1) x kv +5). jexp 与 jcof 数组 同 
理 。 

在 程序 Solv-chrst. for 中 可 有 两 个 限 集 (PS-A) 和 (PS- 
B) 。 相 应 的 数组 分 别 用 iaind 与 ibind 等 进行 区 分 。 

(3) 控制 参数 

有 一 些 控制 参数 从 终端 读 入 ， 它 们 由 用 户 决定 。 
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iwt=0~ ANF CRT, 

iwt=k40~BA RE K, 

iqt<0 一 多 项 式 不 打印 ， 

iqt 之 0 一 多 项 式 以 数组 形式 打印 ， 

ips=0 一 在 指定 位 置 停止 ， 

ips 了 0 一 在 指定 位 置 继续 ， 

ired = 二 1 一 集合 以 弱 意 义 出 现 ， 

ired=2 一 集合 以 强 意义 出 现 ， 

init 尖 0 一 要 形成 初 式 ， 

init 二 0 一 不 要 形成 初 式 ， 

ifct 夫 0 一 除去 单 变量 公 因 子 ， 

ifct=0 一 不 除去 单 变 量 公 因子 。 

4. 程序 Solv-pmat. for & Solv-mpol. for 

这 两 个 程序 相对 地 简单 ， 可 在 需要 时 用 于 任何 目的 。 

5. 程序 Solv-chrst. for 

这 是 整个 软件 包 的 主 程序 。 

先 从 文件 #3 = ‘polset’? PTAA BE (PS-A), 然后 进行 B 
中 所 述 的 修改 和 简化 过 程 , 最 后 的 结果 是 存放 在 文件 #4= 
‘Char set 中 的 半 特 征集 、 存 放 在 文件 #5=“init-fctr-set” 中 的 初 
台 化 多 项 式 集 因子 集 。 若 iwt =0 这 个 参数 输入 , 则 整个 执行 过 
程 存 入 文件 #6 = ‘procedure’ . 

(1) 子 程序 结构 。 
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main--——————-~ common 


baset A inset 
<— initi 
T < remdr 
ideg 
egvar reduc———— 
delet 
mpol 
factr 

prime 

gcd 


(2) 主要 子 程序 作用 


从 有 限 集 pol-set(PS-A) 中 选择 基本 集 (BS-B)。 
若 有 非 0 AK, 则 加 入 (BS-B), 形 成 新 的 有 限 集 (PS-A)。 


将 多 项 式 A、B 中 的 iavar 和 ibvar 混合 成 相同 的 变量 数组 并 
将 ALB 作 相 应 的 改变 。 

将 多 项 式 A 对 多 项 式 Beth. 

形成 相应 于 基本 集 的 初 式 集 。 
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[1] 


[2] 


[3] 


[4] 


(S] 


[6] 


6. 程序 Solv-eqns. for 
可 利用 各 种 已 有 程序 ， 从 略 。 
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On the decision problem 
and the mechanization 
of theorem-proving in 
elementary geometry ` 


Abstract 


The idea of proving theorems mechanically may be dated back to 
Leibniz in the 17th century and has been formulated in precise 
mathematical forms in this century through the school of Hilbert 
as well as his followers on mathematical logic. The problem con- 
sists in essence in replacing qualitative difficulties inherited in usu- 
al mathematical proofs by quantitative complexities of calculations 
on standardizing the proof procedures in an algorithmic manner. 
Such quantitative complexi-ties of calculations, formeriy far be- 
yond the reach of human abilities, have become more and more 
trivial owing to the occurrence and rapid development of compu- 
ters. In spite of vigorous efforts, however, researches in this di- 


rection give rise quite often to negative results in the form of un- 


* Scientia Sinica 21 (1978) 159—172, re-published in Automated Theorem 
proving: after 25 Years, (Eds. W. W. Bledsoe & D. W. Loveland (1984) 
235—242. 
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decidable mathematical theories. To cite a notable positive result, 
we may mention Tarskis method of proving theorems mechani- 
cally in elementary geometry and elementary algebra. The me- 
thods of Tarski as well as later ones are largely based on a genera- 
lization of Sturm theorem and are still too complicated to be feasi- 
ble, even with the use of computers . The present paper, res- 
tricted to theorems with betweenness out of consideration and 
based on an entirely different principle, aims at giving a mechani- 
cal procedure which permits to prove quite non-trivial theorems in 


elementary geometry even by hands. 
I. Formulation of the problem 


A. Tarski in a classic paper [14] of 1948 has settled the de- 
cision problem of real closed field with one of its main aims to give 
mechanical proofs of theorems in elementary geometry. Alterna- 
tive proofs of Tarski’s result have later been given by Seidenberg, 
A. Robinson and P. J. Cohen, cf [12, 9, 2]. These authors 
have even suggested construction of certain decision machines to 
carry out such mechanical proofs. However, such a procedure 
seems to be far from being realized. In fact, only proofs of very 
trivial theorems in elementary geometry have actually been carried 
out on computers, cf. e. g. |6, 7]. The purpose of the pre- 
sent paper is , leaving aside questions involving betweenness of 
points, to give an alternative solution of the decision problem of 
elementary geometry based on a principle entirely different from 
those employed by the authors above-mentioned. Our method 
permits to furnish mechanical proofs of quite difficult geometrical 


theorems which can be practiced even by hands, i. e., by 
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means of papers and pencils only. The programming on a com- 
puter, based on such a method, though has not yet been done, 
will present no actual difficulties at all. 

We shall restrict our considerations wholly to plane elemen- 
tary geometry, though our method may be applied to the con- 
sideration of various other kinds of geometry. The first step of 
our method consists in the algebraic formalization of the geometr- 
ical problems involved. Points in the plane are to be defined as 
ordered pairs of numbers in a fixed field, say the field of rational 
numbers R. A dictionary is then set up turning geometrical rela- 
tions into algebraic expressions which may be considered as either 
definitions or axioms. For example, for points A;= (2z,, yi), 
distinct or not, we shall say: 

A^ A2 is parallel to A3A, 

if( x1- 42) C93 — ya) — (x3 ~ x4) C91 - 2) = 9, 

A,Az2 is orthogonal to A3A, 

f(r, ~ r2) (x3 -— x4) + (yi — 92) C93 — y4)=0, 

the length-square of A, Azis r? = (xz, — x2)* + (vy1 — y2), 
etc. 

We may replace the basic field R by other fields, make cor- 
respondence the points to other kinds of number-sets, or modify 
the algebraic expressions in the axioms, e. g., instead of the 
length-square function r° given above, we consider the function 
六 二 (4,-— 242)*+ (y, ~ y2). We then go to other realms of 
geometry, non-euclidean geometry, real or complex projective 
geometry, finite geometry, etc. We shall however stick our- 


selves in what follows to plane elementary geometry only which 
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has some representative character. 

To illustrate our method of treatment, let us cite first a sim- 
ple example. Consider the following statement: 

(S,) Let AoA, Az be a right-angled triangle with right an- 
gle at Ay. IÉ x1, 2x2 denote the lengths of sides AvA}, AgA2 
and 23 is the length of the hypotenuse, then 

xi t 25 = 23. 

The problem is to decide whether the statement (S,,) is true 
or not and to give an algorithmic procedure of proving or disprov- 
ing (S,,) which holds good for all statements alike in elementary 
geometry (with betweenness out of consideration). 

To solve this problem, let us remark first that the points, 
etc., occurring in the statement have a generic character subject- 
ed to the conditions implied in the hypothesis of the statement. 
Thus, if we represent the points in question in coordinates with 
Ao= (zo, vo), Ai = (ui, vi), A2 = (u2, v2), the coordinates 
V0, Ul, Vi, U2, V2Can be considered as indeterminates. On the 
other hand, the other coordinates and geometric entities x9, 21, 
X2, x, are then algebraically dependent on these indeterminates, 
being restricted by following algebraic equations according to hy- 
pothesis of the statement (S,,): 

fo=Cuz~ xo) (uz — xo) + C01 — v9) C02 — v9) = 9~7 
fi= xi — Cus — xo)? — Car — vo) =9, 
fi 


S32 


3 — (uz — zo) — (v2 ~ vo) =0, 


2 
3 — (uy a uz)? — (vi 一 v2) =0. 

The conclusion in the statement (S„) is equivalent to 
En = 235 - xi T xr = 0. 
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Let us now take once and for all the rational number field R 
as the base field. Let A” be the affine space on R with coordi- 
nates (vo, U1, Vis U2. Uz2, Tos Z1» X2, x3) arranged in 
that definite order. Then the above equations f; =0 define an al- 
gebraic variety V of dimension 5, in the present case irreducible 
over, R, with some generic point (v9, ui, Vis, U2, U2, 
Zos Zi» X2, X3) of which vp, ui, v1, Uy, v are indeter- 
minates. The truth or untruth of the statement (S,) amounts to 
g,=0 or g ,Æ0 on V respectively. 

It turns out that the general decision problem can be formu- 
lated in the following manner. 

Problem . In a certain affine spaceA” of dimension n =r +d 
over R with coordinates (ul, °°, ug, 2X1, °°» Z,), consider 
an alge-braic variety V with defining equations (u; being inde- 
pendent indeterminates) 

fi (uy, +", ug, zı) =O, 


Fo (tas *, tgs Lis z2) =O, 


(I) 


f, Cuis “Tts Uds Tis T2» "°, x,) =0. 
The variety V may eventually split into irreducible components, 
all of (real) dimension S d. Those of dimension = d, with 
generic points of the form (u, *, ug, 21, *, x,) for 
which z; are alge-braic over the field K = R (ui, °, ug) will 
have a union V * usually coincident with V. Let a polynomial g 
(uis t, Ug, X1, *, Z,) (or a set of such polynomials g,) 
in R [u ~…, Ua, 21, ^“, x,] be given. It is to decide in 
an algorithmic manner whether 
g=0 
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(or all g,=0) on V* or not. 

In the above formulation the algebraic variety V, or prefer- 
ably V * reflects the hypothesis of the geometric statement con- 
sidered. Either V or V * will be called the associated variety of 
the state-ment in question. The variety V * considered as one de- 
fined on the fieldK = R (uy, °***, ug) is of dimension 0. The 
form of equations (I) shows that the algebraically dependent vari- 
ablesx;, °*', x, are to be adjoined to K successively which re- 
flects the geometrical fact that, starting from some generic points 
on certain generic lines, circles, etc., new points are to be suc- 
cessively adjoined in an algebraic manner by various geometric op- 
erations of joining points, drawing parallels, perpendiculars or 
circles, forming inter-sections of lines and circles, etc. These 
geometrical constructions give rise to algebraic equations involving 
x and u which can easily be turned into the form (J) be simple e- 
limination procedure. In fact, the starting equations in x and u 
are rarely higher than 2. We shall call the variables u as the pa- 
rameters and x as the dependents. It is also to be remarked that 
the condition for all components of V to be of dimension <d over 
R reflects just the determinate character of the geometric state- 
ments to be considered, and the restriction to V * reflects the de- 
priving of degen-eracies in our consideration. | Both of these are, 
in reality, implicitly implied in the hypothesis of ordinary geo- 
metrical theorems. On the other hand, the equation g=0 on V * 
(or set of g,==0 on V * ) is the algebraic equivalent of the con- 
clusion of the statement to be proved or disproved. We shall call 
g or set of g, in what follows the deciding polynomial (s). of 


the geometrical statement in question. 
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Theoretically, the methods given by Hermann in [4] per- 
mit already to solve the above decision problem in an algorithmic 
manner. However, his methods are so complicated to give rise to 
astronomical expansions that even the simplest geometrical theo- 
rems can hardly be proved . On the contrary the decision proce- 
dure given below takes advantage of the particular character of the 
equations (1) and permits to prove mechanically quite nontrivial 
theorems even by hands, i.e. by means of pencil and paper only. 

Our method of decision procedure is based on the following 
three theorems: 

Theorem 1 There is an algorithmic procedure permitting 
us to split the associated variety V * of any determinative geo- 
metric statement defined by (I) into subvarieties V’ irreducible 
over R each of which, constdered as defined over the field K = 
R (ui, °°, ug) has a representative basis (i. e. basis of the 
associated prime ideal) of. the form . 

(pi > Pr); 
having the following properties : 

(T1),. Each p;is a polynomial in R [uy, °°, Ug, £i, 
“+, ax;] of some degree m; >0 in x; 

(T1).. The coefficients of p; considered as a polynomial in 
x;, are polynomials in R | ui, U, uds, Zi s Xi-1 ] 
having no common factor and with degree in x; less than m; for j 
= 14: See. a T 

(T1),. The leading coefficient of p;, considered as a 
polyno-mial in x;, is a polynomial #0 in R [ui, *, ug] 
free of all x. 

(T1)4. pı, as a polynomial in xı, is irreducible in the 
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field K=R (uy, t, ug), and for eachi>1, p; asa poly- 
nomial in x;, is irreducible in the field obtained by adjoining 
Xi, ‘tt, Ti_1 to K by the algebraic equations p =0, `œ, p;-1 
=(). | | 

It is clear that the polynomials p1, *, p, are uniquely de- 
termined by VW’ up to multipliers in R and will be said to form a 
privileged basis of V (more exactly, of the prime ideal associat- 
ed to V over K), with respect to the given order xı, ‘**, x, of 
the dependents. Remark that the notion is in reality due to 
Grobner under the name of prime basis, cf. e. g. [3] and cf. 
also [8] for the intimately related concept of characteristic sets 
introduced by R. F. Ritt. 

Theorem 2 Lét ( pı, °°, p,) be a privileged basis of any 
irreducible component V of the associated variety V * . There is 
an algorithmic procedure which permits us to determine, for 
any polynomial hin R [ui, >, ug, Zi, *, 2,J, an equa- 
tion of the form 

i | 
Dh = > 六， ipti Tr + DAP» 
verifying the following conditions: 

(T2),. D, hi -- i, are all polynomials in R (ui, °°"; 
ua) and D#0, 

(T2). A; are all polynomials in R (uy, °°, ud, X15 

So eel: 

The polynomials hj, +, i, which are uniquely determined up 
to multipliers in R by the algorithmic procedure, will be called the 
remainder constituents of the polynomial h with respect to the 
privileged basis ( p,,°°-, p, Jof V , or by abuse of language, simply 
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the remainder constituents of h with respect to V’ 

Theorem 3. For a geometrical statement with associated 
variety V * and deciding polynomial g (or a set g, of deciding 
polynomials) to be true, it is necessary and sufficient that for 
any irreducible component V of V*, all remainder con- 


stituents of g (or of all g,) should be identically zero. 
{| . Examples 


Before giving proofs of these theorems in IV, we shall illus- 
trate their use by some examples below. 

Ex. 1. For the geometrical statement (S,,) about right- 
angled triangles as cited in the beginning of the present paper, we 
see readily that the associated variety V in parameters vp, wu}, 
Vi» U2, v2 and dependents x9, 2x1, 22, 2X3, is already irre- 
ducible over R and possesses a privileged basis ( pı, p2, P3, 
pa), where | 

pı = xo ~ (u, + uz)£o + uu + (v1 — v9) (vs — vo), 

p2= xi t+ (uw, — u2) x9 - ui + u'u (vi - v9) (vi — vz), 

ps = r3- (ui 一 uz) To — u3 + uuz +t (v2— vo) (vi — v2), 

pa= z3 一 (ui 一 uz) 一 (vi 一 v2)*. 


It is readily verified that 
82 7 P4~ P27 P3» 
while for n >2, we have 
gn0 mod (pis p2, P3» Ppa). 


It follows that ( S„) is true only for n =2 which corresponds to 
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the Keu-Kou Theorem. 

Ex. 2. Our decision procedure can also be applied to give 
mechanical proofs of trigonometric identities. Consider, e.g. the 
following statements: 

(S) If A, + A, + A3=180°, then | 
sin 2A, + sin 2A, + sin2 A} = 4sin A, sin A, sin A3. 
(C) If A; + A,+A;=180°, then 
cos 2A, + cos 2A, + cos 2A3+4cos Aicos Az cos A;3=0. 
To decide whether (S) or (C) is true, let us set 
sin Å; = S;, cos A,=c,, (i=1, 2), 
sin2A; = 2z;; cos 2A; = y; (i=1, 2, 3), 
sin A3= 21; cos A3= z2. 
Take cı and cz as parameters and 
Sts 32， Zi» 之 2， His 42, T3s Yi» .2， Y3 
as dependents (in this order), then the associated variety of (S) 
or (C) is already irreducible in R and possesses a privileged basis 
(pi, ***s Pio) given by 
pi=sitci-1, 
P2 


P3 = 21 7 C251 7 C152- 


52 十 c-i, 


if 


Pa = 227 $152 + C1 C2, 

Pe zr 2047S js 

Po = £27 20252; 

py = 13 —-22122, 

pa= yı 2c, +1, 

po = y272c3 +1, 

pio = yat 401025152 ~ 4e{c3 + 2ct + 2c2 - 1. 
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The deciding polynomials of the statements (S) and (C) 
are given respectively by 
Eo = xi trt ©3~ 451522, 
Be= yı t y2 + y3 + 4cic2z2. 
We verify readily that 
gs = —2c252f1—2¢15,;p2—2p3 (5152+ clc2) 
+22, pat pst pet p7 
=0 mod (p1, °°, Pio); 
gc 三 一 上 二 4cic2zzp4+ ps +t pot pio 
#0 mod (pı, °°, Pio- 
Hence (S) gives a true identity while (C) does not. 

Ex. 3 Let us consider the Simson-Line Theorem which 
corresponds to the following statement: 

(S,). From a point A, on.the circumscribed circle of a tri- 
angle A, A2A3, perpendiculars are drawn to the sides of the tri- 
angle. Then the feet of the perpendiculars are in a line. 

To prove this, let us take for simplicity the center of the cir- 
cumscribed circle as the point (0, 0), while the radius is r. 
Let the points A; (i=1, 2, 3, 4) be (z;, u;) and the feet 
of perpendiculars A; be (2z;, 3»;), 7 = 5, 6, 7. Considerr, 
“is U2, U3, U4 as Parameters and 

Hts ©29 23, Xa, Y5; Moo Y7» T5, Tes, T7 
as the dependents in the order indicated. 
A prime basis (p1, **…, fig) of the associated Simson vari- 


ety which is irreducible is readily given as follows: 
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_ 2 2 2 
Pi- ritui r 


p2= x+ u3- r’, 
p3= 23+ uz — ae 
pa= 工 4 十 uż 一 r?, 
Ps = 2r” ys ~ hs, 
Pe =2r° ye — he, 
p1=2r° y1 h7, 
Ps = 42325 — L235 + U3 T27 U2T3, 
Po = U31 Te ~ L316 + MKIT3 一 2M3 工 1， 
Pio = 41227 ~ Li2zy7 + U2, ~ U1 Z2. 
In the above equations we have set for simplicity: 
Uj = U; Uj, Zj TX; Zj, (i, g=1, 2, 3), 
hs = u4z2xz3 ~ (uzz£3 + usr2) z4 + r?° (uz + u3 + 24) 一 
U2U3U4. 
Similarly for he and h3. 
The deciding polynomial is given by 
g= asye y7) + 2607 — ys) + TI(ys ~ ye). 
Straightforward calculation shows again 
g=0 mod ( pi, ws pio)» 
which proves the truth of Simson statement (S,). 
E,. 4. For a less trivial example, let us consider the Feuer- 
bach theorem which corresponds to the following statement: 
(Sp) The 9- point circle of a triangle is tangent to the four 
inscribed and the escribed circles of the triangle. 
Let us take the three vertices of the triangle as (2u;, 2v;), 


the center and radius of the 9 — point circle as (x1, yı) and ri, 
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and the center and radius of either the inscribed or any of the es- 
cribed circles as (x22, y2) and rə. Introduce also variables zı, 
z2, z3 corresponding to lengths of the sides of the triangle. 
Then with tį, v1, u2, V2, U3, v3as the parameters and z,, 
z2， 23, Lis Ver T2; Yos 11, r2 as dependents in this order, 
the associated Feuerbach variety Vpr splits into irreducible ones 
having privileged basis ( p4, +, pg) given by: 

py = 21 一 us 一 v33, 

p2= Z2 — uh, 一 V31» 

p3= z3 — uj, — vio» 

pP4=4Axi— a1, 

ps=4Ay,— Bi, 

po = 2Ax2- a2, 

pi = 2Ay2 — Bars 

pg = 4 Ar, — 212223, 

po =2Ar2+ Y. 
In the above formulas we have put for simplicity 


ui— üj Vy= Uv Vs Ci, J=1, 2, 3), 


ij 
U1 V1> 1 
2A= j uz, v2, 工 |， 
“3,5 U3; 1 
ai = U23 V31 V12 十 ui U23 十 u3 v31 + u3 v12 — 2 ( uzu3 U23 + 
U3 U U31 + U1 U20012), 
By = — Uz3 431 U12 — Vi U23 — VIu31 ~ VEU + 2( vv3u23 + 
V3 Uz U3; + V1 V2U32), 
ay = — (023031 Vi + V1 (ud ~ 43) + vo us — ut) + v3( ut - 


551 


us) + €2€3 0232123 + €3€1 312321 + €1€2V12212%2)> 
Bo = 23 U3] U12 + uy (v3 — V3) + wy (05 — vi) + wal v7 - vi) 
+ €2€3 23% 273 + E3E1 U31 Z3Z1 Tt 1 E2U1271 22> 
Y = E1 ( 3) U12 + V31 V12) 21 + E2( U12U23 + V12V23) Z2 
+ €3( U23U31 + V23 U31) Z3 + €1E€2€3 Z1 Z273. 
Remark that the choice of e; = +1 or — 1 corresponds to the 4 in- 
scribed or escribed circles and reflects the reducibility of the 
Feuerbach variety. 
Now the deciding polynomial of statement ( Sp) is of the 
form 
8, = (M1 r2) — (x17 22)* ~ (y7 y2), 
in which 7= +1 or — 1. By a straightforward calculation, how- 
ever lengthy and tedious, we verify that g,will be a linear combi- 
nation of pi, °**, po for 7 = + €,€2€3 but not so for 7 = 
— €,€2€3. Thus the Feuerbach statement is a true theorem and 7 
= + €,€€3 reflects the manner of contact between the 9 — point 
circle and the respective in or es-cribed circle. Remark that in our 
formulation we have left aside the question of betweenness and the 
manner of contact of circles is not of interest to us. In this way 
we can take g = gi1°g-, as the deciding polynomial if we like. 
We may also take the Feuerbach variety in the affine space of u;, 
y; Only without the introduction of z,;, z2, 23 so that 


Uis Tj» 


it is irreducible at the outset. 
fl . Some lemmas 


To make some preparations we shall consider a field R (ui, 
*, Uds Zis `, TX) in which ui, ***, ugare transcendental 


552 


while zi, +, zx,are algebraic over the base field R. The alge- 
braic extensions to x], °°, Zrare defined successively by the fol- 
lowing equations 

Py (x)= port + puri + + pin =9, 


— 1 wee 
P2( £1, 22) = pwxrt2+ pyre? +e + P2m, =0, 


(I) 


有 
It is assumed that for 1 委 : 和 7，the p,,’s are polynomials in the 
ring p;-; = R (uy, °°, ug, Zis “> Xi-1], that pio are 
polynomials 40 in po= R (uy, °**, ugl, and that p; consid- 
ered as polynomials in x; are irreducible over the field K;_,; = R 
(uis ‘, tgs XI, `“, Xi_1) defined by the equations pi 
(xı) =0, +, p;-1 (zi V, Xi-1) =O. We put here 

Ko=K=R (ul, t, ua). 
let r be the collection of sets of indices T= (i1, *…i,) with 
O0<1;<m,;-—1. For such an I we shall write symbolically 
XT! = xh ar. 
Any polynomial of the form 
with coefficients arin a certain ring of field F will be called then a 
normalized one in F [zi1, °*', z). 

Lemman 1. There is an algorithmic procedure which per- 
mits to determine uniquely for any polynomial A in p,, a set of 
integers sı, °***, S,=20 and a set of polynomials A;in po for IE 
r verifying the following conditions : 

(L1),. Modulo some linear combination of p; over p, we 
have 

Ph Pp A= Ar. 
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(L1)2.: Arare polynomials in po with coefficients linear in 
those of A, considered as polynomial in p,. 

(L1): si> °°, 5s, are the least integers 之 0 to make 
(L1), and (L1), possible. 

Proof. Considering both A and p, as polynomials in x, with 
coefficient in ~,-,, we get by division for some integer s, 之 0 
taken to be least possible 

PA = Q,p,+ R,-1 
with Q,, R,_1 polynomials in P, for which the degree of R,-,in 
x, is < m,. Considering now p,- and R,_1as polynomials in 
Z,-1 with coefficients in R (uy, °°, uds, Lis “> Lp-2> 
x,), we get by division for some integer 5 -1 全 0 taken to be 
least possible 

Pas, Oy Rei Osi Pai * R93 
with Q,-,, R,_» polynomials in p, for which the degrees of 
R,-21n z, and x,- are < m,and < m,-1 respectively. Proceed- 
ing in this manner, we get successively | 
人 

PiyRi = Qip t+ Ro, 
with Ro as a polynomial in pr, for which the degree in z; is < 
m;, li<r. we may then write Ro as >) A, z'and get the ex- 
pression verifying all the conditions in the Lemma as required. 

Lemma 2. There is an algorithmic procedure which per- 
mits us to determine for any polynomial in some indeterminate y 
of the form 

A = Aoy” tA y” I+ etA, 
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with each A; in p, and Ay#0 in K, expressions of the form 
HA = B+ Cipit + Crpr, 
with 
B= Boy" + Biy” t+ -e + Bms. 
verifying the following conditions : 
(L2),. All B; are normalized polynomials in p,and Bo is 
a polynomial Æo in Po. 
(L2)2. C,are all polynomials in p, (y) and H is one in 
Pr. l 
(L2). HÆ0 mod (p;, *…, p,). 
Any such polynomial B satisfying (L2), will then be said 
to be a normalized polynomial over p,in the indeterminate y. 
Proof. By lemma 1, we have for some integers s}, ©, 5, 
之 0 an expression of the form 
POP oA A oy" +A yy" mA ed (pi, “7, p,) 
with all A’; normalized in p, and A’) #0 in Kr. Suppose that 
Ag is free of x;43, t, zx, but not so for z;. As A’O has a de- 
gree< m; in x; while p; is irreducible in K;_, and of degree m; in 
Zi we find by the usual division algorithm polynomials h, & in P; 
and A ooin p;—, such that | 
hA ot+ kp; = A’oo; 
in which h is #0 in K; and A oo 天 0 in K;_,. We have then an 
expression of the form 
hp Py At kpiy” = A’ coy” +hA yy™ hte + hAm 
mod (pi, s, p,). 
Applying Lemma l again to hA’; and A’ owe get then some ex- 


pression 
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hA=Aoy"+A’ lly” tee +t Amn mod (pis, s p,), 
for which all A”; are normalized in p, with A oA0 in K, and not 
containing any z; for j =i , and h” is some polynomial in p, 
which is #0 in K,. If A’ is free of all zi, *, £,, we may 
take 
B = Aoy” +A iy" toet A" m 
as the polynomia! B required or otherwise we proceed as before. 

Lemma 3. There is an algorithmic procedure which per- 

mits to factorize in K, any polynomial in p, (y) 

A=Aoy” +AI ++A, 
with A; in p, and Ao 0 in K,, m=2. More precisely, it 
permits to find expression of the form 

HA = A’ + X Cipi, 
with 
A’=Ai…A,, 

verif ying the following conditions: 

(L3),. Each A; is a normalized polynomial in p, (y] and 
is irreducible in K,. 

(L3),. H is a polynomial in p, which is #0 in K,o 

(L3)3. C;are polynomials in p,(y). 

Proof. The method of Hermann in (4) permits us to give, 
in an algorithmic manner, a factorization of A into irreducible 
ones in K,, so that after clearing of fractions we have an expres- 
sion of the form 

DA = Bi B, + UB ',p,, 
with B;, B’; polynomials in p, (y), B; irreducible in K, and D a 
polynomial in p, which is #0 in K,. Applying now Lemma 2 to 
556 


each B;. we get then the expression required. Consider also the 
reference [15], p. 130. 


N . Proofs of the theorems 


We are now in a position to give proofs of Theorems 1 — 3 
quite simply as follows: 


Proof of Theorem 1. For the defining system of equations 


(I) of the associated variety V, let us consider fi (ui, 0, 
üd» xı) as a polynomial in x, with coefficients in R (uj, +, 
uq) and factorize fi into ones irreducible in K = R (u,, °°, 


uz) by applying the algorithm in Lemma 3, with zx, as y and 0 
as r there. Take any such irreducible factor as p! (x ,). Let Ki 
be the field obtained from K by adjoining zx, defined by the equa- 
tion 
pı (21) =0. 

Now f2, considered as a polynomial in the indeterminate x>, 
cannot be identical with o in the field K,, for otherwise the vari- 
ety V would be of dimension >d, contrary to the determinancy 
hypothesis of our geometric statement. Applying Lemma 3 to fo 
with xas y and 1 as r there, we get a certain polynomial f > in 
P,=R (1, °°, tg, £i, z) with an expression of the form 

hofro=f2+ Capi» 
in which f», asa polynomial in the indeterminate x2, is a prod- 
uct of normalized factors irreducible and #0 in the field Kı. 
Take any such factor as p> (xı, x2). Let K, be the field ob- 
tained from K, by adjoining x7 defined by the equation 

p2 (a1, z2) 三 0. 
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Then Ps is a polynomial in the indeterminate x3 over p, which 
cannot be identical with o. Applying Lemma 3, we get an ex- 
pression of the form 
h3f3= f 3+ C3pit C32p2, 
in which the polynomial f3 in x3 is a product of normalized fac- 
tors irreducible and #0 in Kz. Take any factor as p} (£1, T2, 
x3), adjoin za to K, by the equation 
ps (xz1, z2, z3) =0, 
and proceed further as before. In this manner, we get finally 
system of subvarieties V’ irreducible over R, each defined on K 
by systems of equations of the type 
pı (xı) =0, 
(M) p2 (x1, z2) =0, 


Pe (a1, Z2, p 2,) =0, 
verifying some obvious conditions as described in M. 

It is easy to see that the collection of all such subvarieties ex- 
hausts the given variety V*. In fact, consider an irreducible 
component in R of V with a generic point, say (ui, °°, ud, 
Ziv 5 z,), in which Uy, `“, tg, are independent indeter- 
minates while zı, *…, z, depend algebraically on them. As 
(ui, ***, ug, xı) should satisfy the system of equations (I), 
in particular the equation fı =0, they should annul some one of 
the irreducible factors of fı, say pi before. Now, (ui +°, | 
Ud» Z1, X2) should satisfy the other equations in the system 
(I) as well as the equation pi (x1) =0. It follows from the ex- 


pression about f2 given above that they should also satify the e- 
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quation f“ =0 and hence should annul one of the irreducible fac- 
torsof fə, say Pa (zı, 22) above. Proceeding in the same 
manner we see that (uj, **%, ugs Lis “s, Z,) should satisfy 
a system of equations of the type (I ) and hence is a generic 
point of an irreducible subvariety among the collection found 
above. This completes the proof of the theorem. 

Proofs of Theorems 2 and 3. 

Theorem 2 follows immediately from the algorithm in Lem- 
ma 1. The truth of Theorem 3 is quite clear from Theorems 1 
and 2. 

Final Remark. Our algorithm for the mechanization of theo- 
rem — proving in elementary geometry involves mainly such poly- 
nomial manipulations as arithmetic operations and simple elimina- 
tions, which were all originated and quite developed in 12 — 14c. 
Chinese mathematics, of. e.g. the book of late Chien {1} for 
the explanations. In fact, the algebrization of geometrical prob- 
lems and systematic method of their solutions by algebraic tools 
were some of the main achievements of Chinese mathematicians at 
that time, much earlier than the appearance of analytic geometry 
in 17c. 

Added in Proof. (Dec. 1977). 

The same principle has been applied to the mechanization of 
theorem — proving in elementary differential geometry with the 
aid of Ritt’s theory of differential algebra, of which the details 


will be given later. 
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Toward mechanization 
of geometry—some 
comments on Hilberts 

“Grundlagen der Geom- 
etrie” 


The great merit of Hilbert’s classic “Grundlagen der Geome- 
trie” of 1899 is universally recognized as being represenative for 
axiomatization of mathematics, laying in particular a rigorous 
foundation of the euclidean geometry. However, another great 
merit (perhaps greater in the opinion of the present author) of 
this classic seems hardly to be noticed up to the present. In fact, 
this classic is also representative for the mechanization of geome- 
try, showing clearly at the same time the way to achieve it. The 
present paper has the object of trying to clarify these points. 

First of all let us remark that in the statement of theorems 
(or even axioms) there are usually some implicit assumptions 
about gene — ricity or non-degeneracy of figures involved without 
which the theorems may be meaningless or even fall into fallacies. 
The following simple examples may serve as illustrations. 

Ex. 1 The three altitudes of a triangle are concurrent. 


It is implicitely assumed here that the triangle in question 


* A cta Math. Scientia, 2 (1982) 125—-138 
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should be generic in the sense that it does not degenerate into one 
with vertices collinear or with two vertices coincident. In the first 
case the theorem is not true and in the second case it is meaning- 
less. 

Ex. 2 The opposite sides of a parallelogram are congruent. 

The theorem will not be true if the parallelogram in question 
degenerates into one with vertices lying on the same line. 

Ex. 3 Desargues Theorem. If the three pairs of corre- 
sponding sides of two triangles are all parallel to each other, then 
the three lines joining the corresponding vertices of these triangles 
are either concurrent or are parallel to each other. 

The theorem will not be true if the two triangles in question 
degenerate into ones with collinear vertices. 

Ex. 4 Desargues Theorem. If the three lines joining the 
corresponding vertices of two triangles are either concurront or 
parallel, and two pairs of corresponding sides of these triangles 
are both parallel to each other, then the same will be true for the 
third pair of corresponding sides. 

Again. the theorem will not be true if one of the pairs of cor- 
responding sides parallel to each other degenerates into a pair lying 
on the same line. 

In view of these examples we see that theorems of elementary 
geometry are usually true only in the generic or non 一 degenerate 
case which are implicitely assumed as hypothesis but usually not 
clearly expressed in the statements of the theorems. In each de- 
generate case we have to investigate separately whether the theo- 
rem is meaningful or not and if it is so whether the theorem re- 


mains hold true or not. 
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Now to prove theorems in the usual euclidean fashion one 
should incessantly make resort to previously proved theorems con- 
sidered to be already known. As these known theorems are only 
true under certain non-degeneracy conditions one should, each 
time when these theorems are to be applied, verify whether these 
non-degeneracy conditions are observed or not. One should con- 
sider different cases to deprive off one by one each of these degen- 
eracy situations. This renders the proof of a theorem very cum- 
bersome, the more so because such non-degeneracy conditions of 
theorems to be applied are usually not clearly stated. In fact, 
even for a theorem of moderate complexity, it would be quite im- 
possible to take care of all these non — degenerate cases occured in 
the known theorems to be applied in order to make the proof 
meeting the usual standard of rigor. A scrutiny of the proofs of 
theorems concerning the establishment of rules of number systems 
in a Desarguesian geometry, in which Desargues theorem should 
be applied over and over, as described in the classic of Hilbert, 
may well illustrate this point. 

On the other hand Hilbert, in his classic, after laying down 
the foundation for the algebraization and coordinatization of a ge- 
ometry involving Desargues theorem and Pascal theorem, has 
stated a theorem (numbered Th. 62 in the later editions), 
which is in essence equivalent to a mechanized procedure for the 
proofs of a certain kind of theorems. Let us call for short a plane 
geometry to be pascalian if the planar axioms of incidence, the 
axioms of order, the axiom of parallelism in the strengthened 
form, as well as the so-called Pascal theorem all hold true. Then 


the original statement of the theorem in question runs somewhat 
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as follows. 

Th. 62 Each pure intersection-point theorem, in a Pas- 
calian geometry, if true, can always be proved by the aid of suit- 
ably constructing auxiliary points and lines, as consequence of a 
combination of a finite number of Pascal configurations. 

For the meaning of pure intersection-point theorem (abb. 
PIP-Th) Hilbert has given two explanations which are in fact not 
equivalent. For the first one Hilbert defined a PIP-Th as one in 
which only incidence of points and lines as well as parallelism of 
lines are involved. Then, he argued that every such PIP-Th. 
may be described in more details in the following form: 

Select first a system of finite number of points and lines arbi- 
trarily. Then successively in a definite prescribed manner draw 
some parallels to some of the lines get, choose some points on 
some of the lines get, and draw some lines through some of the 
points get. If, by constructing in this prescribed manner the 
joining lines, intersection points as well as parallels through 
points already constructed, one arrives finally to a finite set of | 
lines, then the theorem will assert that these lines will be either 
concurrent or parallel to each other. 

To distinguish between these two concepts of PIP-Th, in 
fact not equivalent, we shall call the later one the PIP-Th of con- 
structive type. Now the explanations given just before the state- 
ment of Theorem 62 in the classic furnish an idea of a proof of the 
following theorem, which may be considered as an alternative 
version of Th. 62 and will be called 

Mechanization Theorem of Hilbert. In a planar Pascalian 


geometry there is a mechanical procudure which permits to prove 
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or disprove in a finite number of steps any pure intersection 一 
point theorem of constructive type under certain subsidiary non- 
degeneracy conditions also generated mechanically during the pro- 
cedure. 

As the intended proof of Theorem 62 or the above Mecha- 
nization Theorem as given in Hilbert’s classic is not only vague but 
also somewhat inexact in various respects, we shall rewrite the 
proof in what follows which consists in giving a mechanical proce- 
dure meeting the purpose as described in the Mechanization Theo- 
rem. 

First of all we shall take in the plane a coordinate system 
which may be chosen arbitrarily. To save the labor of computa- 
tions we may choose, if we want, the coordinate system in a 
convenient manner which is however immaterial to the reasonings 
to follow. The points and lines involved in any pure intersection- 
point theorem will then be represented by number pairs or linear 
equations. To fix the ideas, we shall avoid the use of linear equa- 
tions for lines and restrict ourselves to considerations of points or 
number pairs alone as described below. As a point may be either 
chosen in an arbitrary manner or constructed in a definite manner 
from prescribed geometric conditions, we shall distinguish two 
types of coordinates: parametric ones and geometrically-bounded 
ones, which will be denoted by u; and Zi respectively. They will 
be denoted by a, if no distinction for u or x is necessary . We 
shall now represent the points occuring successively in the PIP- 
Th. of constructive type to be proved by number pairs (a;, a; ) 
one after the other as follows. 


First let us remark that the construction of a point occuring 
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in the theorem in question will be one of the following 10 types: 

1. A point is arbitrarily given or chosen. 

The point will then be represented as (u;, u;) with u;, u,; 
as parameters. 

2. A line is arbitrarily given or chosen. 

Instead of representing the line by a linear equation of cur- 
rent coordinates, we shall take arbitrarily two points represented 
by (u;, u;), (ug, u) respectively with the line in question as 
their joining line. 

3. Construct an arbitrary line through a point (a;, a;) al- 
ready constructed. 

As in 2, we shall take an arbitrary point (u,, u) and rep- 
resent the line as the joining line of this point and the point (a;, 
aj). 

4. Construct the joining line of two points already construct- 
ed. 

As the line has been determined by the two points thereon, 
this construction is no more necessary. 

5. Choose a point arbitrarily from a line already constructed. 

If the line is determined by two points (a;, aj), (ar, a ) 
already constructed, then the arbitrary point chosen thereon may 
be either represented by (u,, 2z,) or (2,, u,) satisfying the 
following equation: 

(a; —a;)u, — (a; — a,) x, + aja, ~ aja, =9, 
or 
(a; — a,) x, — (a; — ay) u, + aja; — aja, =9. 
6. Construct arbitrarily a parallel to a line already construct- 


ed. As the line is determined by two points thereon already cons 
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tructed say (a;, a;), (az, a), the parallel to be constructed 
will be determined as follows. First take an arbitrary point Cum, 
u,), and then a point (u,, x,) or (z,, u,) such that the 
joining line of this point to the point (um, u,,) will be parallel 
to the line determined by 
(a;, aj) and (a,, a), so that x, will satisfy the following e- 
quation: 

(ar~ a;)( £; u,) — Ca, — aj) (Cu, — u,,) = 9, 
or 

(ajma; a, üa) — Ca, — ai) Cu, — u,) = 0. 

7. Construct a line through a point (a,,, a,) already con- 
structed paraliel to a line already constructed. 

Let the Hne already constructed be determined by the points 
(a;, aj) and (ag, a), then the line to be constructed will be 
taken to be one determined by (am, @,) and a further point 
(u, Xi) or (x,, u,) satisfying the following equation: 

(ay G3) 2" @,) — (ay a)(u, a) = 9; 
or 
(a, —a;)(2,- 2m) — Cay — a;) Cu, — a,) = 9. 

8. Construct the intersection-point of two intersecting lines 
already constructed. 

Let the two lines be determined respectively by pairs of 
points (a;, a;), (az, a) and (ap, a), (a,, a,) already 
constucted. Then the intersection-point will be taken to be (z,, 
x,), satisfying the following system of equations: 

(a; ~ ai) £o — (a; — ay) x, + aja; — aja, =90, 


and 
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(a, 4, ite ~ Cag — a,) £n t apa; aga, = 0. 

9. Construct the intersection-point of a line already con- 
structed and a line through a point (am, a, ) already construct- 
ed and parallel to a second line already constructed. 

Let the two lines already constructed be determined respec- 
tively by (a;, aj), (ag, a) and (ap, a,) (a,, a,). Rep- 
resent the point to be constructed by (£g, £p), then Zg, =z, 
will satisfy the following system of equations: 

(ca 一 ap)( zh 一 can) 一 (ay 一 Co)(Czr 一 am)=0， 
(a; — a;) 2, — (a; — ay) x, + aja, — ajay =0. 

10. Construct the intersection-point of two lines passing 
through each of two points already Constructed and parallel re- 
spectively to each of two lines already constructed. _— 

This is similar to 8 and 9 and may be similarly treated. 

Of course we may reduce the constructions 9 and 10 to the 
previous ones by introducing more coordinates u or x. 

We are now in a position to describe the mechanical proce- 
dure to be followed. As the intersection-point theorem to be 
proved is of constructive type, the points and lines as described in 
the theorem will occur one after the other in a definite order of 
succession. It follows that the coordinates of the points involved 
(with lines replaced by two points thereon), whether parametric 
or geometrically-bounded, can be arranged in a definite order in 
accordance with their ordering of appearance in the construction as 


follows: 
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In particular, whenever a new point is introduced by the con- 
struction 8, 9 or 10, its coordinates attributed will be two z’s in 
succession, say (z,, Zr+l). 
Let us introduce now some sets as follows. 
A set of parametric coordinates 
U= {ul, -°, un}. 
A set of geometrically — bounded coordinates 
XS Taig Sy SNS 
A set of degeneracy — polynomials 
A= Di, s Del: 
with each D a polynomial#0 in xl ~ malone. 


A set of solutions 


lQ Q 
Pi ? > Py bd 
with all P; S, Q; Spolynomials in ul, +*+, upm alone and each 


P; anonzero power product of the D’S in^. 
The meaning of the sets U and X are already clear. The 
meaning of the sets A and S is this: 


Under the non-degeneracy conditions 


D,+0, -:-, DRÆO0 (D; in J) 
the coordinates Zi are given by 
_ Qi _ Qn 
zr1= p> ee, in=p 


with ziin X, Q:/P,in S. 

We begin now by setting all the sets X, J, and S to be 
empty ones, U to be |ui, *, uml, and proceed by enlarging 
these sets in following in steps the successive constructions as de- 


scribed in the theorem to be proved in question. 
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Suppose that we have proceeded to a certain step of construc- 
tion but not yet finished. We distinguish two cases according as 
the next step of construction is one of the types 1-7 or of the types 
8—10. In the first case we get a single equation 

An+1tn+1+ BNn+1=0 
with a new bounded coordinate xy +; and with Ayi;, Bn+ , both 
polynomials in u,, ©, um and zi, °°*, zyn already occured in 
the sets U and X. Replace now zx; sin An+1 and By; by Q;/ 
P; given already in S, with P;0 due to the already in troduced 
ono-degeneracy-condition S D; #0 with D; in A already deter- 
mined. Let the new fractional expressions thus obtained in u,, 
*, un alone be denoted by Ayn. ,and By», respectively so that 

the equation in ZN+1 becomes 

An+1Xn+1+ BN+1=0. 

Several. possibilities may then occur. 

IfA +10 then we write the numerator of A N+1 as Dre} 
and put Dg+1 into the set A to turn it into a new 4, and intro- 
duce as a new non-degeneracy condition Dp,,;70. Next we solve 


for xnN+ , in the form 
ZN+I= — BN+1/AN+1= QnN+1/ Preis 

and put xNn+1 into X and Qn+1i/PN+!1 into S to turn X and S in- 
to new set X and new solution set S. We note that Py, is again 
a power product of the polynomials D’;S in the new set 4. 

We proceed then to the next step of construction if there re- 
mains any. 

If instead An+,; =0, but Bn+; #0, then we set again 
Drg+1 = numerator of By +, and put it into A. The hypothesis of 
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the theorem in question is now itself contradictory at least under 
the subsidiary conditions 

D; £20 
for D; in the new 4. The whole procedure will then be stopped. 

If finally both An., and BN+1==0, then zyn+1 undergoes in 
reality no restrictions and we may introduce a new parameter 
um +1 and set 

XIN+1= UM+1= QN+1/ PN+1 
(with Qu+1 = um+1s Pn+;=1, the same in what follows). 
We put then um+1 into U, xn; into X, and Qn. ,/Pn+ into 
S with A unchanged. With this new system of sets U, X, A 
and S we then proceed to the next step of construction if there re- 
mains any. 

This ends the treatment in the first case. 

Suppose now we are in the second case of a construction of 
the types 8, 9, or 10. For any such type we will get a system of 
two equations say 

Aiyitn+1+ Ayztn+2 + By =O, 

Aztn+1 + Azztn+2+ B2=0, 
with two new bounded coordinates xy +1, 2XN4+ 2 introduced atthe 
same time. The polynomials A’S and B’S are allin the variables 
üis `’, u, of U and zi,**, zy in X. Replace now these z,;’S 
by Q;/P; in S for i=1, +, N we get for the A’S and B'S 
some fractional expressions in the u’S of U alone to be denoted 
by A*’S and B*’S. In this way the equations above become 
then the following ones: 

Artn+1+ Aipzn+2+ By =0, 
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Ahan+1+ Aan+2+ BI =0, 
Various possibilities may now occur. 
First suppose that the determinant of the coefficients of these 
equations in ZN+1, ZN+2 is not identically zero: 
TE Ay, A se. 
Az Az 
In this case let us express E in the form of a fraction of which the 
denominator is necessarily a power — product of D;’S already pre- 
sent in A. We set now the numerator of E to be a new Dr, 
and put it into A to enlarge it into a new one still denoted by 2. 
Solve the two equations above we get then two expressions of the 
form | 
IN +17 QN+1/ PN+1, XIN+2— QN +2/ PN+2， 


in which both Pn +1 and Py+ 2 are power ~ products of DiS in the 


Qn+1 Quez 
new A Wc put now ZXN+1, XN+2 into X, and ; 
Pn+1!  Pn+2 


in to S, denote the sets thus enlarged still by X and S, and 
then proceed to the next step of construction if there remains any. 
Suppose now E is identically 0 but not all A *’S are so. In 
this case there will exist polynomialsa,;, az not both 0 such that 
ai4i + a2A7,=0, 
aA + aA n= 0. 
From the two equations above we get 
= aB + aB =Q. 
lf aB? + a,Bz 40, then we set 
Dr 1 = numerator of a,;By + a By 


and put it into A. In this case the hypothesis of the theorem in 
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question is contradictory in itself under the non 一 degeneracy con- 
ditions 

D;#0, 
with D; in the new A. We stop then and proceed no more. 

In case a; B? +a B3 is=0, the two equations will reduce 
to a single one, say the first one to fix the ideas. Not both Aj, 
and Ay can be=0, say A s>#0 to fix the ideas. 

Set then | 
Dpr +1 = Numerator of A b 
and put it into A. Introduce also a new uy, to be put in U, 
set 
IN+1 = Um+1 = QN+1/PN+1 
and solve for zN+2 in the form 
XN+2= Qn+2/Pn+2 
with Py+2 a power — product of D; S in the new A. We put 
NOW IN+1, ZN+2 into X and Qnii/Pn+1, Qn+2/Pn+2 into 
S. All the sets j, U, X, S thus enlarged will again be de- 
noted by the same letters and then proceed to the next step of con- 
struction if there remains any. 

Finally let us suppose that all the A *’S are identically 0. If 
at least one of B“, B> is not identically 0 then we set the nu- 
merators of these non — zero B*’S as new Dp,, or Drs, and 
Der+2, put this one or both into A with the new 4 still denoted 
by the same letter. We stop then the whole procedure with the 
conclusion that the hypothesis of the theorem is in contradiction 


under the non — degeneracy conditions D; 0 with D; in the new 
Á. 
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If finally both BY and B> are identically zero, then we in- 
troduce two new uyii, UM+2 to be put into U, put ZN+1， 
XN+2, into X, and set 

TN+1 ~ UM+1 7 QN+1/ PN+1, 

TN+2 UM+27 Qn+2/Pn+2> 
with Qnii/Pn+1, Qn+2/Pn+2 to be put into S. The new sets 
U, etc. will then again be denoted by the same letters. We pro- 
ceed now to the next step of construction if there remains any. 

This procedure will be stopped with a final system of sets: 

U= {ul, `, uml, 
X = | zi, wry an}s 
A= iD,, v, Dri, 
and 
s- St, Qa 
Py 

Now two cases may occur. 

Case 1 The hypothesis of theorem in question is contradic- 
tory under the subsidiary non — degeneracy conditions 

D;40 (DjinZ). 

In this case we have already achieved our aim of proof. 

Case 2 In this contrary case we have to consider the conclu- 
sion of the theorem in question which amounts to say that 

G =0, 
where G is a certain polynomial in the variables u,, *, Um and 
Zi, “©, Za. Now N is necessarily = n and AM 之 mm in the pre- 
sent case and we may thus put 
z;=Q;/P;, i=1, *…, n, 
and substitute these expressions into G. The polynomial G be- 
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comes then a fraction with denominator a power — product in the 

D,’S occuring in A. Under the non — degeneracy conditions 
Di 天 0 (D,ind), 

we verify by usual computations whether G is identically zero or 

not and arrive at the two possible conclusions below. 

1° G becomes identically zero so that the theorem is true un- 
der the above non — degeneracy conditions. The whole procedure 
constitutes then an actual proof of this theorem with restrictions 
clearly exhibited by the above non — degeneracy conditions. 

2° G is not identically zero so that the theorem is not true at 
least under the above non — degeneracy conditions. 

This terminates the whole mechanical procedure with precise 
conclusions under precise subsidiary conditions also mechanically 
generated. 

The mechanization theorem of Hilbert is thus completely 
proved. 

As illustrations of the above mechanical proving procedure for 
intersection — point theorems let us consider some examples shown 
below. 

Ex. 5 Consider the Desargues theorem of Ex. 3 stated in 
the following form: Let ABC and A’B’C’ be two triangles with 
three pairs of corresponding sides mutually parallel to each other. 
Let the line 2; = AA’ and /,= BB’ meet at a point 0. Then CC’ 
should also pass through 0. 

Let us turn the statement of the theorem into a constructive 
form as follows. To simplify the calculations we shall take /,, > 
as the two coordinate axes. We shall take first two arbitrary 
points A, A’ on lı with coordinates 
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A= (u,,0), A’ = (w,,0). 
Then take an arbitrary point B on l, and an arbitrary point 
C on the plane with coordinates 
B= (0, u3), C= (wua, us). 
Draw now through A’ a parallel of AB meeting Z, in B’ and then 
through A’ and B’ draw parallels to AC and BC respectively to 
meet together at C’. The coordinates of the new points will be 
taken to be 
B = (0, xı), C= (22, 2x3). 
Then the theorem asserts that the points O, C, C’ are 
collinear. 
Now the hypothesis of the theorem consists of the following 

equations 

A'B’ VY AB@ ui x1 — uzx3=0, 

AC VY AC@Cug— u,) x3 - us( x2 — ws)=0, 

BC Y BCS u, z3- x1) — (us— u3) 22 =0. 
The conclusion of the theorem is given by: 

O, C, C’ are collinear G = 0, 
with 
G = u4X%3— Us 2. 


Following the mechanical procedure indicated above we get 


U = | u1, U2, U3, ug, us}, 

X= ir Tee Tl 

A= | 4; U1, Uz — Uius— usual, 
os U23 Wua uzus 


9 kd 
uUi uy wl 
If follows that the non 一 degeneracy conditions to be observed are 
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u,O0, 
and 
Ulu3— Ulus- uzu, £0. 
Under these conditions we verify that 


Uus unt, 
G = U42%3- Us X2 = Uy? 一 us” =0. 
uy} . ui 


so that the Desargues theorem in question is true in this non 一 de- 
generate case. 

The first degeneracy case ul = 0 means that A coincides with 
O .It is of no geometrical interest and may be left out of consider- 
ation at all. If we want we may take A = O as one of the hypothe- 
sis of the theorem and proceed in the same mechanical manner as 
before with the result that the theorem will then be trivially true 
under however some further non — degeneracy conditions. 

The second degeneracy condition 

UluUu3— Uyus — u3ua4 = 0. 

means that the points A, B, C are collinear. Take this as one 
of the hypothesis we verify as before that the theorem will then be 
no more true at least under certain further non — degeneracy con- 
ditions. This accounts for the fallacies of the Desargues theorem 
as indicated in Ex. 3. The same may be said about the other ex- 
amples 1, 2 and 4. What is important for us is that the degener- 
acy conditions which may cause the fallacies of theorems present 
automatically during a mechanical procedure and may be treated 
alternatively and systematically also in a mechanical way which is 
actually impossible for the usual euclidean fashion proofs. 

Ex. 6 To give a less trivial example let us consider the 


general Pascal theorem in projectivo — geometry. Let us call for 


577 


short a hexagon to be Pascalian if the three pairs of opposite sides 
intersect in collinear points. Now the necessary and sufficient 
condition for a hexagon to be Pascalian is that the six vertices of 
the hexagon should lie on the same conic (or co — conic for 
short). It follows that if a hexagon A,A,A3A,4A5A¢ is Pas- 
calian, then, the six vertices being co — conic, any hexagon 
Ai âi AisAia AisAie arising from reordering of the vertives, is 
also pascalian. In this way we may announce theorems in the 
form of pure intersection — point theorems in a Pascalian geometry 
with the mention of the notion of conics completely avoided. The 
intersection — point theorems thus arrived may be divided into var- 
ious types and, to fix the ideas, let us consider for example the 
following one. 

If the hexagon A,A2A3;A4,A5A. is Pascalian then so is 
A144434- A56. 

In more details, the theorem states that: 

If the points of intersection 

P = A,A, À 4,45, Q = ALAL AAs A6, R= A3A,A A64: 
are collinear, then so are the points of intersection 
P= ALA, A A245, Q= A2,A4 AAA R = A2A3/A AgA, 

(Here A stands for intersection). 

For the proof let us first turn the above statement into one of 
constructive type as follows. 

Take first an arbitrary point As and then two arbitrary lines 


l, 2, through A,. For the mere sake of simplifying the calcula- 


tions we shall take As¢ as the origin 0 and the two lines as the co- 


ordinate axes. 
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Take on /1 an arbitrary point A; =(u,,0). 

Through A, construct an arbitrary line and take thereon an 
arbitrary point A, = (u2, u3). 

Through A, construct an arbitrary line and take thereon an 
arbitrary point A} = (wu4, us). 

Through A} construct an arbitrary line and take thereon an 
arbitrary point A4 = (ug, u7). 

Let the line A3A,4 meet J, in the point R = (27,0). 

Let the line A, A; meet Z, in the point Q = (0, x32). 

Let the line A3A,4 meet lz in the point Q’ = (0, x3). 

Let the line A2 A} meet 7, in the point R’ = (zx4,0). 

Join the line QR and let it meet A,A, in the point P= (zs, 
xe). 

Join PA, and let it meet Z, in the point A; = (0, x3). 

Join A, A; as well as A2A5 meeting in the point P’ = (zg, 
žo). 

With these hypothesis the conclusion is now: P’, Q’, R’ are 
collinear. 

Now the hypothesis of the theorem in question reads as fol- 
lows: 

R lies on A3A4®>( us — uz) x1 + u4u7— ususc=0, 

Q lies on AzA3@(u2 — ug) x2 — ungus+ uzu,=0, 

Q lies on 43 44 全 (zx4 — ug) x3 —- uguz t+ usu, =0, 

R’ lies on A, A3@(u3 — us) xrqt+ uzus — uzu4=Q, 

P lies on Ay A2,u3x5+ (uy — un) x6 — uius=0, 

P lies on QR@ 2275+ 4126-4122 = 0, 

As = PA, la (ug — x5) 274+ urrs— ug x, =O,z 

P’ lies on Ay AsSu rs t+ (u,- ug) Xo 一 wiu =Q, 
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P’ lies on AnpA5s@(u3 — 17) xg — Upto + UD 7x7 =O. 
The conclusion becomes: 
P’, Q, R’ are collinear Gr3rg + 2429 — 2324=0. 
Fowllowing the mechanical procedure given in the Mecha- 
nization Theorem of Hilbert we see that the theorem is true after a 
long and tedious but easy and mecahnical computations under cer- 
tain subsidiary non— degeneracy conditions uninteresting to be ex- 
plicitely given. The computations constitute then automatically a 
proof of the theorem in the generic or non — degeneracy case. 
Ex.7 Let us consider the previous example again with how- 
ever the theorem in question not turned into constructive type. 
Thus, let us take AgA,, A6 A5 still as the coordinate axes but with 
coordinates of the various points as follows. 
Ai= (ui, 0), A, = (u2, u3), 
A3=(uy4, us), As = (0, ue), 
A4g= (uz, 2), Q = (0, x2), 
R= (zx;,0), R’ =(24,0), 
P=(2x5, x6); Q’=(0, x7), 
P’ = (xg, Xo). 
The hypothesis of the theorem becomes then 
Ay, As, P are collinear (xr; — ug) x5 — uzre + ugu7=0, 
P, Q, R are collinear 2225+ 43276 ~ TT3 = 0, 
A3, A4, R are collinear (xı — us) 23—- ugx, + usu7=0, 
A1, A2, P are collinear u3z5 + (uj — ur) x6 - ulus=0, 
A2, A3, Q are collinear ( uz — ug) x2 — Uzus t uzu4=Q, 
etc. 
From these we get an equation of the form 
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Arj + Br, + C=0, 
with A, B, C all polynomials in the u's alone and A not identi- 
cally zero. It follows that under the non — degeneracy condition 
A+0 the previous mechanical procedure does not work. 

The last example shows clearly that we should distinguish 
between two types of pure intersection — point theorems, those of 
constructive type and those not, and that the idea of the mechan- 
ical procedure as indicated by Hilbert in his classic works only for 
theorems of constructive type. For pure intersection — point theo- 
rems which cannot be turned into constructive form or for theo- 
rems which involve non ~ linear equations as are usual for various 
kinds of geometnes, we have to device other mechanical proce- 
dures to give mechanical proofs. Now such mechanical procedures 
do exist for a large class of theorems so far no order relations are 
involved and the procedures are even feasible in the sense that 
quite difficult theorems may be proved in this manner on a com- 
puter of moderate size in a reasonable period of time. The same 
can even be done for (local) differential geometry. We shall not 
enter into this more which has been sketched in some original pa- 
pers of the present author. A book with details is now also in 


preparation. 
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Some remarks on mechanical 
theorem-proving in elemen- 
tary geometry 


Dedicated to Professor Lee Kwok-ping (Li-Guoping) on 
the Occasion of his 30th Year of Educational and Scientific 
Work 

In a previous paper (cf. [3 we have pointed out that al- 
most all theorems in ordinary geometry (i. e. ordinary euclidean 
geometry) are only generically true, or true only under some 
non-degeneracy ) conditions usually not explicitely described in 
the statement of the theorem. This fact is quite fatal to make the 
usual euclidean fashion of proving theorems rigorous as one be- 
lieves to be so, since it is difficult to state clearly the non-degen- 
eracy conditions to be observed and to verify that the previous the- 
orems to be applied in the proof of the theorem in question do not 
fall into the degeneracy cases under which the previous theorems 
to be applied might not be true. On the contrary our mechanical 
method of theorem-proving in geometry permits to discover auto- 
matically the non-degeneracy conditions to be observed and offer 
the means of dealing with such degeneracy conditions cases in sys- 


tematic mechanical way. It is in fact this crucial point which is 


*A cta Mata. Scientia 3 (1983) 357-360. 
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responsible for the high efficiency of our method in proving quite 
non-trivial theorems without the defect pointed out above. In the 
paper [3] we have already indicate some examples to illustrate 
the above point. Let us take one of them, say the Desargues 
theorem, and try to explain it in some more details as follows. 

The Desargues theorem in question says that if the corre- 
sponding sides of two triangles A; A3A;5 and A,A,Ag¢ are natually 
parallel, then the lines joining corresponding vertices will be ei- 
ther concurrent or all parallel to each other, and conversely. 

To fix the ideas, we shall consider only one of the four parts 
of this theorem. Thus, let us suppose that A;A, and A; A> meet 
and take an oblique coordinate system with A143, A;A, the two 
axis meeting at the origin. Let 

A,=(2,,0), A,= (22,90), 
A;= (0, x3), As = (0, x4), 
As=(2x55 x6); Ag = (27,28). 
Then the hypothesis are; 
(1) AiA;3/ A,A,,or 
Fi 2 1X4 ~ X223=0, 
(2) AAs% A,Asg,or 
fo= (25-11) 2g — rel(x7 ~ zx2) =0, 
(3) As3As/ AqAg, or 
f37=25( xg - x4) — (x6 — x3) x7 = 0. 
The conclusion is; 
AsAgepasses through the origin, or 
ES TLs Eg Lor F 
The theorem says that the conclusion g = 0 is a consequence 
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of the hypothesis fı = 0, f2 = 0 and f3 = 0, but only generically 
so. It is easy to be tempted to prove the theorem in showing g or 
some of its power lies in the ideal ( f;, fo, f3 ) generated by fi, 
fx, fa. This is surely not so, as is easily verified. In fact, the theo- 
rem is only generitcally true under certain non-degeneracy condi- 
tions to be found out which is beyond the reach of the usual ideal 
theory or Hilbert basis theorem. Thus, to seek for a mechanical 
proof of the theorem we have to seek for some other method re- 
placing the usual ideal theory on the alike. 

Such a method may be found already early works of R.F. 
Ritt on differential algebera, cf. [1,2], For the present example 
the method may be described as follows. 

the poly omials in the hypothesis set 50, = { f1» fo, f3} have 
the leading variables z4, xg, and xg. The first step of Ritt method 
consists in eliminating xg of f3 by means of getting thus 

fa= (zs 一 21) fa m x5 f2,0r 
fa (0126+ 1325-1173) L7 ~ L25 T6 
— x4x5(a5—- 2x1) =0. 

The second step of the method consists in adjioning f4 to the 
original set >) to get an enlarged set È» = i fy, fo, fas fa} and 
then pick out a subset (B)called by Ritt a basic set of >i», viz. 

fr=2124- 2273. 
(B)s fa= (2126 + 2326 — L123) 27 - X2X5X¢ = ratili; m ti) 
2=( x5 — 21) £8 — Toe( x7 22). | 

These enlarging and picking procedures together with some 
auxiliary reduction procedures may be repeated again and again if 
necessary but in the present case we may stop here. The basic set 
| fi, fas fo} with leading variables of the polynomials x4, 27, xg is 
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called by Ritt a characteristic set of the given polynomial system, 
but under some less stringent conditions as originally given by 
Ritt. 

The final step of Ritt method consists now in successive e- 
limination form the conclusion polynomial g the variables zg, x7, 
x4 by means of the polynomials in ( B ), getting thus successively: 

(£5 — Xi)g = Lsf2t £1£6X7™ L2£5L6 
(ziz6 +2325 — Ti1x3)[ (xs E x1) g = xsf2] 
= 41 X6f4+ x5X6( 45 — 11) (2144-2223). 
Finally, 
(rize t 4325-24123) (r5—-—21) 8 
= 15302126 t T3753 2143) fot e126 fg + rsxe( rs — xi) fi: 
It follows that in as much as 
D,=2x5 — +;40, and 
D =x, x6 + x3X5 一 X, x30, 
g=0 would be a consequence of fi =0, f4 =0, and fo =0. From 
the derivation of f4 we see that under D, 40, D,40, g =0 would 
also be a consequence of the original hypothesis f} =0, f, = 0, f 
= 0. Hecen under the non-degeneracy conditions D, #0, D, #0 
the theorem is true and the above computations constitute in fact a 
proof of the theorem. 

It is to be emphasized that the non-degeneracy conditions are 
found in an automatic manner during the computations and with- 
out these g =0 may not be a consequence of f; =0,7=1,2,3 or 
the theorem may no more be true. Remark that D, 0 means geo- 
metrically that A,;, A3, As are non-collinear. In fact, as we have 


already pointed out in the previous paper [3], the above part of 
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the Desar gues theorem will cease to be true if the triangles in- 
volved degenerate into ones with vertices collinear. If we like we 
may treat the degenerate cases in turn to see whether the theorem 
remains to be true or not. For example, let us consider the degen- 
erate case 
D,=25- 2,=0. 
which means geometrically that A,;A; is parallel to the axis 
A3A,4.A djoin for this Dı =0 as a new hypothesis and treat in the 
same manner as bove. The polynomials in the new hypothesis form 
now a set >), = [ 产 at a wath 
f 12124-2223; 
f 27=25~ 21, 
f 3=(425-— ~1) 2g ~ Le£ t 2228; 
F a=a5( 1g — 14) (ri~ 23) 27. 
The first two steps consist in replacing fF 3, f 4 by 
f 3= ~ 1627+ 2246; 
fn 21( xg ~ 24) — (r6 13) 27 
and picking out the basic set (B) given by 
(BY =\fi.fafs fal. 

It is alceady the characteristic set required and we readily 
verify that x; 26g is a linear combination of f1, f 2, f 3, f 4 with 
polynomial coefficients. 

It follows that under degeneracy condition D,;=2z5 — x, =0 
the theorem would still be true under the further non-degeneracy 
conditions 

D3=2,40, D,=z6 %0. 
Which have evident geometrical meanings. If we like we may treat 
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in turn each of the degeneracy conditions D, =0 and D,=0 in the 
same manner as above. 

The method described above is a general one and may be ap- 
plied to all elementary geometrical theorems not involving order 
relations, though the computations will be extremely complicate 
for more difficult theorems than the one above. However, as the 
computation procedure is an algorithmic one we can write pro- 
grams and practise on a computer. This has in fact already been 
done and difficult theorems like those of Feuerbach and Morley 
have been proved on the computer in this manner. Some non-triv- 
ial theorems have also been discovered by using this method which 


we shall not enter. 
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Automation of theorem- 
proving 


Theorem-Proving, as a kind of mental labor, is one of the 
main activities of mathematies. It was originated in ancient 
Greek with Euclid’s (Elements) as its representative work. 
However, it seems that the recognition and treatment of theo- 
rem-proving had undergone since the time of Euclid several stages 
of development to be explained below. 

STAGE I] . Thecrem-Proving in Euclidean Fashion. 

This stage of theorem-proving is characterized by the two 
features below: 

(a) Proving is carried out in a deductive way by logical rea- 
sonings based on a Definition-Axiom-Theorem-Proof System. 

(b) Each individuel theorem has an individual proof peculiar 
to the theorem itself. 

STAGE I . Theorem-Proving in Decartes Fashion. 

The mathod of Descartes described in his 《La Geometrie) 
had opened a new way of theorem-proving. The characteristic 
feature (a) may be turned to 

(a) ’Proving of a theorem is carried out by mere computa- 


tions. 


<* MM— Res. Preprints, No. 5 (1990) 5—22. Also in Workshop on Advanced 
Computers for Artificial Intellingence, Beijing, (1990) 11-—15. 
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In fact, (La Geometrie) had shifted the main theme of the- 
orem-proving in mathematics to the theme of problems-proving, 
which was in turn reduced to equations-solving. Thus, it seems 
that in this classic nowhere the terminology “Axiom” had been 
mentioned and only once the terminology “Theorem” was men- 
tioned: “qui est un assez beau theoreme”, which was deduced 
from computations in solving some problem about lens-making. 

On the other hand the characteristic feature (b) is remain- 
ing unchanged. 

STAGE M. Thecrem-Proving in Hilbert Fashion. 

In the classic (Grundlagen der Geometrie) Hilbert had 
shown how to introduce Cartesian coordinate system based on the 
Euclidean geometry axiomatic system via the introduction of some 
number system. Hilbert had thus built a bridge leading from the 
logical deductive method of Euclid to the computational method of 
Descartes. Moreover, Hilbert had changed the characteristic fea- 
ture (b) of proving theorems one by one to (b) ‘of proving theo- 
rems class by class, viz. 

(b) ’A whole class of theorems is to be proved by one and 
the same method. 

This may be seen from the fellowing theorem of the above 
classic: 

With this notion of mechanizability we may the reformulate 
the Hilbert Satz 62 in the form of following 

HILBERT MECHANIZATION THEOREM. The proving 
of the class of planar pure intersection theorems is mcckanizable. 

Hilbert had thus proved in the first time such a mechaniza- 
tion theorem. Though the theorem holds true only for a very lim- 
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ited class of theorems， it opened nevertheless a new era of 
MECHANIZATION or AUTOMATION of theorem-proving . 
Moreover, Hilbert had launched an ambitious program of mecha- 
nization of mathematics as a whole, in the form of consistency 
proving of mathematics. The program was utterly crashed owing 
to the appearance of the work of Goedel. However, that Hilbert 
program was deemed to failure is owing to the project being too 
ambitious rather than being unreasonable. If we restrict the class 
of theorems to be sufficiently smaller, then there will be higher 
possibility of being mechanizable. That this is really the case may 
be seem from the following examples. 

| Ex. 1. The class of theorems in arithmetic involving both 
addition and multiplication non-mechanizable, but the smaller 
class of such theorems involving addition alone is mechanizable. 

The concept of mechanizability or decidability may be natu- 
rally extended to the solving of classes of problems. We have 
then: 

Ex. 2. The solving in integers of the whole class of dio- 
phantine equations is non-mechanizable, but the same for the 
smaller class of linear diophantine equations is mechanizable. 

Ex. 3. The word problem of the whole class of finite groups 
is non-mechanizable, but the same for the smaller class of free 
groups, or of abelian groups, or other small ones, is mechaniz- 
able. 

Ex. 4. According to Tarski, the class of theorems in ordi- 
nary euclidean geometry is mechanizable, but it is seemingly in 
doubt for classes of theorems in other kinds of geometries. 

After the above description of the different stages of theorem- 
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proving in past times, mainly before the appearance of comput- 
ers, let us come to see the status of theorem-proving in China. 

Since the year 1977 we began to work on mechanization of 
theorem-proving and have arrived at the follwing general mecha- 
nization theorem, cf. [WU1]: 

MECHANIZATION THEOREM. The classes of theorems 
in various unordered geometries, euclidean or non-euclidean, or- 
dinary, affine or projective, with fundamental elements points- 
lines or points-circles, etc. are all mechanizable. 

We remark that by unordered geometry is meant such a one 
for which no axioms of order or the alike are assumed. The 
method of arriving at the above mechanization theorem may then 
be brierly described as follows. Starting from the axiomatic sys- 
ten.s of the various geometries in question we introduce first num- 
ber systems and then coordinate systems just as what Hilbert had 
done in his Grundlagen. A theorem in the class can then be ex- 
pressed in the form of a set of polynomial equations PS = 0 corre- 
sponding to the hypothesis and a polynomial equation G = 0 corre- 
sponding to the conclusion. Here PS. 

Satz 62. Jeder reine Schnittpunktsatz, der in einer ebenen 
Gec metrie gilt, in der die Axiome I 1-3, H, IV * und der Pas- 
calsche Satz gueltig sind, stellt sich durch Konstruktion 
geeigneter Hilfspunkte und Hilfsgeraden als eine Kombination 
endlich vieler Pascalscher Konfigurationen heraus. 

From the statement of Satz 62 the featwe (:) geims to be 
remaining unchanged. However, from the passage just before 
the statement Eilaevt had actually illnstrated how the class of the- 


orems involved are to be proved by mere cermuintions. 
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In fact, for a pare intersection theorem in the plane let the 
points and liner involved be intreduces in seccession in a definite 
order by joining points, ferming intersections, drawing parallels, 
and choosing arbitrary points on a line or in the plane or arbirary 
line through a point or in the plane, etc. All such constructions 
are of a linear character. Introduce now successively parameters 
Uy, U2, `“, Ug, and also bounded variables z}, £2, ©, ZX, 
according to the successive constructions. Then the hypothesis of 
the theorem in question will be easily turned into a set of equations 
of the form 

x,=P;/Q;, i=l, *, n (1) 
in which P;, Q; are certain polynomials in ui, **, uag, and zj 
with 7<.i. The conclusion will also be turned into an equation 

G=0, (2) 
where G is a polynomial in all uand all x. To see whether the 
theorem in question is true we just eliminate in succession z,, 
Xn-1>°''s X1, from G by means of (1), getting thus finally a 
fractional expression R in u alone. It is clear that the theorem 
will be true if and only if R is identically 0. Moreover, in the af- 
firmative case the theorem is true only in some generic sense, or 
true only under some non-degeneracy conditions. 

Q;, +0, =l, ce, n, (3) 
as seen from (1). We remark that such non-degeneracy condi- 
tions are indispensable to render (1) meaningful and should be 
considered as implicit hypothesis to be included in the statement of 
the theorem. 


The above procedure of proving a pure intersection theorem is 
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a universal one for the whole class and is furthermore a mechanical 
one. Let us lay down now the following 

DEFINITION. The proving of a class of theorems will be 
said to be MECHANIZABLE if there exists a procedure following 
which any theorem in the class will be seen to be true or not after 
a finite number of steps. By abus of language we shall! say also 
that the class of theorems is mechanizable. 

We remark that here we have used the terminology MECH- 
ANIZABLE rather than DECIDABLE usually used in mathemati- 
cal logic. It seems that it was Hao Wang, reknown for his pio- 
neering contributions in mechanical theorem-proving, who first 
introduced the notion of MATHEMATICS-MECHANIZATION 
and we have followed this usage. s a polyncmial set and G a poly- 
nomial all in certain variables z,, °*-°, XxX, with ceefficionts in cer- 
tain field K intrinsic to the geometry in question. We remark 
that owing to the inorderedness of the geometry only equations 
and inequations will be involved but not at all inequalities, and 
the intrinsic field K is also an unordered one unlike the ordered 
field n the case considered by Tarski. 

In such a formulation a ZERO of the polynomial set PS cor- 
responding to the hypothesis or a solution of PS =0 is then noth- 
ing else but a geometric configuration verifying the hypothesis, 
eventually in some imaginative extended space. Denote the totali- 
ty of zeres of PS by Zero (PS). Then to prove the theorem is e- 
quivalent to the determination of the ubset of Zero (PS) on 
which the conclusion polynomial G should be equal to 0. We are 
thus led to the problem of solving the system of equations PS =Q 
or one of determining the structure of Zero (PS ). This latter 
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problem has been solved in the form of some deconnposition theo- 
rems which express Zero (PS) as union of components Zero; . 
Each of suchZero;is so well-behaved that the zeros of this set can 
be readily determined if equired. As a consequence it is easy to 
verify whether G = 0 on this component Zero; or not by mere 
computations which is a direct generalization of the procedure of 
Hilbert in his mechanization theorem. For more details we refer 
to the relavant papers of the auther. 

It is seen thus the theorem-proving, at least in the case cov- 
ered by the above general mechanization theorem, may be consid- 
ered as a mere application of our method of equations-solving. 
This may be true in other occasions too. In fact, the above 
mechanization theorem has been extended to some classes of theo- 
rems in various kinds of differential geometries and the theorem- 
proving for such classes is reduced to the equations-solving of sys- 
tems of differential equations, or the determining of the structure 
of zero-set of the corresponding sets of differential polynomials. 

The mathematics in our ancient China was of a highly me- 
chanical character. Most of the results were expressed in a form 
equivalent to now-a-days algorithms which may be readily turned 
_ into programs to be carried out on a computer. Moreover, the 
main concern of our ancestors was problem-solving rather than 
theorem-proving. The problem-solving was then treated by re- 
ducing it to equations-solving, quite in the same spirit of 
Descartes. In fact, our method of solving arbitrary polynomial 
equations PS = 0 in the form of determining the structure of Zero 
(PS) may be considered just as a systematization and moderniza- 


tion of the method developed around 13-th century in ancient Chi- 
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na, in adopting some modern concepts and techniques due to J. 
F. Ritt in 1950. Our treatment of theorem-proving follows thus 
closely the line of development 
Ancient China ——~Descartes —+Hilbert 

In the spirit of this line of development we have also laid down the 
following program as our future goal of theorem-proving and prob- 
lem-solving: 

MATHEMATICS-MECHANIZATION PROGRAM. Cover 
as much as possible the whole of mathematics by smali domains 


each of which is mechanizable. 
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A survey of developments of 


mathematics mechanization in 
China“ 


Abstract 


The present survey is devoted to activities in China on theo- 
rem-proving and equations-solving, the two main topics of MM 
(Mathematics Mechanization), restricted to works mainly due to 
the MM group in the Institute of Systems Science, Academia 
Sinica. The contributions on equations-solving in ancient China 


are also briefly described. 


1 Mathematics Mechanization in 
Ancient Times 


There are two main kinds of activities in mathematics, viz. 
equations-solving and theorem-proving. The latter one was typi- 
cally of Greek origin and Euclids Elements served as its represen- 
tative work. In this classic a deductive system was established 
and the exposition bore the style of the form Definition-Axiom- 


Theorem-Proof. On the other hand the equations-solving was o- 


* Chinese Mathematics into 21st century, (Eds. W. T. Wu & M. D. Cheng) 
Peking University Press, Beijing, (1991) 15-—-40. 
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riginated and well-developed in ancient China. In fact, the an- 
cient Chinese were mainly devoted to solve concrete problems aris- 
ing in practice which led naturally to problems of equations-solv- 
ing. The representative works were the classic “Nine Chapters in 
Arithmetic” and its “Annotations” by Liu-Hwei, which, in ac- 
cordance with the main spirit, adopted an exposition bearing the 
style of the form Example-Answer-Method & Result-Explana- 
tion. The item Method & Result was usually expressed in a form 
which now-a-days we would like to call it an ALGORITHM. The 
item Explanation usually gave the underlying reasons of the algo- 
rithm somewhat like a now-a-days correctness-proof. The sources 
of such equations were tow-fold. One of such sources was rudi- 
mentary commerce or goods-exchange which led to the Excess-De- 
ficiency Algorithm in Chapter 7 of “Nine Chapters” correspond- 
ing to, in modern language, the method of solving a system of 
two linear equations in two unknowns. It was developed into a 
general method of solving simultaneous linear equations which was 
the main concern of Chapter 8 of “Nine Chapters”. This method 
was the same as the one bearing the name of Gaussian Elimination 
Method in modern writings, which, what seems to be legiti- 
mate, would be more accurately to be called Nine-Chapters-Elim- 
ination-Method. A second source of equations-solving was from 
problems of measurements. The simplest one of such problems 
consists in extracting square roots for the determination of the hy- 
pothenus (e. g. the sun-observer distance) from the known 
values of the two sides of a right-angled triangle (e. g. the sun- 
height and level-distance of sun-observer). It requires the extrac- 


tion of square ‘roots which is equivalent to the solving of a quadrat- 
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ic equation of the form x? = A. It is perhaps owing to this origin 
that throughout the incessant development of equations-solving up 
to the method of numerical solution of any higher degree algebraic 
equations during the Song dynasty the Chinese ancestors called e- 
quations-solving simply roots-extraction (with extra terms). The 
discovery of the notion of Tian- Yuan or Heavens-Element equiva- 
lent to the present-day notion of Unknown during the Song and 
Yuan dynasties furnished a systematic method of establishing e- 
quations for given problems. The two lines of developments of e- 
quations-solving were also rendered possible to merge into one 
which was closer to algebra in modern sense. It cultimated in the 
classic of Zhu Szejze bearing the title “The Jade Mirror of Four 
Elements” which gave an elimination method of solving systems 
of algebraic higher degree equations up to four unknowns. The 
following, expressed in modern languages, was one of the repre- 
sentative examples given in Zhus classic: 

Problem. For a right-angled triangle the hypothenus z and 


the two sides x and y are connected by the relations 


By; (1.1) 
xXx"*z— Xx -zx-yt+zx=0, (1.2) 
x + y= z2. l (1.3) 


Find x, y, and z. 
Method of Zhu(a little simplified). 
Eliminate y from(1.1)by means of (1.2), (1.3)and remove 
the {factor x one gets 
一 2 一 > 一 2.xz2 二 过 + z+rz2+Z2 一 过 > 一 0. (1.4) 
Eliminate y from (1.2)by means of (1.3)and remove the factor 


x one gets 
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—22-2e27+2-xt+4exrert+ x2’ 
-2'r ~r :z+ x =0. (1.5) 


3 , x*from 


2 


Write(1.4)and (1.5)as equations in x and eliminate z 
(1.5) by means of (1.4), one gets successively equations in x 
and z: 

(-3-24+ 27)0274+(443-2-27-23)eax 

—-2-¢,+2+-2°=0, (1.6) 

(74+3°2-—27)-2—-(64+7°2+3-27-— 27) =0 

Eliminate finally x from(1.6)and(1.4)one. gets then an equation 
in z alone: 
; v4 —~ 6+ 2° t4- z? +6'z-5=0. (1.7) 
Solving, one gets one root z = 5. Substituting in (1.6)one finds x 
= 3. Substituting the values of x and z in (1.2), one finds y= 4. 
A solution of the problem is thus given by(x, y, z) = (3,4,5). 

The limitation of Zhu’s method to utmost 4 unknowns was 
due to the fact that the Chinese ancients made all calculations on 
counting boards. Otherwise the method is entirely general and 
may be considered as a direct generalization of Nine-Chapters- 
Elimination-Method. Moreover, all such methods are highly me- 
chanical in character and may be turned readily into computerized 
programs if one likes. This is indeed in high contrast with the the- 
orem-proving dated from the ancient Greece which is exceedingly 
non-mechanical in character. 

A turning point occurred in 17th century when Descartes, 
and also Fermat, created the method of analytic geometry. It 
seems that Descartes, as shown by his monumental classic La 
Géométrie”, paid great emphasis on solving of concrete problems, 
which led naturally to equations-solving, while theorem-proving 
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was somewhat neglected. In this respect the attitude of Descartes 
seems to be much in the same spirit of our Chinese ancestors. In 
any way the creation of analytic-geometrical method opened the 
way of mechanization, not only of equations-solving, but also theo- 
rem- proving, no matter how late such mechanization does begin to 


occur. 


2 Discovery of Mechanization Methods 


for Theorem- Proving 


The mathematics mechanization in a strict sense may be con- 
sidered to begin since the appearance in 1899 of Hilbert’s classic 
“Grunlagen der Geometrie” . Hilbert was the doubtless founder of 
the modern axiomatization of mathematics. However, it was first 
time pointed out by Wu({ Wu3, 5, 6])that Hilbert may also be 
considered as the pioneer of the actual mechanization of mathe- 
"matics, especially in the realm of theorem-proving. In fact, in the 
end of the main body of the above classic, i.e.in the end of Chap 
6, there was an obscure passage which was turned into the form of 
a theorem in the later editions, viz. | 

Theorem 62. Each pure intersection-point theorem in a Pas- 
calian geometry, if true, can always be proved by the aid of suit- 
ably constructing auxiliary points and lines, as consequence of a 
combination of a finite number of Pascal configurations. 

It seems that this theorem has never been taken into notice, 
in spite of the fact that Hilbert’s classic was widely and seriously 
studied for all the time. It was Wu who first recognized the signif- 


icance of this theorem and reformulated it in the following form: 
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Hilbert Mechanization Theorem. In a planar Pascalian geom- 
etry there is a mechanical procedure which permits to prove or dis- 
prove in a finite number of steps any pure intersection-point theo- 
rem of constructive type under certain subsidiary non-degeneracy 
conditions also generated mechanically during the procedure. 

It would be better to elucidate the actual meaning of this the- 
orem by a concrete example. Let us consider thus the following 

Theorem of Gauss( Werke, Bd. 4, S. 385—392). For a com- 
plete quadrilateral consisting of 4 lines L4, °--, L4 intersecting in 6 
points L;,, the mid-points Mı, M2, M of the 3 diagonals 工 1 
L34, Li3L24, and L141 3 are co-line. 

The occurrence of the concept mid-point would surpass the 
range of applicability of the above mechanization theorem which 
does not matter, however. The mechanical procedure of Hilbert 
still works and runs as follows. 

Take an arbitrary point L, as the origin O. Take arbitrary 
lines Li and L, through Lj as the x-and the y-axis. Take on the 
x-axis Li arbitrary points Lys and L44 to be given the coordinates 
(U,,0)and (U2, 0) with U, and U, as parameters. Take on the 
y-axis L, arbitrary points L2, and La4 to be given the coordinates 
(0, U3)and (0, U,).Draw now the line joining Li3, L23 and also 
the line L4 joining L44 and L34. Form the intersection point L34 of 
lines L} and L4 and give it the coordinates ( Y}, Y>) for which 
Yı, Y, are no more arbirtary parameters but bounded with coor- 
dinates U of points already taken. The equations determining Y], 
Y2 may be readily put in the following form: 

Y,= U,°U2*(U,- U3) (Ui U,- U2? U3), 
(2.1) 
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Y2=U3°(U,;- Y,)/U;. (2.2) 
Draw now the line Li>L34 and take the mid-point Mi to be given 
the coordinates( Y3, Y4) so that 
Y= Y,/2, (2.3) 
Y= Y5/2: (2.4) 
Draw next the line Li3 L24, take the mid-point M2, and give it 
the coordinates( Ys, Y¢) with 
Y= U2 (2.5) 
Y= U,/2. (2.6) 
Finally draw the line L44 L23 with mid-point M3 ( Y7, Yg) such 
that 
Y= U,/2, (2.7) 
Y= U;/2. (2.8) 
The conclusion of the theorem is equivalent to G = 0, with the 
conclusion polynomial (abbr. henceforth as pol) Ggiven by 
G= Y3° Yet Ys° Ygt Yar Y2— Y3* Yg— Yar Ys. 
The proof of theorem now runs as follows. 
Eliminate Yg in Gg = G by means of(2.8) to get a pol G; in 
U and Y,,°°:, Y7 alone. Eliminate next Y, in G, by means of 
(2.7)to get a pol Gg in U and Y,,°--:, Y¢ alone, etc. Finally, after 
eliminating Y, from Cl by means of(2.1) one would get a pol Go 
in U alone which turns out to be identically 0. This proves the 
_ theorem. Moreover, it shows that the theorem is proved to be true 
only under the conditions U,;#0 and Uy: U, — U2* U30 which 
are the pe. Pe ones as stated in the Mechanization Theo- 
rem and are found automatically with U,, Ui: U4 — U,* U; as 


the denominators occurring in the equations(2.1) — (2.8). 
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The method of proof is a general one applicable to the whole 
class of theorems possessing the following properties: 

Coordinates can be so chosen such that parameters U,, U2, 
---,and bounded variables Y,, Y>, °°, will be introduced one by 
one with hypothesis of the theorem expressible in the form 

Y; = P;/Q;,1=1,2,°", 

the P; and Q; being pols in Uand Y,alone for j < i. The conclu- 
sion is also expressible in the form G = 0 with the conclusion pol 
G one in Uand Y. Eliminate now the Y's in G successively in the 
reverse order by means of these hypothesis equations. The theorem 
in question will then be seen to be true or un-true according to 
. whether the final result is identically 0 or not. In the affirmative 
case the theorem is true GENERICALLY under the NON-DE- 
GENERACY CONDITIONS Q; #0. 

The method is seemingly a very trivial one which permits, 
however, to prove already quite non-trivial theorems. In year 1977 
Wu discovered , being entirely ignorant of the above Hilbert’s re- 
sult at that time, a more general method of much wider applica- 
bility for mechanical geometry theorem-proving as follows (of. 
[Wu, 1, 2, 3]) i 

Let Kbe a fieid of characteristic 0. For any pol in variables 
U,, t, Uaand Yi, +, Y, on coefficients in K let c be the 
greatest subscript of Ysuch that Y_ actually occurs in G. One 
can then write G in the form 

G = I- YP + lower degree terms in Y., 
in which all coefficients of Y.-powers, if not 0, will be pols in 
U and Y; with ¿< c alone. We call then Ithe INITIAL of G 
and Y, the LEADING VARIABLE ofG. Suppose now a theorem 
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T be such that with coordinates suitably chosen, the hypothesis 
are expressible as H;=0, i=1, ~+, e with H; pols having Y;as 
leading variables: 
H; = I;° Y; + D; + lower degree terms in Y;, (2. 9) 
If in particular H; is irreducible as a pol in Yi on the field Kọ = K 
(Ui, +, Uz), Hū is irreducible as a pol in Y on the field K, 
= Ko ( Yı) extended by adjoining Y, to Ko by means of H, = 
0, etc, Then the hypothesis set forming of H,, +, H, will be 
said to be IRREDUCIBLE. Suppose that G =0 withG a pol in 
Uand Yon K be the conclusion of the theorem T. To see 
whether T is true of not let us just divide G successively by H,, 
“HH,, Hy, to remove the Y’s as much as possible. We get then, 
for some non-negative integers S;, and also pols A;, a formula of 
the form 
DSi I>e G=A t Hitt ACH, +R, (2. 10) 
in which R is a pol in U and Y with degree in each Y; less than 
the corresponding degree D; in H;. We call R the REMAINDER 
of the pol G w. r. t. the hypothesis-set HYP = {Ais °°; 
H.} and write it as 
R = Remdr (G/HYP}. 
From the remainder formula (2. 10) we have the following 
Mechanical Theorem-Proving Principle (abbr. MTP). 
If the remainder R off G w. r. t. the hypothesis-set HYP is 
identically,0, then the theorem T in question is GENERICAL- 
LY true under the non degeneracy conditions I; 0, i=1, +, 
e. Moreover, the condition R =0 is not only sufficient but also. 
necessary for the theorem T to be generically true under the above 


non-degeneracy conditions in case the hypothesisset is irreducible. 
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The above principle serves as the basis for proving, or even 
disproving, theorems in elementary geometries. We remark that 
theorems in elementary geometries can be usually, after some 
simple manipulations, put in the form of (2. 10). Even 
trigonometrical identities can be transformed into the form of (2. 
10) by treating the various trigonometric functions as separate 
variables connected by algebraic relations. We refer to the exam- 
ples given in the earliest paper [Wul] of Wu on this subject which 
already show clearly how efficient the method could be. The 
method may even be served to discover new non-trivial ones since 
once one guesses some possible geometrical truth, one may just 
make verifications by the above principle to see whether it is really 
true or not. Among the earliest new theorems discovered in this 
way we may mention the Pascal Conic Theorem about chord in- 
tersections of 6 points on a conic, cf. e. g. [Wu2, 3]. The 
following example is a further illustration of this principle 
( [Wu9]). 

Example. Consider a plane moving over a fixed one and oc- 
cupy 4 different positions. To move from i-th position to the j-th 
position there is associated a center of rotation of POLE P, and an 
angle of rotation R, mod 2° p;. Suppose that all such poles P;; 
are situated in the finite part of the fixed plane so that we have a 
6-pole-configuration. In some particular cases the configuration 
may degenerate into a complete quadrilateral with 3 pairs of diago- 
nals Pi P34, P13P24, andP44 P233. In view of the theorem of 
Gauss we may ask ourselves whether this theorem remains true for 
the general 6-pole-configuration. 


To see this let us first remark that the configuration will be 
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completely determined by the positions of Pizs, P43, Pisand the 
3 rotation angles Ry, Ry, and Ris. Let us take thus coordi- 
nates such that 
P,.= (0, 0), P= (U, 0), P= (U2, U3), 
and set 
Tan (R12/2) = Us: U4, Tan (Ti13/2) = U7: U6, 
Tan (Ry4/2) = Uş: Ug. 
From fundamental theorems in planar kinematics we know that 
Z (PrP, PPa) = £ (Pi2Pia, Pi2P 24) 
= Ry/2modp;, etc. 
Let the coordinates of P23, P24, P34and the mid-points M,, M2, 
M3of the diagonals Pi> P34, P13P24,and P,4P23be given by 
P2= (Yı, Y2), Pa= (Y3, Ya), Pa = (Ys, Yo), 
Mi= (Y7, Ys), M2= (Yo, Yio), Ms= (Yn» Yn), 
The geometrical conditions will then be turned into a hypothesis 
set consisting of 12 equations which, after simple manipulations, 
will be of the form H; =0, i1=1, +, 12, with 
Hi = ¥,*07* Ug Yi U, Us — Ur Ur Ui; 


r 


H, =- Y, U, U,+ Yor Ug: Us + U7" U;' U, 

H, =- YUo Ut Ya Ug? Us — Ug: Us* U3 
+U U Un 

H, =-Y, Uo Ut Y,- Ug Us + Uo U U3 
+ Uy: U4: Us, 

Hs =— Y5°Uo9*U6t Ys Ug: Uz Uo Uy Uz + Us? Us: 


Us — Uge Uz? U2 + Us U7? U2— Ug? U7° Uj, 
He = — Y6*Uo*U6t+ Yor Ug: Uy | 

+ Ug? Uy* U2 — Ug? Uz? U, + Us? Us? U3, 
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H, =2-Y,-Y,;, 


Hyp =2:*Yj2- Y2+ U3. 
The conclusion to be verified is G = Owith the conclusion pol given 
by 

G = Y7° Yiot Yor Yi2+ Yee Yur — Yro* Yur Y7* Yi2 

= Yar Yy- 
It is readily verified , HYP being the polset { H,}, that 
Remdr (G/HYP) =0. 

We have thus discovered a new theorem generalizing the theorem 
of Gauss. The non-degeneracy conditions are given by I; +0 with 
I; the initial of H;. It is readily seen that I; = 0 corresponds to 
the degeneracy of the 6-pole-configuration into a complete quadri- 
lateral and the theorem is already known to be true in this case 
owing to above theorem of Gauss. 

In general, if we want to know whether a theorem remains 
to be true in some degenerate case I =0, we may just add I to the 
original hyp-set to form a new one HYP’ and try to see whether 
the conc-pol is still 0 at that time. Now it may happen, as is 
usually the case, that the hyp-set HYP’ will be no more in the 
well-ordered form like (2. 9). Some preliminary manipulations 
are then necessary to bring HYP’ again to a well-ordered form. 
This and other considerations induce us to seek a more general set- 


ting of treatments as we shall see in the next section. 
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3 A General Method of Mechanization 
for Equations-Solving 


Now there are theorems in elementary geometries for which 
it is rather complicate to bring the hypothesis set in some coordi- 
nate system to the form of (2. 9). There are also occasions to 
consider problems dealing with sets of pols entirely arbitrary. It 
is also important to extend the whole theory to the case of differ- 
ential geometries. Thus, after the completion of the work 
[Wul], Wu saw the importance of the works of Ritt, at that 
time somewhat lying in the obscurity in the mathematics world, 
and began to study seriously the second book of Ritt, [R2]. The 
study was a fruitful one and brought about fertile results in diverse 
directions which will be explained below. 

Let us consider a set of variables X,, X2, °°, Xm anda 
field K of characteristic 0 fixed henceforth. Any polynomial in 
the ring 

K {Xr ees, Xal 

will be simply called a POL. A finite set of non-zero pols is then 
called a POLSET. Any point A= (A,, e, Am) with A; in- 
some extension field K'of K is called a K’- ZERO or simple a ZE- 
RO of a pool P if P becomes 0 when X; in P are replaced by A.,. 

The set of 天 -zeros of all pols in a polset PS will be denoted by 
K’-Zero (PS) or simply Zero (PS) if K’ is taken to be arbi- 
trary or unnecessary to be specified . If G is any other pol, then 
we shall also set 

Zero (PS/G) = Zero( PS )/Zero(G). 
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We are now interested in solving the system of equations P; 
=0 with P; running over the pols in a given polset PS, and in 
the study of the structure of the set Zero (PS). For this purpose 
we shall introduce the notions originated in Ritt’s works as fol- 
lows. 

For any pol P let us set 

c = greatest subscript of X for which 

X. actually appears in P, 

d = highest degree of X., in P. 
For a non-zero constant pol we set simply c =0 and d=0. We 
call c the CLASS and d the DEGREE of P to be denoted by Cls 
(P) and Deg (P) resp. A non-zero pol Q will be said to be RE- 

DUCED w.r.t P if P is not a constant one and, for c=Cls (P) 
= >0, the degree of Q in X. is less than Deg (P). We introduce 
now among the non-zero pols a partial ordering < such that P< 
Q if either Clis (P) <Cls (Q) or Cls (P) =Cls (Q) and 
Deg (P) <Deg (Q). If neither is P< Q nor is Q< P in the 
above ordering then we say that P, Qare INCOMPARABLE in 
ORDER and we write then P< = >Q. 
Consider now a finite sequence of non-zero pols 
(P) Pie Ps: 2% P,. 

We call (P) an ASCENDING SET if one of the following cases - 
holds true: 

(1) r=1 and Cls (P) =0 or P, is a non-zero.constant in 

K. The asc-set in this case is then said to be TRIVIAL 
of CONTRADICTORY. 

(2) 0<Cls (Pi) <---<Cls (P,) 
and each P; is reduced w.r.t.any preceding P; with j< i. 
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We say that a pol Gis REDUCED w.r.t.an asc-set (P) if 
G is reduced w.r.t.any pol in (P). 

Let (P) be now a non-trivial asc-set as above and G any 
pol, then by successively dividing by pols of G in the reverse or- 
der, we get a formula of the form 

J+G=2A;°P,+R, 
in which J is a power-product of initials F; of P;, and A;, R are 
pols with R reduced w.r.t.(.P). We can choose exponents of I; 
in J to be as small as possible. The pol R is then uniquely deter- 
mined and will be called the REMAINDER of G w.r.t.(P), to 
be denoted by 

R = Remdr (G/(P)). 

We now introduce a partial ordering < among all the asc-sets 
in the following way. A trivial asc-set will be always< a non-triv- 
ial one . Let us consider, besides the non-trivial asc-set (P) as 
given above, a second non-trivial asc-set 

| (Q) Qi, Qa, =” Q. 
Then we say P is< Q if one of the following conditions holds 
true: 

(1) There is some k such that P,Q, for i<.k, while P, 
<Q. 

(2) r>s and P,OQ, for i=1, =, s. 

If for two asc-sets (P) and (Q) neither is (P) < (Q) nor is 
(Q) < (P), then we say that (P) and (Q) are INCOMPA- 
RABLE in ORDER and we write then (P) © (Q). 

Consider now any polset PS. Any asc-set of lowest order 

contained in PS will be called a BASIC-SET (abbr. bas-sẹt ) of 


PS. All such basset of PS are clearly incomparable in order each 
610 


other. It is therefore legitimate to define for any two polsets PS, 
and PS, whether PS, is < PS3 or PS2 is < PS, according to their 
bas-sets. 

For any polset PS we form now a certain ‘particular asc-set 
CS according to the following scheme: 

PS PS,;CPS,;C CPs. 
BS) > BS; >+ > BS, = CS (S) 
RS, RS, … RS =Empty 
The above scheme (S) is formed in the following way: 

Each BS; is a bas-set of PS,. 

Each RS; is the polset consisting of all non-zero remainders of 
pols in PS; \ BS; w. r. t. BS;. 

Each polset PS; is the union of PS; and RS; where j =i — 1. 

. PS; = PS; + RS;, j=i-1. 
We have then a 
BS > BS >>:: 
a sequence steadily decreasing in order and the construction should 
end in a finite number of steps so that in certain stage s we should 
ħave 
RS, = Empty. 

DEF. The corresponding bas-set BS, = CS in the above 
scheme (S) is called a CHARACTERISTIC SET (abbr. char- 
set) of the given polset PS. 

Well-Ordering Principle. Let I; be the initials of pols in CS 
and Jbe the product of all these I;. Then: 

Zero (CS/J) CZero (PS) CZero (CS), 
or more precisely, 
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Zero( PS) = Zero( CS/J)+ 之 Zero( PS;)). (I) 

In the formula ( I ) each PS; is the enlarged polset obtained 
from PS by adjoining to it the initial I ; of the z-th pol of CS. 

Now each polset PS; in ( I ) is of lower order than PS. 
Hence if we apply ( I ) to each of PS; and proceed in the same 
way again and again we should stop in a certain stage and arrive at 
the following. 

Zero Decomposition Theorem (Weak Form) There is an 
algorithmic procedure which permits to give for any polset PS a 
decomposition of the following form: 

Zero( PS) = 2s Zero( CS; / Jz). (IE) 
In the formula each CS, is an asc-set and J, is the product of all 
initials of pols in CS, . 

Consider iw a non-trivial asc-set( P )as before. we shall say 
that (P) is REDUCIBLE at a certain stage 7 if we have a relation 
of the form | 

HP =P -Pr + 2A;*P;, 
in which P, , P;” are pols having same class as P; while H; is a pol 
with smaller class and is reduced w.r.t. the partial asc-set (k = i 
=f) 
(PP, ) Pog Pps 
The >); means summation over j from 1 to k with A; some pols. 

If( P) is not reducible at any stage, then( P )is said to be IR- 
REDUCIBLE. In that case we can extend the field K to a field 
IK by successively adjoining Z1, Z2,°*'; Zm to K with each Z, ei- 
ther a transcendental element or an algebraic element defined by 
the equation P; = 0, when c is the class of some pol P; in (P). 
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The point Z = (Z1, Z2,°*', Zm) in the space ZK” is then called a 
GENERIC POINT of the irreducible asc-set (P). We have now 
the following. 

Theorem. W.r.t. an irreducible asc-set (P) with a generic 
zero Z we have for any pol G: 

Remdr(G/(P)) =< = = = >Z€Zero(G). 

A point Z in K” where K’ is any extension field of K is 

called a SPECIALIZATION of Z if for any pol P, 

ZEZero(P)= ==>Z € Zero( P). 

The set of all specializaitons of Z forms then an algebraic variety 
with Z as generic point in the usual sense. This variety is com- 
pletely determined by Z, which, if it is a generic point of an irre- 
ducible asc-set (P), is in turn completely determined by (P).We 
shall call accordingly this variety as one ASSOCIATED TO( P), 
to be denoted by Var((P)). 

Consider now an asc-set( P) which is reducible at certain 
stage i as before. Then we have a decomposition of the form 
Zero((P)) = Zero((P)’/H;) + Zero((P)’/H;) + Zero(((P + )), 
in which (P)’,(P)” are the sequences obtained from (P )in re- 
placing P; of (P) by P’ and P” resp., while (P + )is the polset 
enlarging ( P ) by adjoining to it the pol H;. Applying now this 
procedure to the decomposition ( I] ) whenever some asc-set CS, 
is reducible and proceed in the same manner further and further as 
long as possible, we shall arrive at the following theorems: 

Zero Decomposition Theorem( Strong Form). There is an al- 
gorithmic procedure which permits to give for any d-polset PS a 
decomposition of the form 


Zero( PS) = 2, Zero( IRR, /J ), (H) 
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in which each IRR, is an irreducible asc-set and each J, is the 
product of all initials of pols in IRR,. 

Variety Decomposition Theorem. For any polset PS we have 
a decomposition of the form 

Zero( PS) = > Var( IRR, ), (IV) 
in which Var( IRR, ) is the algebraic variety associated to certain 
irreducible asc-set IRR, . Moreover, this decomposition can be ren- 
dered uncontractible, and hence also unique, by mere computa- 
tions. | 

The above decomposition theorems and the formulas (I ) 一 
(IV) give a complete overview of the structure of the zero-set of 
any polset. They form also the basis of a constructive theory of al- 
gebraic varieties. Moreover, since each asc-set possesses a form 
which permits to solve the corresponding equations one by one, 
they furnish us also a general method of solving arbitrary systems 
of algebraic equations which may be considered as a direct and 
more systematic generalization of the elimination method created 
by Zhu Szejze and his predecessors. Cf. [Wu9 — 11, 16, 20]. We 
remark however that there are various modified improved forms of 
the schems (s)for the formation of char-set, cf. e. g. [ Wul6, 21]. 
We remark also that Gao in a paper [Gao4] has introduced the 
notion of Minimal Char-Set which is uniquely determined by the 
given polset. 

The above theory has also been extended by Wu to the case 
of differential polsets, along the lines of development by M. Ch. 
Riquier, M.M. Janet, E. Cartan, J. M. Thomas, and particularly J. 
F. Ritt. The results are analogous to those in the above polynomial 


case but, of course, much more complicated in that integrability 
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conditions or passivity in the sense of Riquier should be taken into 
consideration. We shall not enter into it here but refer to the rele- 
vant papers of Wu, particularly the paper[ Wu20 Jin MM-Preprints 
No. 3. 


4 Basic Principles of Mechanization 
of Theorem Proving 


The various decomposition theorems given in Sect 3 will naturally 
give rise to mechanization methods for the proving of theorems 
which are more general than the one in Sect 2 and are complete in 
a certain sense. Let us restrict ourselves first to the case of elemen- 
tary geometries, i.e. geometries for which no notions of differen- 
tiations are involved. On the other hand it is immaterial whether 
the geometry concerned is the ordinary, the affine, the projective, 
or any one else. To make precise let us define a THEOREM in 
such geometries as a couple consisting of a polset called HY- 
POTHESIS SET (abbr. hyp-set) and a pol called CONCLUSION 
POL(abbr. conc-pol). We lay down now the following 

DEF. Let the hyp-set and the conc-pol of theorem T be resp. 
HYP and CONC. Then we say: 
(1) T is TRUE if 

Zero( HYP )CZero( CONC). 

(2) T is GENERICALLY TRUE under NON-DEGENERACY 

CONDITIONs | 

DEG; +0 
for DEGENERACY POLs(abbr. deg-pol) DEG, if 
Zero( HYP/ TIDEG;)CZero( CONC). 
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(3) T is TRUE on a part PV of the algebraic variety Zero 

(HYP) if 

PV CZero( CONC). 

We remark that a zero in Zero( HYP )is nothing but a geo- 
metrical configuration verifying the hypothesis of then theorem T 
and Zero( HYP ) is just the algebraic variety of all such geometri- 
cal configurations. 

For the hyp-set HYP of a theorem T let us form now a char- 
set CS according to scheme (S) in Sect 3. Let the initials of pols 
in CS be I; and J their product. Let HY P; be the enlarged 
polsets obtained frome HY P by adjoining to it I;. Then by the 
well-ordering Principle we have: 

Zero( HYP) = Zero(CS/J) + 2 Zero( HYP;). 
From now the remainder R of the conc-pol CONC of theorem T 
w.r.t. CS; | 
R = Remdr( CONC/CS). 

Suppose that R =0 asa pol. Then we see from the remainder 
formula in Sect 3 that HYP = 0 would imply that CONC =0 so 
far J+0 or no J; is 0,i.e. 

Zero( HYP/J)@Zero( CONC). 
The theorem T is thus seen to be generically true under the non- 


degeneracy conditions 
$ 


7 天 0. 
If the asc-set CS is furthermore irreducible, then the generic zero 
Z of CS is a zero of CS for which no I, is 0 and so it is also a zero 
of HYP. 
If the theorem T is generically true under the nondegeneracy con- 
ditions I,0 so that in particular Z is a zero of CONC by the for- 
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mula above, then it follows from the theorem about generic zero in 
Sect 3 that we have necessarily R =O as a pol. Hence we have: 

Principle of Mechanical Theorem Proving or MTp-Principle 
I( Weak Form). If the remainder R of CONC w.r.t. a char-set 
CS of HYP is 0, then the theorem T with hyp-set HYP and 
conc-pol CONC is generically true under the non-degeneracy con- 
ditions [;40 for which I; are the initials of pols in CS . Moreover, 
if the char-set CS is irreducible, then the above condition R = 0 is 
also a necessary one for then theorem T to be generically true un- 
der the above non-degeneracy conditions. 

Let us now apply the zero-decomposition theorem ( weak 
form) ( I ) to the hyp-set HYP so that 

Zero( HYP ) = 2, Zero( CS;/ Ja), 

in which each CS, is an asc-set and J, is the product of initials of 
pols in CS,. Let R, be the remainder of CONC w.r.t. CS,. 
Then we have the following 

MTP-PRINCIPLE T (General Weak Form). if R, = 0, then 
the theorem T is true on the part Zero( CS,/j,) of the whole va- 
riety Zero( HYP) of geometrical configurations verifying the hyp- 
set HYP. The condition R, = 0 is also necessary if CS, is irre- 
ducible. 

More generally, let us apply the variety-decomposition theo- 
rem to HY P so that we have 

Zero( HYP ) = 21 Var( IRR, ), 

in which IRR, are all irreducible asc-sets. Then we have the fol- 
lowing. 

MTP-PRINCIPLE I (Strong Form).For a theorem T with 
hyp-set HYP and conc-pol CONC to be true on the irreducible 
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component Var( IRR, ) of the variety Zero( HYP), it is necessary 
and sufficient that the remainder of CONC w.r.t. IRR, is 0: 
Remdr( CONC/ IRR, ) =0. 

The last principle MTP- II is a complete one in that it can be 
completely decided whether a theorem is true or not true on this 
or that If the theorem T is generically true under the nondegener- 
acy conditions I;0 so that in particular Z is a zero of CONC by 
the formula above, then it follows from the theorem about generic 
zero in Sect 3 that we have necessarily R = 0 as a pol. Hence we 
have: | 

Principle of Mechanical Theorem Proving or MTP-Principle 
I (Weak Form). If the remainder R of CONC w.r.t.a char-set 
CS of HYP is 0, then the theorem T with hyp-set HYP and 
conc-pol CONC is generically true under the non-degeneracy con- 
ditions [; #0 for which I, are the initials of pols in CS . Moreover, 
if the char-set CS is irreducible, then the above condition R =0 is 
also a necessary one for the theorem T to be generically true un- 
der the above non-degeneracy conditions. 

Let us now apply the zero-decomposition theorem ( weak 
form) (IH )to the hyp-set HYP so that | 
Zero( HYP) = 21 Zero( CS,/J,); 
in which each CS, is an asc-set and J, is the product of initials of 
pols in CS,. Let R, be the remainder of CONC w.r.t. CS,. 

Then we have the following. 

MTP-PRINCIPLE T(General Weak Form). if R, = 0, then 
the theorem T is true on the part Zero( CS,/J,) of the whole va- 
riety Zero( HYP) of geometrical configurations verifying the hyp- 
set HYP. The condition R, = 0 is also necessary if CS, is irre- 
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ducible. 

More generally, let us apply the variety-decomposition theo- 

rem to HYP so that we have 

Zero( HYP)= 2, V¢ IRR, ), 
in which IRR, are all irreducible asc-sets. Then we have the fol- 
lowing | 

MTP-PRINCIPLE II (Strong Form).For a theorem T with 
hyp-set HYP and conc-pol CONC to be true on the irreducible 
component Var( IRR, )of the variety Zero( HYP), it is necessary 
and sufficient that the remainder of CONC w.r.t. IRR, is 0: 

Remdr( CONC/IRR,) = 0. 

The last principle MTP- II is a complete one in that it can be 
completely decided whether a theorem is true or not true on this 
or that irreducible component of the whole variety of Zero 
( HYP ).No more degeneracy conditions will be intervened. As an 
example we may cite the Feuerbach Theorem stating that the 9 一 
point circle of a triangle is tangent to the 4 inscribed and escribed 
circles of that triangle. With lines and circles oriented we can es- 
tablish the hyp-set HYP with Zero( HYP) decomposed into 8 ir- 
reducible components. The conclusion is seen to be true just on 4 
of such components which reflects the geometrical fact that each 
of the two oriented 9 — point circles is tangent in the same sense 
just to two of the four oriented in-or es-cribed circles. For this or 
other examples we refer to the paper [Wu15].we should remark 
that, in practice the less enieral MTIP-Principle I seems to be pre- 
ferred which is already so efficient that a lot of non-trivial and dif- 
ficult theorems have already been proved and even discovered. 


The mechanization methods as given. above for elementary 
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geometries have also been extended to the differential case so that 
differentialgeometrial theorems can be proved also in a mechanical 
way as in the case of elementary geometries. We refer again to the 


relevant papers of Wu, particularly [Wu20 ]} 


S Further Developments and Applications 


In the Institute of Systems Science, Academia Sinica, there 
was organized a small MM-Group ( Mathematics-Mechanization 
Group) devoting mainly to the developments and applications of 
the mechanization method of mathematics as explained in previous 
sections and other intimately related subjects. The group edited al- 
so an irregular publication “MM — Res. Preprints” for which 2 is- 
sues have since already appeared and the third one is also in the 


press. We list below some of such studies in these years. 


Al. Mechanical Theorem Proving and Discovering of Ele- 


mentary Geometries 


This was the beginning and also the most well-developed di- 
rection of the whole MM-method ( mathematics mechanization 
method). It was proved by Wu in starting from axiomatic systems 
that theorems of various. kinds of elementary geometries, whether 
ordinary, affine, projective, non-euclidean, line or circle ones, etc., 
can all be proved in a mechanical manner by the general method, 
so far no order relations are involved, cf. [Wu3]. Such results are 
formulated in the form of Mechanization theorem of this or that 
geometry, just like the Hilbert Mechanical Theorem in Sect 2. Gao 
has also made a detailed comparative study of various geometries 
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connected with the parallelism axiom, cf [ Gao3] For particular 
theorems we may mention the list of theorems proved or discov- 
ered by Wang and Gao as outlined in their joint paper [W — G]. 
The most extensive study has been undertaken by Chou and a 
book devoting to it has already been published, cf [Ch1, 2]. Fur- 
thermore, Wu has introduced the notion of oriented lines and cir- 
cles to avoid or alleviate the difficulties of factorization in the case 
of ordinary geometry which has further increased the efficiency of 
the method and promise to discover much more difficult new theo- 
rems, cf. [Wu15]. Besides, some theorems in algebraic geometry 
and planar kinematics, have also been proved or discovered by 
Wu, of.[Wul9].In the case of ordinary geometry for which the 
hypothesis set is already in the well-ordered form, Hong and Tau- 
Zhang- Yang have proposed very interesting methods of mechani- 
cal theorem proving by means of a single example or a set of ex- 


amples. cf.e.g.[H1,2]Jand papers of Tau et al to be published. 


A2. Mechanical Theorem Proving and Discovering of Dif- 


ferential Geometries 


In principle for differential geometries the same can be done as in 
the case of elementary geometries but much less have been actually 
carried out. For concrete results we may cite a detailed study of 
theorems about pairs of curves of Bertrand type in either ordinary 
or affine space, cf [Wul4]. The same has also been partially car- 
ried out including a theorem generalizing the classical Baecklund 
theorem to the affine space which has been considered in recent 


years by S. Chern et al. (to be published). 
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A3. Automatic Determination of Unknown Relations 


Wu showed how by well-arranging the variables involved our 
method will give rise automatically to the desired unknown rela- 
tions. One of the simplest of such examples is furnished e. g. by 
the automatic discovery of Chin-Heron formula of the area of a tri- 
angle in terms of its 3 sides, cf. [Wul2, 13]. It seems that the 
same method can furnish us with a formula for the volume of a 
hyperbolic tetrahedron in terms of its 6 edges, a problem which 

has greatly attracted the attention of mathematicians in recent 
years. Note that the occurrence of highly transcendental functions 
is not an insurmountable barrier for applying out method, see A6 


below. 
A4. Automatic Loci Determination 


Again by well-arranging the variables involved our method will 
permit to give automatically the equations of loci to be studied. A 
concrete example is furnished by the determination of coupler- 


curve equation of a 4-bar-linkage by Wu (unpublished). 
AS. Problems about Polynomials 


Hu and Wang have discovered a new method of factoring multi- 
variate polynomials with coefficients in an arbitrary finite exten- 
sion field of rational number field which is based on our general 
MM-method, cf. [H-W]. Gao has introduced the notion of 
general discriminant system of a unary polynomial and gave also 
an algorithm of its determination which has been improved by W. 
D. Wu, cf. [Gaol] and [WDWu]. Liu has studied the com- 
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plex root isolation and degree-depressing of polynomials by decom- 
position instead of factorization, cf. [Liul, 2]. Li has discov- 
ered an interesting general phenomenon of occurrence of unavoid- 
able factors which generalizes the known theorem of Collins about 
successive pseudo-divisions of two polynomials, cf. [Lil-3]. In 
connection with such phenomenon Wu has proposed some alterna- 
tive procedures in elimination for the formation of char-sets which 
would avoid the occurrence of such un-desirable factors, cf. 
[Wul0]. Concrete examples have shown that efficiency of com- 
putations will be raised to a much higher level and our new imple- 
mentation of programming has taken into account of this advan- 


tage. 
A6. Problems involving Transcendental Functions 


At first sight it seems that the occurrence of transcendental func- 
tions would be an insurmountable barrier to the application of our 
general MM-method which is essentially algebraic in character. 
However, as already pointed out by Wu since his earliest writ- 
ings, quite often it is rather the algebraic relations among the 
transcendental functions, but not the functions themselves, 
which will play an actual role in the problems to be solved. The 
transcendence may then be rendered disappear if one replaces the 
transcendental functions by new variables connected by algebraic 
relations or by applying rationalization process. It is for this rea- 
son that a lot of theorems involving trigonometric or hyperbolic 
functions, including trigonometric identities, have been, proved 
or discovered by our MM-method. Recently Wu et al have shown 
how transcendental equations like the Kepler equation in astrono- 
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my can be turned into an algebraic (more exactly an algebrico-dif- 
ferential) ones so that one can solve it in an algebraic manner, in 
contrast to the generally used graphical or numerical methods of 
solution, cf. [W-W]. The method consists in replacing the 
transcendental function in question by a new function and a new 
differential equation determining that function. The method is a- 


gain a general one and will be useful in many occassions. 
A7. Studies on Limit Cycles 


Some papers of Wang, e. g. [Wangi] have shown how our 
MM-method can be applied to study the Lyapounov functions at a 
singular point of a polynomial differential equation system in the 
plane. The Soviet and Chinese mathematicians have shown how 
such knowledge could be applied to the construction of limit cy- 
cles, whose study is seemingly the only one of the 23 problems of 
Hilbert which has little advance up to the present time. 
A8. Automatic Derivation of Newton's Gravitational 
Laws from Keplers Laws 

In [Wul7j Wu has shown how Newton’s gravitational laws can 
be automatically derived from the Keplers Laws. This may serve 
as a simplest example of automatically formulating underlying 
mathematical principles from experimental facts in physical sci- 


ences. 
A9. Inequalities Proving 


A lot of inequalities occurring in elementary mathematics can be 

put into the form of equations-solving by means of method of La- 

grange’s multipliers. The latter one can then be dealt with by our 
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general mechanization method of equations-solving. In [Wul8 ] 
Wu has shown how this can actually be carried out for various 
kinds of inequalities. There is also a paper of Wang [Wang2 | 


dealing with the same subject. 
A10. Non-linear Programming 


The linear programming deals with the optimization of a linear 
function involving variables under linear constraints for which the 
variables and constraints are both large in number. On the con- 
trary, the non-linear programming. deals with optimization of a 
non-linear function involving variables under non-linear con- 
straints for which the variables and constraints are both relatively 
few in numbers. The fewness of the number of constraints may 
be taken into great advantage by our method of inequalities-prov- 
ing in A9 while the non-linearity of the function to be optimized 
and the constraints may be treated in the usual manner by our 
method. Wu has thus been able to solve in a new way certain 
problems in chemical engineering, viz. chemical equilibrium 
problem and chemical reaction optimization problem (to be pub- 
lished). Note that transcendental functions occurring quite often 


in non-linear programming can be dealt with again by the tactics 
in A6. 


All. Robotics 


The solving of inverse kinematical equations (I. K. E.) of 
robot motions is usually considered as one of the most difficult 
problems in robotics studies. However, Wu has applied his MM- 


method of equations-solving to give simple solutions of I. K. E. 
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for certain simple robots usually used in practice and is able to fur- 
nish the equations of continuous variation of control parameters 
meeting the continuous motion of robot hands (to be published) . 
A complete solution in the general case is quite difficult but seems 


to be still possible and is yet in the course of study. 
A12. Mechanical Design and Control Theory 


In some early papers in Chinese Wu has indicated how our mecha- 
nization method of equations-solving can be used to some simple 
problems of linkage design, pole-assignment of control theory, 
etc. Now in the subsequent years the programming has been 
greatly improved and the MM-Group has been equipped with 
much more powerful computers than the ones available at that 
time. It seems that much harder problems in these realms will be 


successfully attacked in years to come. 
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On the development of 
polynomial equations solving 
in China’ 


1 Introduction. 


In Chap. 2 of the classic (Mathematical Discovery) Polya 
has called our attention about a posthumous work of Descartes, 
{Rules for the Direction of the Mind). Polya described a rough 
outline of the scheme that Descartes expected to be applicable to 
all types of problems which we reproduce below: 

First, reduce any kind of preblem to a mathematical prob- 
lem. | 

Second, reduce any kind of a mathematical problem to a 
problem of algebra. 

Third, reduce any problem of algebra to the- Solution of A 
single equation. 

The third step may be further clarifed as shown in the para- 
graph below which we again reproduce from the above classic of 
Polya: 


Descartes advises us to set up as many equations as there are 


* Proc. 1991 Nankai Seminar on Mathematics Mechanization, or Computer Math- 
ematics (Eds. W. T. Wu & G. D. Hu), Singatore, (1993) 1 一 7 
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unknowns. Let stand for the number of unknowns, and 
Xi, X2, °°, xX, for the unknowns themselves; then we can 
write the desired system of equations in the form 
rıl Tis XT2,."*, Tn) =0, 
re 243 Foy" 5a, ) = 9; 
Ta (£i, £2, °, Z,) = 0, 
where r} (21, 22, *“, Xn) indicates a polynomial in x4, 
X2, °*', TX,, and the left-hand sides of the following equa- 
tions must be similarly interpreted. Descartes advises us fur- 
ther to reduce this system of equations to one final equation. 
It seems that Descartes was absolutely absurd in reducing any 
kind of problem to one of polynomial equations solving. Even the 
last step of reducing such a system of polynomial equations to one 
single final equation is not at all evident how to do and is actually 
entirely non-trivial. However, let us reproduce again some para- 
graph from the same classic: 
Descartes? project failed, but it was a great project and even 
in its failure it influenced science much more than a thousand 
and one little projects which happened to succeed. Although 
Descartes’ scheme does not work in all cases, it does work 
in an inexhaustible variety of cases, among which there is an 
inexhaustible variety of important cases. 
In fact, in now-a-days we see that there are really inexhaus- 
tive problems from mathematics, from sciences, from technolo- 
gies, etc. which will ultimately be reduced to polynomial equa- 


tions solving. Among all kinds of systems of equations to be 
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solved，those of polynomial forms are clearly the simplest， the 
most fundamental, and at the same time entirely non-trivial one. 
Among all kinds of problems in mathematics, the problem of 
polynomial equations solving should therefore be considered as one 


of primary importance to be settled with highest priority. 


2 Polynomial Equations Solving 
in Ancient China. 


In contrast to the Euclidean system of ancient Greek for 
which theorem-proving was the main concern, equations-solving 
occupied the central position in Chinese ancient mathematics. Be- 
low we shall give a brief outline of the main achievements of our 
ancestors on this subject. 

The earliest mathematical classic of ancient China which for- 
tunately had been preserved up tc present day was (Nine Chap- 
ters in Arithmetic} (abbr. NC), completed about 1c B. C. In 
that classic there had already appeared the method of solving a sys 
-tem of linear equations together with the introduction of negative 
numbers which is actually the same as the present-day Gaussian e- 
limination method. The coefficients of linear equations were repre- 
sented by well-arranged counting rods put in a matrix form on a 
counting board. By manipulating the counting rods in some me- 
chanical way the matrix of coefficients will be reduced to a form 
which in modern notations is in general equivalent to a set of e- 
quations as shown below: 

C14. x 41+ d,=0, 
C22 * 42 + C21 rit d2=0, 
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(2.1) 
CB Lg Poet cy * ay 7 dam 0, 
In the above equations (eventually some may be lacking as shown 
by one example in NC) all the leading coefficients c; are non-zero 
and the solutions are then readily found (eventually in terms of 
some parameters corresponding to the leading variables x; of the 
missing equations ) . 

In another classic (Annotations to NC) (abbr. AN) ap- 
peared in 263A. D. by Liu Hui there were shown some variants 
of the above elimination method, comparison of efficiency of 
these variants, and detailed computations of some concrete equa- 
tion-system in 5 unknowns. 

There was already some trace of quadratic equations in NC. 
In fact, the extraction of square root corresponding to the solving 
of simplest quadratic equation x? = a was solved by means of some 
geometrical principle, viz. the so-called Out- In Complementary 
Principle. This geometrical method of square-root extraction led 
to the solving of more general quadratic equations. This may be 
seen from most of our ancient classics that instead of saying as in 
our modern language solving quadratic equation of the form x? + 
a* x=b, one said extracting square root of b with conga. In 
(NC) there was even a geometrical problem which was reduced 
to the square-root extraction with cong. In (AN) Liu Hui had 
given proofs of the validity of the above methods. In a classic of 
Zhao Shuang in about the same period as Liu Hui it was implicite- 
ly indicated how to express the solutions of a quadratic equation in 
terms of its coefficients. However, we have to remark that our 


ancestors seems to have little interest in the general expression of 
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roots of equations in terms of coefficients of the equations . They 
were rather interested in the determination of their real numerical 
solutions. This attitude of meeting practical applications permeat- 
ed the whole period of later development of equations-solving in 
our ancient time. 

The geometrical method of square-root extraction worked 
well also for cubic-root extraction corresponding to the solving of 
cubic equations of particular form x? = a, as already shown in 
{NC} as well as (AN). It was natural to extend the method to 
the solving of general cubic equations, as in the case of quadratic 
equations. Probably the celebrated mathematician Zu Congzhi of 
Se had tried to solve such general cubic equations , though it was 
not quite certain since no written records were preserved. How- 
ever, in the beginning of Tang Dynasty in 7c there appeared the 
classic of Wang Xiaotong in which were exhibited complicate 
problems arising from geometry and prac-tice. After the descrip- 

tion of how the final cubic equations should be formed from such 
| concrete problems, Wang gave directly the numerical solutions in 
saying simply by root-extraction .This shows that before the time 
of Wang the intellectuals should already know how to solve in nu- 
merical values a given cubic equation in numerical coefficients. 

The way of further development was quite clear. Thus, ac- 
cording to the late renown historian in Chinese ancient mathemat- 
ics Professor Yan Dongji, in calendars of Sung Dynasty (10c) 
there were biquadratic equations to be solved numerically. Unfor- 
tunately Professor Yan died prematurely in 1988 and no written 
manuscripts were left to us. In any way , throughout the whole 
period of Sung Dynasty (10-13c, very likely beginning from 
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much earlier time) efforts were exerted for the solving of polyno- 
mial equations of arbitrary degree. The goal was ultimately 
reached at latest in 13c. In fact, in 1249 there appeared the clas- 
sic Mathematics in Nine Chapters of Qin Jiushao of Sung Dy- 
nasty. In that classic algorithm for the determination of numeri- 
cal solutions of a polynomial equation of arbitrary degree was given 
which is actually the same as the much later re-discovered Horner 
’s method. 

During the period of Sung and Yuan Dynasties there was a 
discovery of utmost importance in the introduction of the precise 
notion of an unknown under the name of Heaven’s Element. A 
so-called Heaven’ s Element Method was developed which per- 
mitted to turn easily geometrical entities into the form of polyno- 
mials and geometrical relations into polynomial equations. It was 
known that there were texts about treat-ment of pairs of polyno- 
mial equations in two unknowns Heaven’s and Earth’s Elements 
but unfortunately such texts were lost. Fortunately there re- 
mained a classic Four Ele-ments of Jade Mirrors of Zhu Szejie in 
1303 of Yuan Dynasty which treated polynomial equations up to 
even four unknowns. The method is one of elimination and may 
be seen clearly from one of the representative examples in Zhu's 
classic as shown below. 

A geometrical problem was led to a set of three equations in 
three unknowns which in modern notations may be written in the 
following form (after removal of the factor x which will be sup- 


posed to be non-zero for simplicity) : 
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re y*ze-xr*y-x2e-zxr-y=O9, 


equations in xand zalone.Eliminate then x to get a single equa- 

tion in zalone. Choose from these equations three to be written in 

the modern form below: 

zt -6* z t+4% 227 4+6* e-5=0,z 

XT >— (zt+2) x x27+(274+4% zt+2)*xz-(2* z7+2* 2z)=O0. 

(2.2) 
y-(x* z~a2?-2z+27)=0. 

Solve the equations (2. 2) successively in single unknowns z, 

x, and y we get one of the solutions to be (z, x, y) = (5, 

3, 4) .In general Qin Jiushacs method may be applied to get all 


possible real solutions if required. 


3 Polynomial Equations-Solving in MMRC 
of Modern China. 


Let Kbe a field of characteristic 0 and x= (x4, e, ZX,) 
be a set of indeterminates to be fixed in what follows. By a pol 
will be meant a polynomial in the ringK [zi, :…, 2x, ] and bya 
polset a finite set of such pols. For a polset PS consisting of non 
-zero pols P}, +, P,,we shall write simplyPS =0 for the set of 
equations P; = 0, =, P, =0.The totality of all possible solu- 
tions of PS = 0 or zeros of PS in all conceivable extension fields of 
K will be denoted by Zero (PS). For any other pol G we shall 
write Zero (PS/G) for the set Zero (PS) -Zero (G), i. e. 
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the totality of zeros of PS which are not zeros of G. The problem 
of polynomial equations-solving amounts then to the determination 
of the set Zero (PS) for any given polset PS. 

The equations (2.1) and (2.2) serve now as a clue for the 
solving of polynomial equations which had been carried out in re- 
cent years by the Mathematics - Mechanization Research Center 
(MMRC) of Institute of Systems Science in our Academy, cf. 
e. g. [WU1,2 ] 

To begin with, let us first introduce the following all the 
more important concept of an ascending set (abbr. asc - set ) 
which we have borrowed from the two classics of J. F. Ritt, cf. 
[R1, 2]. 

For a non-constant pol P let c be the greatest subscript for 
which x,.appears actually in P. Let d be then the degree of P 
considered as a pol in z.. Such a pol can then be written in the 
canonical form 

P= I x xf + lower degree terms în Xe 

with coefficients themselves pols in the ring K [x1, *…, zx.-_1]. 
We call c the class and d the class-degree or simply degree of P, 
to be denoted by cls (P)and cdeg (P) or simplydeg (P) resp. 
The leading coefficient I of P w. r. t. the leading variable x,is 
then called the initialof the pol P. For a non-zero constant pol 
the class will be defined to be O while the degree may be either de- 
fined as-t or may be left undefined. 

Consider now a polset AS of the following particular form. 
Suppose that the inde-terminates x,;, ^“, 2z, can be rearranged 
as Uy, ©“, Uds Mir s, Yy, (ri+d=n) such that the pols in 
AS can be arranged as A,, :…, A, in canonical forms below: 
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A, =1,* yt+ lower degree terms in yi, 
A= 1, * y% + lower degree terms in y2, 
Sema ara l (3 | ) 
A, =1, * y% + lower degree terms in y,. 
In (3.1) for each i the coefficients of y;-powers in A;are pols in 
K [ wy, “ts uas Yp s Yi-1]. We suppose also each pol 
I,has a degree in y; less than deg (A;) = dj for any pair (7, j) 
with j<i. In that case we say that the polset AS is an ascend- 
ing set and the coefficient pols I; are initials of the corresponding 
pols A;. Note that in returning back to original notations, yi are 
just Le, with c; = cls (A;) where 
O<c,<-<e,, 
while u= (ui, °*°, ug) are the remaining x's arranged say in 
the same order as before. 
mcomparing with the equations (2. 1) and (2. 2) in Sect 
1, we see clearly that an asc-set defined by (3. 1) is just a gen- 
eralization of the polsets occuring in the left-side of (2. 1) and 
(2. 2). 
A polset consisting of a single non-zero constant will be called 
a trivial asc-set. An asc-set of form (3. 1) will then be said to 
be a non-trivial one. It is clear that the zero-set of a trivial asc- 
set is empty, and for a non-trivial asc-set AS the zero-set Zero 
(AS) may also be considered as completely determined. 
Our method of solving polynomial equations consists of now 
in reducing the problem of solving arbitrary polynomial equations 
to those of solving such equations correspond-ing to asc-sets. One 


of the variants of such method is expressed in the theorem below. 
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Main Theorem. There is an algorithm which permits to de- 
termine for any polset PS a finite set of asc-sets AS, in a finite 
number of steps such that 

Zero( PS ) = Sum;Zero( AS;/IP;), (3.2) 
in which each IP; is the product of all initials of pols in the corre- 
sponding AS, . 

The formulas (3.2) as well as its variants will be called de- 
com position formulas for Zero (PS). The corresponding Main 
Theorems and the decomposition formulas form the corner-stones 
on which are based our method of polynomial equations-solving as 
well as all the applications. We leave these to the relavant papers 
published mostly in the irregular publication Mathematics Mecha- 


nization Research Preprints (abbr. MM-Preprints) 
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Polynomial equations — solving 
and its applications 


Abstract. We give first a rapid review of the development of 
polynomial equationssolving in ancient China. We show then 
how the achievements and lines of thought of our ancestors 
have been elaborated into a general method of solving arbi- 
trary systems of polynomial equations with the aid of con- 
cepts and tools from modern mathematics. As illustrations of 
our general method, we give finally diverse applications to 
problems arising either from mathematics proper, or from 
other domains beyond mathematics, science and technology. 
Let K be a field of characteristic 0 and X = (x4,°°:, z, }baa 
set of indeterminates to be fixed in what follows. By a pol will be 
meant a polynomial in the ring K | X| and by a polset a finite Set 
of such pols. For a polset PS consisting of non ~ zero pols P1,*…, 


Pmwe shall write simply PS =0 for the set of equations P, = 0, 


"s Pm =Q. The totality of all possible solutions of PS =0 or zeros 
of PS in all conceivable extension fields of K will be denoted by 
Zero( PS). For any other pol G we shall write Zero( PS/G) for 
the set Zero( PS) \ Zero(G), i. e. the totality of zeros of PS 


* Proc. ISSAC 94, or Algorithms and Computations, (Eds. D. Z. Du & X. S. 
Zhang), Springer( 1994) 1—9. 
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which are not zeros of G. 

By polynomial equations — solving is meant the determina- 
tion of Zero( PS) itself or at least its structure for any polset PS. 
As variety of problems, either from mathematics proper or from 
other domains, will lead naturally to such polynomial equations PS 
=0,an effective method of such 4 polynomial equations — solving 
will have naturally an immense field of possible applications to 
problems from mathematics, science, and technology. Even the 
mechanical proving of geometry theorems, which is seemingly of a 
character entirely different from equations — solving, relies heavily 
on the study of the structure of Zero( HYP) with HYP the hy- 
pothesis polset of the geometry theorem in question. Besides, we 
may recall that the algebraic geometry, one of the most active field 
of reseach in modern mathematics, is in fact nothing else but the 
study of the structure and the properties of Zero( PS) for an arbi- 
trary polset PS. 

In view of the significance of polynomial equations — solving 
in both theory and practice as described above we shall exhibit in 
what follows the past achievements and present day developments 
of this subject restricted however mainly to our own country, Chi- 


na. 
1 Polynomial Equations — Solving 
in Ancient China. 
While Euclid’s¢ Elements} in 3c B.C. laid down the founda- 
tion of a deductive system of geometry which dominates up to pre- 
sent day modern mathematics in the western world, the Chinese 


classic € Nine Chapters in Arithmetic) or Ç Nine Chapters) for 
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short in 1c B.C. had laid down the foundation of an entirely dif- 
ferent mechanical system of mathematics which governed the de- 
velopment of Chinese mathematics up to Ming Dynasty in 14c A. 
D. While in Euclid’s system theorem-proving is the main concern 
of mathematics, the mechanical system of ancient China empha- 
sized equations — solving as the central theme of mathematics. Be- 
low we shall cite some of the main achievements of our ancestors 
on polynomial equations — solving. 

In (Nine Chapters) there had already appeared the method of 
solving a system of linear equations( together with the introduction 
of negative numbers) which is actually the same as the present-day 
Gaussian elimination method. The coefficients of linear equations 
were represented by well-arranged counting rods put in a matrix 
form on a counting board. By manipulating the counting rods in 
some mechanical way the matrix of coefficients will be reduced to 
a form which in modern notations is in general equivalent to a set 
of equations as shown below(c;; #0): 

Ci * a; F cCii-1 * i-te tca *¥ ep + ad; =O, 2 =1,+-, 7. 
(1.1) 
In the Jast equations eventually some may be lacking as shown by 
one example in (Nine Chapters). In any way the solutions are 
readily found(eventually in terms of some parameters correspond- 
ing to the leading variables x; of the missing equations). 

Numerical Solutions of Algebraic Equations in a Single 
Unknown . 

Based on geometrical consideration the ancient Chinese knew 
in quite remote times extraction of square and cubic roots. As ex- 


tensions of the root-extraction method it was also known how to 
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solve numerically a quadratic equation, as already shown in( Nine 
Chapters). After hundreds of years of efforts there appeared ulti- 
mately in 1247 a classic (Mathematics in Nine Chapters) of Qin 
Jiushao in Song Dynasty. In that classic algorithm for the determi- 
nation of numerical solutions of an algebraic equation of arbitrary 
degree was given which is actually the same as the later re-discov- 


ered Horners method. 


Method of Heaven’s Element and Algebrization of Geome- 
try. 

During the period of Song and Yuan Dynasties there was a 
discovery of utmost importance in the introduction of the precise 
notion of an unknown under the name of Heavens Element . A so- 
called Heaven's Element Method was developed which permitted 
to turn easily geometrical entities into the form of polynomials and 
geometrical relations into polynomial equations. This led to a more 
or less systematic reduction of geometrical problems to polynomial 
equations-solving and some kind of algebrization of geometry. 

The Classic of Zhu Shijie about Method of Four Elements. 

It was known that there were texts about treatment of pairs 
of polynomial equations in two unknowns Heaven’s and Earth’s 
Elements but unfortunately such texts were lost. Fortunately there 
remained a classic( Jade Mirrors of Four Elements)of Zhu Szejie 
in 1303 of Yuan Dynasty which treated polynomial equations up 
to even four unknowns. The method is one of elimination and may 
be seen clearly from one of the representative examples in Zhu’s 
classic as shown below. 


A Representative Example in Zhu’s Classic . 


A geometrical problem was led to a set of three equations in 
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three unknowns which in modern notations may be written in the 


following form: 


xa*y*z-a*y—-xz-2x-y=0, 


x * z—-x*’-—z-yt2r=0, 
z- zx - y =0. 
From geometrical conditions x cannot be zero and will thus be di- 
vided out freely during the procedure. Zhu’s method runs now 
briefly as follows. Eliminate first y to get two equations in x and 
z alone. Eliminate then x to get a single equation in z alone. 
Choose from these equations three to be written in the modern 
form below: 
24-6 % 2° +4xz*+6xz—5=0, 
Z >— (z+2) x 224+ (27 +4% 242) %¥7-—(2%* 227 4+2% z)=0, 
y-(xr%* 2-27? -xet+2z)=0. 

(1.2) 
Solve the equations (1.2) successively in single unknowns z, zx, 
and y we get one of the solutions to be (z, x, y) = (5, 3,4). In 
general Qin Jiushads method may be applied to get all possible real 
solutions if required. 

Conclusion . 

For the actual computation one had to place the coefficients 
of various kinds of terms in counting rods at definite positions of 
the counting board. This limited the method to at most four equa- 
tions in four unknowns and only quite simple ones can be so treat- 


ed. However, the general character of the way to solve arbitrary 


set of polynomial equations is quite clear. 
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2 Guiding Principle and Methods 
of Polynomial Equations-Solving. 


Systematization and Modernization of Zhu Shijies Method . 


In recent years the Mathematics-Mechanization Research 
Center( MMRC) of Institute of Systems Science in our Academy 
had developed a mechanization method of solving arbitrary set of 
polynomial equations in the form of determination of Zero( PS ) for 
an arbitrary polset PS. The method, though the intervention of 
concepts and techniques in modern mathematics (mainly from 
Ritt, cf. [R1, 2])is inevitable, is in the main along the lines of 
thought of our ancestors. It is in essence elaboration, moderniza- 
tion and systematization of the elimination methods of 《Nine 
Chapters) in the linear case and of Zhu Szejie in the general case. 
Our study is thus actually a continuation of our ancestor’s works 
on equations-solving stopped since 14c. For literature we refer par- 
ticularly to the relevant papers in the irregular publication Math. 
Mech. Res. Preprints ( abbr. MM-Res. Preprints) of MMRC, cf. 
[MM]. | 

Some General Concepts . 

To begin with, let us first introduce the following all the 
more important concept of an ascending set (abbr. asc-set ) . 

For a non-constant pol P let c be the greatest subscript for 
which x, appears actually in P.Let d be then the degree of P 
considered as a pol in zx.. Such a pol can then be written in the 
canonical form 

P=I1* x+ lower degree terms in zx.. 
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With coefficients themselves pols in the ring K [zi,*…, ze-1]- 
We shall call c the class and d the degree of 已 ,to be denoted by 
Cls( P)and Deg( P) resp. For a non-zero constant pol the class will 
be defined to be 0 while the degree will be left undefined. 

Consider now a polset AS for which the pols in AS can be 
arranged as A,,°°*A, in canonical forms below: 

A; = 1, * rË + lower degree terms in Les ie are ar 
(2.1) 
0< cp Seon. 

In(2.1)for each i the coefficients of x,;-powers in A; are pols in 

K[21,°'', 2-1]. We suppose also each pol I; has a degree in xj 

less than deg(A;) = d; for any pair( i, 7 )}with j < i. In that case 

we say that the polset AS is an ascending set and the coefficient 

pols I; are znitials of the corresponding pols A,. 

In comparing with the equations(1.1)and (1.2)in Sect 1, 
we see clearly that an asc-set defined by(2.1)is just a generaliza- 
tion of the polsets occuring in the left-side of (1.1) and (1.2), 
with(z, x, y) = (21, x2, 23) in the latter case. 

Given an asc-set defined by (2.1), a pol R for which the de- 
gree in x, is less than d; will be said to be reduced w.r.t. the pol 
A;,and reduced w.r.t.the asc-set AS if this is so for each 7. 

Given an arbitrary pol G let us divide G successively by the 
pols in AS in the reverse order. This will give rise to an identity of 
the form 

Ii * -IT x G= iQ; * A; +R. (2.3) 
In the identity Q;, R are pols with R reduced w.r.t. AS and s; 


are non — negative integers which may be chosen to be as small as 
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possible. The pol R thus obtained from G will be called the re- 

mainder of G w.r.t. AS, to be denoted by 
R=Remdr(G/AS). 

The identity(2.3)is then called the remainder formula of G w. 

r.t. AS. 

A polset consisting of a single non-zero constant will be called 
a trivial asc-set. An ascset of form(2.1) will then be said to be a 
non — trivial one. It is clear that Remdr( G/ AS ) =0 for any pol 
G if the asc-set AS is a trivial one. For non-trivial asc-sets the no- 
tion of irreducible ones will be defined in a natural way. 

Guiding Principle of Polynomial Equations-Solving . 

For a non-trivial asc-set of form(2.1)we may solve A, =0 
for x.ı in numerical values when K is the rarional, the rael or the 
complex field and x;,i<c,, are given in numerical values. In gen- 
eral we may simply consider Zz.1 as a well-determined algebraic 
function of z;,i<c,, as defined by A, =0. With zl thus deter- 
mined we may then determine Z > from A, =Q either in numerical 
values or as a well-determined algebraic function in z;,71<c, etc. 
In this sense Zero( AS ) may thus be considered as well-deter- 
mined. In case AS is a trivial asc-set, then it is clear that Zero 
(AS) is an empty set. 

From the above we see that Zero( AS) and more generally 
Zero( AS/G) for any asc-set AS and any pol G may be considered 

-as well determined. Our guiding principle for the solving of poly- 
nomial equations PS = 0 or equivalently the determination of Zero 
(PS) is to determi he from the given polset PS a set of asc-sets so 
that Zero( PS )is closely connected or eventually completely deter- 
mined from the zero-sets of these asc-sets. 
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General Methods of Polynomial Equations-Solving . 


Following the guiding principle we get methods of polynomi- 
al equations-solving in the form of following theorems: 

Main Theorem Į . There is an algorithm which permits to 
determine for any polset PS an asc-set CS in a finite number of 
steps such that 

Zero( PS )CZero€ CS), and (2.4) 
Zero( PS) = Zero( CS/J) U U ;Zero( PSU | I;}). (2.5) 
In(2.5) I; are the initials of pols in CS and J is their product. The 
asc-set CS is to be called a characteristic set (abbr. char-set )of the 
polset PS. 

Main Theorem [[ . There is an algorithm which permits to 
determine for any polset PS a finite set of asc-sets AS; in a finite 
number of steps such that 

Zero( PS) = U ;Zero( AS;/J,;), (2.6) 
in which each J; is the product of all ee of pols in the corre- 
sponding AS; . 

Main Theorem I. There is an algorithm which permits to 
determine for any polset PS a finite set of irreducible asc-sets 
IRR, in a finite number of steps such that 

Zero( PS) = U; Var[ IRR, ], (2.7) 
in which each Var| IRR, Jis an irreducible algebraic variety well- 
determined from the irreducible asc-set IRR,. Moreover, by mere 
computations one may remove away all redundant irreducible asc- 
sets so that in (2.7)none of the varieties in the union is contained 
in any one else. 


Remark that( 2.7) gives us a non-contractible decomposition 
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of the algebraic variety Zero( PS ) in its irreducible components 
Var[ IRR, | which is unique up to an order. 

The formulas(2.5), (2.6), (2.7) will be called decom posi- 
tion formulas for Zero( PS).The Main Theorems and the decom- 
position formulas form the corner-stones on which are based our 
methods of polynomial equations-solving as well as all the applica- 


tions. For general references cf.e. g.[ Wu2]and some relevant pa- 


pers of the author inf MM ]. 


3 Applications of Polynomial Equations 


Solving. 
3.1 Direct Applications to Polynomial Equations -Solving. 


Many problems from mathematics or beyond mathematics are 
already in the form of polynomial equations solving. Let us cite 
below a few of them with references in [MM]. 

Problems of Enumerative Geometry . 

Enumerative geometry asks for the number of certain kind of 
geometrical entities verifying some geometrical conditions which 
leads directly to the solving of some polynomial equations. It 
forms a beautiful application of modern algebraic geometry which 
deals with however only geometrical configurations in complex 
projective spaces and gives only the number of solutions in the 
generic case, being based on the so-called method of algebraic 
correspondence and the counting principle. Our method has no 
such restrictions. As an example, the Poncelet porism in case of 
triangles has been analyzed in some details by our method. Cf. 
e. g. (Wu5]. 
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Problems from Linkages and Mechanisms . 


The design problems of linkages and mechanisms lead often 
directly to the solving of polynomial equations. As examples we 
may cite the direct problem of Stewart platforms and the inverse 
kinematic equations of oobotic movements. For the former Wu 
Wenda et al have proved that the number of possible solutions 
(real as well as complex ones) of the corresponding equations is 
40 in the generic case, while for the latter Liang et al have 
proved that the corresponding number of solutions in the generic 
case is 16. Some particular robots of Puma type, for which the 
neighboring joint axis are either parallel or orthogonal to each oth- 
er have been studied some details by our methods. 

Yan 


The Yang-Baxeter equations in statistical physics in the case 


-Baxeter Equations from Statistical Physics. 


n= 2 give rise to a system of 64 polynomial equations in 16 un- 
knowns. Shi He has given a complete list of solutions of this sys- 
tem of equations by means of our methods. Among the solutions 
there are sets depending on several parameters which are unknown 
before. Besides, S. K. Wang, Institute of Applied Mathemat- 
ics of our Academy, has treated Yang - Baxeter equations with 
spectrum parameters and discovered a number of entirely new so- 


lutions of physical interest by some elaboration of our methods. 
3.2 Applications to Geometry Theorem Proving (MTP). 


Apparently geometry theorem- proving (abbr. MTP) has 
little to do with polynomial equations-solving. That this is not so 
may be seen as follows. 


For most of interesting theorems in geometries the hypothesis 
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and conclusion may be put in the form HYP =0 and CONC =0 
respectively HYP being a polset and CONC a pol in K (X). 
We shall write such a theorem in the form T = } HYP, 
CONC}. Now a zero of Zero (HYP) is nothing else but a geo- 
metrical configuration verifying the hypothsis of the theorem 
which lies eventually in some extended space. Consequently if Ze- 
ro (HYP) is known, then it will be relatively easy to ascertain 
on whak part Z of Zero (HYP) the theorem will be true so that 
ZC Zero (CONC). This is the general underlying principle of 
applying our methods of polynomial equations-solving to MTP. 
Remark in passing that for almost all known theorems of geome- 
try it is not ture that Zero (HYP) C Zero (CONC) so that 
some power of CONC will be in the ideal of HYP, as a conse- 
quence of Hilbert’s Nullstellen Satz. This shows that ideal-theo- 
retical treatment seems to be inadequate to MTP of geometry. 
This is also the reason that we rely ourselves rather on the zeroset 
treatment for MTP of geometries as implied by the Main Theo- 
rems. Thus, for the decomposition formulas (2.5-7) let the 
polset PS be the hypothesis polset HYP of the theorem T in 
question. Then from the three Main Theorems we get respective- 
ly the following three MTP-Principles. 

MTP - Principle [| . For a given theorem T = | HYP, 
CONC} let CS be a char-set of the hypothesis polset HYP. Let 
R = Remdr (CONC/CS). Then R = 0 is a sufficient condition 
for theorem T to be generically true under the non -degeneracy 
conditions given by J =Q, or in other words Zero (HYP) /J) 
@Zero (CONC). Moreover, the condition R = 0 is also a nec- 
essary one for the above to be true in case CS is an irreducible asc 
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“Set. 
MTP- Principle IH. For a given theorem T = {| HYP, 
CONC} let ASibe a set of asc-sets determined from the hypothe- 
sis polset HYP such that we have (2.6) with PS = HYP. Then 
the theorem T will be true on that part Zero (AS;/J;) of Zero 
( HYP) or Zero (AS;/J;) CZero (CONC) if Remdr (CONC/ 
AS;) =0. 

MTP- Principle Il. For a given theorem T = {| HYP, 
CONC} let IRRx« be a set of irreducible asc-sets determined from 
the hypothesis polset HYP such that we have (2.7) with PS = 
HYP. Then the theorem T will be true on that irreducible com- 
ponent Var [IRRk)]) if and only if Remdr (CONC/IRR,) =0. 

Remark that the last Principle I furnishes us the most com- 
plete information about the truth of a theorem. However, in 
view of the complications for a complete decomposition of the 
form (2.7) with PS = HYP, it is often preferred to apply the 
much less complete MTP-Principle I. In fact, the mere applica- 
tion of this incomplete principle had already permitted to prove or 
even discover hundreds of non-trivial theorems in various kinds of 
geometries. Cf. for more informations e. g. the works [Wul， 
4), {(C), and papers of D. M. Wang, X. S. Gao, and the 
author in [MM]. 

3.3 Applications to Problems Reducible to Polynomial E- 
quations-Solving. 

There are lot of problems which are not in the form of poly- 
nomial equations- solving, can however by some devices be re- 
duced to such ones. We shall state a few of them which we have 
dealt with. 
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D. M. Wang has applied our method of polynomial equa- 
tions-solving to the qualitative study of polynomial planar system 
of ordinary differential equations. In particular, he has discov- 
ered some criteria for center and foci of quadratic or cubic systems 
and has thus pointed out some fallacies of well-known results of 
Kukles and others. It is also applied by Wang to fild out 6 limit 
cycles of some cubic system. Cf. e. g. [Wa] and also papers in 

In the realm of partial differential equations Z. B. Li et al 
have studied for example the Belousov~-Zhabotinskii (B-Z) reac- 
tion diffusion equations. By setting the unknown functions as a 
definite type rational function of the exponential of a new un- 
known function, one gets a system of polynomial equations in the 
yet to be determined coefficients in the rational function. Apply- 
ing our methods for the solving of this system of equations, it is 
found a complete set of travelling -wave solutions of the B-Z equa- 
tions. In a similar way Li and others have found lot of travelling- 
wave solutions of various other well-known partial differential 
equations in mathematical physics which have been vividly studied 
in recent decades. Cf. e. g. (L-S). 

Optimization and Related Problems . 

Let us consider in the real n — space a domain D defined by 

4,9, Sbji, t=1, +, n, 
in which a; may be either finite or — ©, and b; either finite or 
+œ. Let fER [X], and HSCR (X) be given. 

Optimization Problem O. Determine the greatest and/or 
least values, if exist (e. g. when all a;, b; are finite), of f 


over D under the constraint conditions HS = 0. 
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The usual approach to such kind of problems by Lagrange 
multiplier method has long been forsaken owing to the fact that it 
will lead to the solving of equations difficult to deal with Howev- 
er, so far HS are resticated to polynomial ones, then our meth- 
ods of polynomial equations-solving have revived this approach. 
In fact, a modified form of our Main Theorem [| has led to the 
following 

Finite Kernel Theorem. There is an algorithm to get a fi- 
nite set K of real values such that the greatest and/or the least 
values of the Problem O, supposed exist, are given by the great- 
est and/or the least values of this finite set, to be called a kernel 
set of the Problem O. 

Remark that the finiteness of the kernel set K comes just 
from the restriction that f and HS are all polynomial ones. 

Many problems of non-linear programing may be solved by 
means of the above theorem. In particular, a collision problem of 
traffic has been studied in some details. Moreover, a lot of in- 
equalities, algebraic, geometric, or trigonometric, have been 
proved in this way with relative ease. Cf. e. g. [Wu5] and the 
papers of T. J. Wu and the author in [MM]. 

For applications of our method to mechanical geometry theo- 
rem- proving we have deliberately avoided the order relations 
which algebraically will be turned into inequalities. It is an im- 
portant problem to extend the mechanical proving to include theo- 
rems involving order relations. Our method as described above 
turns out to be quite efficient and a number of non-trivial theo- 
rems of such kind have already been proved in this way. 


In CAGD we encounter the following 
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Problem GD. Determine in the real space an algebraic sur- 
face S of given degree to pass through a set of given algebraic 
curves and touch a set of given algebraic surfaces along given alge- 
braic curves smoothly up to certain degree. 

Based on algebraic geometry the above problem has been re- 
duced to the solving of polynomial equations in the unknowns 
which are the coefficients of the algebraic surface S to be deter- 
mined. As a simplest example, we may consider a pair of cylin- 
ders C,, C, of radii r4, r2along X-and Y-axis and bounded by 
circles orthogonal to the X-and Y-axis and at distances d,, d2 
from the origin respectively. Our problem is to determine cubic 
algebraic surfaces, if exist, to touch smoothly the cylinders along 
the bounding circles. Our methods of polynomial equations-solv- 
ing show that for this to be possible it is necessary and sufficient 
that r? + d? = rż + d} and in that case there will be one and only 
one such cubic surface whose equation may be explicitely written 


down. 
3. 4 Diverse Applications. 


There are also problems which may be solved not by reducing 
to some problems of polynomial equations-solving, but by meth- 
ods which occur in our methods of polynomial equations-solving. 

Automated Discovering of Unknown Relations . 

Problem AD. Suppose there are some algebraic and/or geo- 
metric entities for which we know that there should exist some re- 
lations between them. To discover the explicit form of such rela- 
tions. 

Our method of solving this kind of problems is briefly as fol- 
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lows. Let us designate the algebraic or geometric entities involved 
in the problem by X= (21, °**, za) with the first few z’s as 
those between which is to be determined the yet unknown rela- 
tion. Let PS be the polset such that PS =0 is the set of relations 
among the entities X. Form now a charset CS of PS which the 
first polis Cı. By (2.4) we have Zero (PS) C Zero (CS) © 
Zero (C,). ThenC, = 0 will be the relation between the first 
few entities as required. 

As a simplest example let us determine the area of a triangle 
in terms of its sides. In accordance to our general method let us 
denote the 3 sides of the triangle by x1, x2, x3and-the area by 
Z4, while the 3 vertices by (0, 0), (25, 0), (26, 2x7). 
Form the polset PS and a char-set CS of PS with first pol C,. 
Then C, =0 is nothing else but the wellknown Heron-Qin formu- 
la which has now been discovered in an automatic way. For more 


examples we may refer to [Wu3} and a paper of X. S. Gao and 
D. K. Wang in (MM). 

Automatic Determination of Geometrical Loci. 

The equations of geometrical loci may also be automatically 
determined by the above method. Consider e. g. a point moving 
in the plane under some geometrical constraints. Take coordi- 
nates with moving point as (zı, 2x2) and denote by z; (i >2) 
the other geometrical entities intervening in the geometrical con- 
straints. Write down the geometrical conditions in the form of 
PS =0 and determine a char-set CS of PS. Then in general the 
first pol Ci in CS will give the equation of the locus to be found as 
C,=0. Asa particular example, we may determine the coupler 


equation of a coupler point of a 4-bar linkage in this way. The re- 
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sult is automatically found, as is well known, to be a sextic 
equation in the coordinates (xz, y) = (2), 2x2) of the coupler 
point. 

Applications of our methods of polynomial equations-solving 
are steadily growing. Moreover it has been extended to differen- 
tial case. The results are parallel to those of Sect 2 in replacing 
naturally pols and polsets by differential ones and the procedure 
and reasonings are naturally much more complicate. Applications 
to mechanical theorem proving of differential geometries and auto- 
matic discovering have also been done. In any way much has to 


be studied yet, in both ordinary and differential cases. 
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